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▲❡ s❡✉❧ ♠♦②❡♥✱ q✉❛♥❞ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬é❝r✐r❡ ❝❡s ❧✐❣♥❡s✱ ❞❡ s❡ ❧❛♥❝❡r s❛♥s tr♦♣
t❡r❣✐✈❡rs❡r✱ ❡st ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡①❡r❝✐❝❡
❞❡ st②❧❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❛✉tr❡✳ ❏✬❡s♣èr❡ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ❢♦✐s ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs ♠♦ts t❛♣és✱
❧❡s ❛✉tr❡s ✈✐❡♥❞r♦♥t ❞✬❡✉①✲♠ê♠❡s✱ ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ♥é❛♥♠♦✐♥s ♠❛ ♣❡♥sé❡✳
❏✬❛✐ ♣❡✉r ❞✬♦✉❜❧✐❡r q✉❡❧q✉✬✉♥✱ ❞❡ ♠❛❧ r❡tr❛♥s❝r✐r❡ ❝❡ q✉❡ ❥✬❛✐ ♣✉ r❡ss❡♥t✐r
❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡s q✉❛tr❡ ❛♥♥é❡s s✐ ❧♦♥❣✉❡s ❡t ❜rè✈❡s à ❧❛ ❢♦✐s✳ ❈✬❡st q✉❡ ❝❡s
❧✐❣♥❡s s♦♥t ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✿ ❝❡ s❡r♦♥t à ♣❡✉ ♣rès ❧❡s s❡✉❧❡s à êtr❡ ❧✉❡s ❛✉ ❝♦✉rs
❞❡ ♠❛ s♦✉t❡♥❛♥❝❡✳✳✳ ▼❛✐s t❛♥t ♣✐s ✦ ❏❡ ❝♦♠♣t❡ s✉r ❧❛ ♠❛♥s✉ét✉❞❡ ❞❡ ♠❡s
❧❡❝t❡✉rs ❡t ❞❡ ♠❡s ❛♠✐s✳
❏❡ t✐❡♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ à ❡①♣r✐♠❡r ♠❛ ❣r❛t✐t✉❞❡ à ❋ré❞ér✐❝ P❛tr❛s ♣♦✉r s❡s
❝♦♥s❡✐❧s✱ s❡s ✐❞é❡s✱ s❛ ♣❛t✐❡♥❝❡ ❡t s❛ ❣❡♥t✐❧❧❡ss❡✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❥❡ s✉✐s ✜❡r ❞✬❛✈♦✐r
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❝♦✉rs ❞❡ ❉❊❆ ♠é♠♦r❛❜❧❡ s✉r ❧❛ ré✈♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♣❡r♥✐❝✐❡♥♥❡✱ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♣♦✉r s❡s
tr❛✈❛✉① s✉r ▼❛❝ ▲❛♥❡ ❡t ◆♦❡t❤❡r q✉❡ ❥✬❛✐ ❞é❝♦✉✈❡rts ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ♠❛ t❤ès❡✳
❏❡ s✉✐s ❤❡✉r❡✉① ❞❡ ❧❡s ❝♦♠♣t❡r ♣❛r♠✐ ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ♠♦♥ ❥✉r②✳
▼❡r❝✐ é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✉① ❡①❛♠✐♥❛t❡✉rs ❈❧❛✉❞✐♦ ❇❛rt♦❝❝✐✱ ❏♦s❡♣❤ ❑♦✉♥❡✐❤❡r
❡t ❏❡❛♥✲▲♦✉✐s ❈❛t❤❡❧✐♥❡❛✉✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣❡♥sé❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ♣♦✉r ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✱ q✉❡
❥❡ ❝♦♥♥❛✐s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡♣✉✐s s❡♣t ❛♥s ✦
❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ t♦✉s ❝❡✉① ❞❡ ❧✬❛♥❝✐❡♥♥❡ éq✉✐♣❡ ✏❛❧❣è❜r❡ ❡t t♦♣♦❧♦❣✐❡✑ q✉✐ ♦♥t
♣✉ ♠✬❛✐❞❡r ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ♦✉ ❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ♠❛ t❤ès❡✱ ❝♦♠♠❡ ❈❧❡♠❡♥s✱
❋r❛♥ç♦✐s✲❳❛✈✐❡r✱ ●❡♦r❣❡s ♦✉ ▼❛r❝✳ ▼❡r❝✐ é❣❛❧❡♠❡♥t à ❏❡❛♥✲▼✐❝❤❡❧ ▲❡♠❛✐r❡
♣♦✉r s❡s ❝♦♥s❡✐❧s ❛✈✐sés ❧♦rs ❞❡ ♠❡s ❡ss❛✐s ❞✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❞é❜✉t ❞❡ t❤ès❡ ❡t à
P❡rs✐ ❉✐❛❝♦♥✐s ♣♦✉r s❛ ❣❡♥t✐❧❧❡ss❡ ❡t ❧✬✐♥térêt q✉✬✐❧ ❛ tr♦✉✈é à ♠❛ t❤ès❡✳
❏❡ ♥✬♦✉❜❧✐❡ ♣❛s ❧❡ ♣❡rs♦♥♥❡❧ ♥♦♥ ❛ss✐♠✐❧é ✏❝❤❡r❝❤❡✉r✑ ❞✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❉✐❡✉✲
❞♦♥♥é✳ ❏✬❛✐ tr♦✉✈é t♦✉t ❧❡ ♠♦♥❞❡ s❡r✈✐❛❜❧❡ ❡t ❛✐♠❛❜❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ♠✬❛ ❛✐❞é à ♠❡
s❡♥t✐r ❜✐❡♥ ❞❛♥s ❝❡ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡✳ ❏✬❛✐ ✉♥❡ ♣r♦❢♦♥❞❡ ❣r❛t✐t✉❞❡ ♣♦✉r ■s❛❜❡❧❧❡ ❡t
❏❡❛♥✲▲♦✉✐s✱ à q✉✐ ❥✬❛✐ ❞❡♠❛♥❞é ❜❡❛✉❝♦✉♣✱ ♣❛r❢♦✐s ❧✬✐♠♣♦ss✐❜❧❡✱ ❡t q✉✐ ♦♥t t♦✉✲
❥♦✉rs ❢❛✐t ❧❡✉r ♠❛①✐♠✉♠✳ ❏✬♦s❡ ❡s♣ér❡r q✉✬❛✈❡❝ ♠♦♥ ❞é♣❛rt ❏❡❛♥✲▲♦✉✐s s❡r❛
♣❧✉s tr❛♥q✉✐❧❧❡ ✦✳✳✳
✐
❏❡ ♥✬❛✐ ♣❛s ❢❛✐t q✉❡ ❝❤❡r❝❤❡r ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ♠❛ t❤ès❡✳ ❏✬❛✐ é❣❛❧❡♠❡♥t ❡♥✲
s❡✐❣♥é ❡t ❛✐ ❤❛✉t❡♠❡♥t ❛♣♣ré❝✐é ❝❡tt❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡✱ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❥❡ ♠❡ s✉✐s
t♦t❛❧❡♠❡♥t ✐♥✈❡st✐✱ ♣❛r❢♦✐s tr♦♣ ✦ ▼ê♠❡ s✬✐❧s ♥❡ ❧❡ s❛✉r♦♥t ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❥❛✲
♠❛✐s✱ ✐❧ ② ❛ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét✉❞✐❛♥ts ♣♦✉r q✉✐ ❥❡ ❣❛r❞❡ ❞❡ ❧✬❛✛❡❝t✐♦♥ ❡t ❣râ❝❡ à
q✉✐ ❥✬❛✐ tr♦✉✈é ♠❛t✐èr❡ à ré❥♦✉✐ss❛♥❝❡ ❧♦rs ❞❡ ♠❡s ❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥ts✳ ❏❡ ♣❡✉①
♥é❛♥♠♦✐♥s ❝✐t❡r ❧❡s ❛❣ré❣❛t✐❢s ▼❛✉❞✱ ●✉✐❧❧❛✉♠❡✱ ❖❧✐✈✐❛✱ ❙❛r❛❤ ❡t ❇r✉♥♦ ✕
♥♦s ♣❛rt✐❡s ❞❡ t❡♥♥✐s ✈♦♥t ♠❡ ♠❛♥q✉❡r ✦ ❏❡ ❝♦♥s❡r✈❡r❛✐ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ très
❜♦♥ s♦✉✈❡♥✐r ❞❡ t♦✉t❡s ❝❡❧❧❡s ❡t ❝❡✉① ❛✈❡❝ q✉✐ ❥✬❛✐ ❝♦❧❧❛❜♦ré ♣♦✉r ❧❡s ❝♦✉rs ❡t
❧❡s ❚❉✳
▲❡ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❤é❜❡r❣❡ ✉♥ ♠✐❝r♦❝♦s♠❡✱ ❝❡❧✉✐ ❞❡s t❤és❛r❞s✱ ❛❣✐té ❞✬✉♥ r❡✲
♥♦✉✈❡❧❧❡♠❡♥t r❛♣✐❞❡ ❡t ♣❡r♣ét✉❡❧✳ ❏✬② s✉✐s ♣r♦♠♣t❡♠❡♥t ♣❛ssé ❞✉ st❛t✉t ❞❡
♣❡t✐t ♥♦✉✈❡❛✉ à ❝❡❧✉✐ ❞✬❛♥❝✐❡♥✱ ❡t ✈♦✐❧à ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❥❡ ♥✬❡♥ ❢❛✐s ♣❧✉s ♣❛r✲
t✐❡✳ ❆✉ ❝♦✉rs ❞❡ ♠❛ ✈✐❡ ❞❛♥s ❝❡ ♠✐♥✐ ✉♥✐✈❡rs✱ ❥✬❛✐ ❡✉ ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞❡ ❧✐❡r ❞❡
♥♦♠❜r❡✉s❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❡t ❛♠✐t✐és ❀ ❥✬② ❛✐ tr♦✉✈é ❞❡ ❧✬❛✐❞❡✱ ❞✉ ré❝♦♥❢♦rt ❡t
❞❡ ❧❛ ❥♦✐❡✳
■❧s s♦♥t t❡❧❧❡♠❡♥t ♥♦♠❜r❡✉① à ♠✬❛✈♦✐r ❛✐❞é ♦✉ ❛✈♦✐r ♣❛rt❛❣é ❞❡s s♦✐ré❡s ❡t
❞❡s r✐r❡s ❛✈❡❝ ♠♦✐ ✦ Pê❧❡✲♠ê♠❡ ❥❡ ♣❡♥s❡ à ❋❛❜✐❡♥ ❡t s♦♥ ❤✉♠♦✉r ✐♥s✉r♣❛ss❛❜❧❡✱
▼❛r✐❡ q✉❡ ❥❡ s✉✐s ❛❧❧é ✈♦✐r à ❧❛ ♠❛t❡r♥✐té ❧♦rs ❞❡ s♦♥ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛❝❝♦✉❝❤❡♠❡♥t✱
❙té♣❤❛♥❡ ❡t s♦♥ r✐r❡ t♦♥✐tr✉❛♥t✳ ❏❡ ♣❡♥s❡ à ♠❡s ❝♦♠♣❛❣♥♦♥s ❞❡ ❈■❊❙ ❡t ❞❡
❝♦✉♣❡ ❞✉ ♠♦♥❞❡ ✷✵✵✻✱ ❳❛✈✐❡r ❡t ▼❛r❝✳ ❏✬❡♥ ♣r♦✜t❡ ♣♦✉r ❛❞r❡ss❡r ♠❡s r❡♠❡r✲
❝✐❡♠❡♥ts ❧❡s ♣❧✉s s✐♥❝èr❡s à ▼❛r❝ ♣♦✉r ❧✬❛✐❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡ q✉✬✐❧ ♠✬❛ ❛♣♣♦rté❡
❞❛♥s ♠❛ ❧✉tt❡ ✕ ❡✉♣❤é♠✐s♠❡ ✕ ♣♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡s t❡①t❡s ❡♥ ❛❧❧❡♠❛♥❞✳ ❏❡
♣❡♥s❡ à ❉❡❧♣❤✐♥❡ ❣râ❝❡ à q✉✐ ❥❡ ♠❡ ❞✐s❛✐s q✉❡ ♠♦♥ ❜✉r❡❛✉ ét❛✐t ❛✉ ❢♦♥❞ ♣❧✉tôt
❜✐❡♥ r❛♥❣é✳ ❏❡ ♣❡♥s❡ à ❏✉ ❡t ❧❛ r❡♠❡r❝✐❡ ♣♦✉r s❡s r❡♣❛s ❤♦♥❣r♦✐s✱ ❛✈❡❝ ♣♦♠♠❡s
❞❡ t❡rr❡✳ ❏❡ ♣❡♥s❡ à ▼❛r❝❡❧❧♦✱ ❖❧✐✈✐❡r ❡t ❧❡✉rs ♠❛t❤s ✐♥❝♦♠♣ré❤❡♥s✐❜❧❡s✳ ❏❡
♣❡♥s❡ à ❍✉❣✉❡s ❡t ❛tt❡♥❞s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ s❛ ♠✐s❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ♦r❞r❡
✜♥❛♥❝✐❡r✳ ❏❡ ♣❡♥s❡ ❛✉ ▼✐❣ ❡t s♦♥ ❢❛♠❡✉① ❏▼✳ ❏❡ ♣❡♥s❡ à ❚❤✉✱ ▲❛✉r❛ ❡t à
❈❤✐❛r❛✱ à ❘é♠②✱ ❍✉❣♦ ❡t ❋❧♦r❡♥t ❛rr✐✈és s✉r ❧❛ ✜♥ ❞❡ ♠❛ t❤ès❡✳
P❛r♠✐ t♦✉s ❝❡✉① q✉✐ ♦♥t r❡♥❞✉ ❝❡tt❡ ✈✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ s✐ ❛❣ré❛❜❧❡
♠❛❧❣ré ❧❡ str❡ss ❝♦♥st❛♥t ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✱ ✐❧ ❡♥ ❡st q✉✐ ♦♥t ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ t♦✉t❡ ♣❛rt✐✲
❝✉❧✐èr❡✳ ■❧ ② ❛ ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ▼✐❝❤❡❧ ❡t P✐❡rr❡✱ ❛♠✐s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡ ❞❛t❡✱ ❛✈❡❝ q✉✐
❥✬❛✐ têté ♠❡s ♣r❡♠✐❡rs ❜✐❜❡r♦♥s ❞❡ s✉❜st❛♥❝❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳ ❊t ❥✬❛✐ ✉♥❡ ❛❢✲
❢❡❝t✐♦♥ t♦✉t❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ♣♦✉r ♠❡s ❝♦❜✉r❡❛✉①✱ ❚❤♦♠❛s✱ ❏♦❛♥ ❡t P❛tr✐❝❦✳ ❏❡
♥❡ r❡tr♦✉✈❡r❛✐ ❥❛♠❛✐s ❞❡ t❡❧s ❝♦❧❧è❣✉❡s ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❥❡ ♣❡♥s❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s t❛♥t
♣❛rt❛❣é ❡♥s❡♠❜❧❡✱ r❡❢❛✐t ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❥❡ ♥❡ s❛✐s ❝♦♠❜✐❡♥ ❞❡ ❢♦✐s ❞❛♥s ❧❡ ❜✉r❡❛✉
✻✵✹ ✦ ❱♦✉s ♠❡ ♠❛♥q✉❡③ ❞é❥à✳ ❆ ✈♦✉s ❡♥tr❡ t♦✉s ✿ ♠❡r❝✐ ✦
❏❡ ✜♥✐r❛✐ ♣❛r ❛❞r❡ss❡r ♠❡s ♣❡♥sé❡s ❡t ♠❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts à ♠❛ ❢❛♠✐❧❧❡✱
❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ♠❡s ♣❛r❡♥ts q✉✐✱ s✬✐❧s s♦♥t ❧♦✐♥ ❞❡ ♠♦✐✱ ♥✬❡♥ s♦♥t ♣❛s ♠♦✐♥s
t♦✉❥♦✉rs à ♠❡s ❝ôtés✳
❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s
❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ✐
■ ❙✉r ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s
❣r♦✉♣❡s ✶✸
✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❤✐st♦r✐q✉❡ ❛✉① t❤é♦r✐❡s ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❡t
❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡s ✶✺
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✶✵ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✷✻✾
❆ ❊t✉❞❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ Ü❜❡r ❞✐❡ s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ♥✐❝❤t❦♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ●❛✲
❧♦✐ss❝❤❡ ❚❤❡♦r✐❡ ✉♥❞ ❞✐❡ ❘❡❧❛t✐♦♥ ξλ,µ,νξλ,µν,πξ
λ
µ,ν,π = ξλ,µ,νπξλµ,ν,π
❞✬❖s✇❛❧❞ ❚❡✐❝❤♠ü❧❧❡r✳ ✷✼✶
✈
✈✐
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
▲✬✐♥t✐t✉❧é ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❥❡ ♥❡ ♣♦s❡ ♣❛s ✐❝✐ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❝❡
q✉✬❡st ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❝❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡st à ❧✬❤❡✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡
✭♠ê♠❡ s✬✐❧ ♠✬❛rr✐✈❡r❛ ❞✬② ❢❛✐r❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❛✜♥ ❞❡ ♠♦♥tr❡r ✉♥❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥té✲
r❡ss❛♥t❡ ♦✉ ♣♦✉r ♣❛r❧❡r ❡♥ ❞❡s t❡r♠❡s ♣❧✉s ❢❛♠✐❧✐❡rs ❛✉ ❧❡❝t❡✉r✮✱ ❞♦♥❝ q✉❡ ❥❡
♥✬❡♥t❡♥❞s ♣❛s ♠✬❛tt❛r❞❡r s✉r ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❡❧❧❡ ❡st ❡♥✈✐s❛❣é❡ ♣❛r ❝❡✉① q✉✐
❧❛ ♣r❛t✐q✉❡♥t✳ ❏❡ ❝❤❡r❝❤❡ ✐❝✐ à ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❝♦♠♠❡♥t ❡❧❧❡ ❡st ♥é❡✱ q✉❡❧s ❞é✈❡✲
❧♦♣♣❡♠❡♥ts ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ② ♦♥t ❝♦♥❞✉✐t ❡t q✉❡❧s ét❛✐❡♥t s❡s tâ❝❤❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s✳
▲❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ♥✬❡st ♣❛s ❝❡ q✉✬♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❛♣♣❡❧❡r ✉♥❡
s❝✐❡♥❝❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❀ ❡❧❧❡ ♥❡ ✈✐s❡ ♣❛s à rés♦✉❞r❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s q✉✐ s❡ ♣♦s❡♥t
à ❧✬❤♦♠♠❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♠♠é❞✐❛t❡✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡ ❢✉t ❧❡ ❝❛s à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠é✲
tr✐❡✱ ♥✐ ♠ê♠❡ à ré♣♦♥❞r❡ à ❞❡s q✉❡st✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✭❛✉① ré♣♦♥s❡s ♣❛r❢♦✐s
❜✐❡♥ ❧♦✐♥ ❞❡ ❧✬êtr❡✮ s✉r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡✳
❊❧❧❡ ♣r❡♥❞ s❛ s♦✉r❝❡ ❞❛♥s ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✐✈❡rs ❡t ❞❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❛❜str❛✐t❡s
é❧❛❜♦ré❡s ❡t✱ ❧♦rsq✉✬♦♥ ❧❛ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❜✐❡♥ ❡♥ ♠❛❧ ❞❡
❞✐st✐♥❣✉❡r q✉❡❧❧❡s s♦♥t s❡s ❞✐✈❡rs❡s ✐♥✢✉❡♥❝❡s ❡t q✉❡❧❧❡ r❛✐s♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ✭s✐
t❛♥t ❡st q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡♥ ✐s♦❧❡r ✉♥❡✮ ❛ ❝♦♥❞✉✐t à s♦♥ é❧❛❜♦r❛t✐♦♥✳
▲❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞és✐❣♥❡ ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ét✉❞✐❛♥t ❧❡s ❣r♦✉♣❡s à
❧✬❛✐❞❡ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥ts ❛❧❣é❜r✐q✉❡s q✉✐ s♦♥t ❡✉①✲♠ê♠❡s ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✳ ❙✐ ❧✬♦♥ s❡
♣❡♥❝❤❡ s✉r ❧❡s ❞✐✈❡rs tr❛✐tés ❝♦♥s❛❝rés à ❝❡ s✉❥❡t✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît q✉❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦✲
❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡t ❛r✐t❤♠é✲
t✐q✉❡s ✕ ✐❧ ❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ s✉✐✈r❡ ✉♥ ❝♦✉rs ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s
❣r♦✉♣❡s ❛✈❛♥t ❞✬❛❜♦r❞❡r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❧❛ss❡s ✕ ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ s✬❛❝❝♦r❞❡
à ❧✐❡r s♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✱ ❞❡s
❛❧❣è❜r❡s ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡s ❡t ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s✳ P♦✉r ❛✉t❛♥t✱ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s
❣r♦✉♣❡s ♥✬❡st ♣❛s r❡❝♦♥♥✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ♣✉r❡♠❡♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡✱ ❡t r❡❧è✈❡
♣❧✉tôt ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❞❡
❝❡❧❛ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ G ✭à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s ✉♥
G✲♠♦❞✉❧❡ M✮ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ BG
✭à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s M✮✱ ❞✐t ❡s♣❛❝❡ ❝❧❛ss✐✜❛♥t✳ ▲❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s
♣❡✉t ❛✐♥s✐ êtr❡ ♣rés❡♥té❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❢❛✐s❛♥t ❧❡ ♣♦♥t ❡♥tr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs
❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ ❛✉ s❡♥s ♦ù ❧✬♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s
✶
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés s✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s✱ q✉✐ ♣♦✉rr♦♥t êtr❡
✉t✐❧❡s ❡♥ ❛❧❣è❜r❡ ❡t ❡♥ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡✳
❈♦♥❝rèt❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❡st ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❡ ♣r♦❝é❞é s✉✐✲
✈❛♥t✱ ❛ss♦❝✐❛♥t à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞♦♥♥é G ❡t ✉♥ G✲♠♦❞✉❧❡M ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s
(Hn(G,M))n≥0✳ P♦✉r n ≥ 0✱ s♦✐t Cn(G,M) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ Gn
❞❛♥s M ✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ❞❡❣ré n ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ dn : Cn(G,M) →
Cn+1(G,M) ♣❛r ✿
dnf(g1, ..., gn+1) = g1f(g2, ..., gn+1) +
n∑
k=1
(−1)kf(g1, ..., gkgk+1, ..., gn+1)
+(−1)n+1f(g1, ..., gn).
❙✐ ❧✬♦♥ ❞é✜♥✐t Zn(G,M) = ❑❡r(dn)✱ Bn(G,M) = ■♠(dn−1) ♣♦✉r n ≥ 1✱ ❡t
B0(G,M) = 0✱ ❝♦♠♠❡ dn+1 ◦ dn = 0 ♣♦✉r t♦✉t n✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧❡ q✉♦t✐❡♥t
Zn(G,M)/Bn(G,M)✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉♦t✐❡♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦✲
❧♦❣✐❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ❞❡ G à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s M ✱ ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ Hn(G,M)✳
P♦✉rq✉♦✐ ❝❤♦✐s✐r ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❝♦♠♠❡ t❤è♠❡ ❞✬ét✉❞❡ ❄ P❛r❝❡
q✉✬❡❧❧❡ s❡ s✐t✉❡ ❛✉ ❝❛rr❡❢♦✉r ❡♥tr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡s ❡t ❢❛✐t ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡
♣❧✉s✐❡✉rs ❞❡ ❧❡✉rs ❛s♣❡❝ts ❀ ♣❛r❝❡ q✉✬❡❧❧❡ ♣r❡♥❞ ♥❛✐ss❛♥❝❡ à ✉♥❡ é♣♦q✉❡ très
r✐❝❤❡ ❤✐st♦r✐q✉❡♠❡♥t✱ ✈♦②❛♥t ❧❡s ✐❞é❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ♠♦❞❡r♥❡ ♣r♦❧♦♥❣❡r ❧❡✉r
✐♥✢✉❡♥❝❡ ❛✉✲❞❡❧à ❞❡ s❡s ❢♦♥❞❛t❡✉rs t❡❧s q✉❡ ◆♦❡t❤❡r ❡t ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❡r❞❡♥✱
❛ss✐st❛♥t à ❧❛ ♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s✱ ❞❡ t♦✉t ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉
❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❢❛✐s❛♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❡s ✢è❝❤❡s✱ ❞❡s s✉✐t❡s ❡①❛❝t❡s✱ ❞❡s
❢♦♥❝t❡✉rs✱ ❡t❝✳✱ ❛✐♥s✐ q✉✬à ❧✬❡ss♦r ❞✉ str✉❝t✉r❛❧✐s♠❡ ❡♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ s♦✉s
❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡ ❇♦✉r❜❛❦✐✳
▲✬❤✐st♦✐r❡ ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❝♦♠♠❡♥❝❡ à ❝♦♠♣t❡r ❡♥ s♦♥ s❡✐♥ ♣❧✉s✐❡✉rs
tr❛✈❛✉① ét✉❞✐❛♥t ❧❛ ♥❛✐ss❛♥❝❡ ❡t ❧✬❡ss♦r ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ♠♦❞❡r♥❡✱ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡
❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❡t ❞✉ str✉❝t✉r❛❧✐s♠❡✶✳ ▲✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ❝♦✉r❛♥ts ❞❛♥s ❧❡
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡✱ ❡t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞✉ ✈✐♥❣✲
t✐è♠❡ s✐è❝❧❡✱ ❡st ✐♥❝♦♥t❡st❛❜❧❡✱ ❡t ❧✬♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ à ♣♦ssé❞❡r ❧❡ r❡❝✉❧ ♥é❝❡ss❛✐r❡
♣♦✉r ❧❡s ét✉❞✐❡r ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡ ❤✐st♦r✐q✉❡ ❡t é♣✐sté♠♦❧♦❣✐q✉❡✳ ▲❛ ♥❛✐ss❛♥❝❡
❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❡st ✐♥❞✐ss♦❝✐❛❜❧❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ♠♦❞❡r♥❡✱ ❡t ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❛♣♣❧✐q✉és à ❧❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡
❡♥ ❛♥❛❧②s❛♥t✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✱ ❧❡ rô❧❡ ❞✬❊♠♠② ◆♦❡t❤❡r ❡t ❞❡ ❍❡✐♥③ ❍♦♣❢ ❞❛♥s
❝❡tt❡ ♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❛✐♥s✐ q✉✬❡♥ s♦✉❧✐❣♥❛♥t ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ♠♦❞❡r♥❡ s✉r
✉♥❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s ❞❡ ♣r♦✉❡ ❞❡ ❧✬é❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✱ à s❛✲
✈♦✐r ❙❛✉♥❞❡rs ▼❛❝ ▲❛♥❡✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t s♦✉❤❛✐t❡r ✉♥❡ ét✉❞❡ ♣❧✉s ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡ ❡t
✶❈❢✳ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❬✹✸❪✱ ❬✶✸✽❪✱ ❬✶✼✼❪✱ ❡t❝✳ ❛✐♥s✐ q✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❈♦❧✐♥
▼❝▲❛rt②✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❬✶✻✵❪✱ ❬✶✻✶❪ ❡t ❬✶✻✸❪✳
✷
s②sté♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ♠♦❞❡r♥❡
❡t ❧✬é♠❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ s②stè♠❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ❡s♣é✲
r♦♥s ♥é❛♥♠♦✐♥s ❞é❥à✱ ❛✈❡❝ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✱ ❛♣♣♦rt❡r ✉♥ é❝❧❛✐r❛❣❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡
s✉r ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t ❝❡rt❛✐♥❡s t❤é♦r✐❡s ♦♥t é♠❡r❣é ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠♦✐t✐é ❞✉
✈✐♥❣t✐è♠❡ s✐è❝❧❡✳
▲♦rsq✉✬♦♥ ♥❡ ♣r❡♥❞ ♣❛s ❧❛ ♣❡✐♥❡ ❞❡ q✉❡st✐♦♥♥❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤✐st♦r✐q✉❡s
❞❡ ❧❛ ♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✱ ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ t♦♠❜❡r ❞❛♥s
❝❡rt❛✐♥s é❝✉❡✐❧s✱ s♦rt❡s ❞❡ r❛❝❝♦✉r❝✐s✱ q✉✐ ❢♦♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ t❡❧❧❡ ♦✉ t❡❧❧❡ ♦r✐✲
❣✐♥❡ ❞✬✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❝♦♠♠❡ ♣r✐✈✐❧é❣✐é❡✱ ❝❛r ❝♦♥s✐❞éré❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♦❡✐❧ ♠♦❞❡r♥❡✳
❖r ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❛ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ tr❛✈❛✐❧❧é✱ r❡tr❛✈❛✐❧❧é ❡t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ✐♥❣éré ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts
❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉✐ ♣❡✉t s✬❛✈ér❡r ❝♦♠♠♦❞❡ ♣♦✉r ❧✬❡s♣r✐t✱ ❝♦♠♠♦❞❡ ♣♦✉r ❞❡s
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♦✉ ❞❡ ❧✬❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t✱ ♠❛✐s q✉✐
♦♥t ❝♦✉♣é ❧❡ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❤✐st♦r✐q✉❡✳ ❆ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡ ❣r♦s✲
s✐❡r✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡♥t❡♥❞r❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡✱ ❞✬✉♥ ❝♦✉rs ❞❡ ▼❛st❡r ✷✱ q✉❡ ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ✾✵ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt é♥♦♥❝❡ ❧❛ tr✐✈✐❛❧✐té ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦✲
❣✐❡ H1(G,L×) ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❝②❝❧✐q✉❡ ❞❡ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s L/K✱ ❞❡
❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s G✳ ❉❡ ❧à ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ t❡♥t❛♥t ✕ ♠❛✐s é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❞❛♥❣❡r❡✉✲
s❡♠❡♥t ré❞✉❝t❡✉r ✕ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡✱ ❡t ♣❡✉t✲êtr❡
♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✱ tr♦✉✈❡♥t ❧❡✉r ♦r✐❣✐♥❡ ❞❛♥s ❧❛
t❤é♦r✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s✱ ✈♦✐r❡ ♠ê♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❩❛❤❧❜❡r✐❝❤t✷ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt✳
▼♦♥ tr❛✈❛✐❧ s❛✉r❛ ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s
❛ ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡t ✈❛r✐é❡s✱ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t q✉❡ s❡s ♦r✐❣✐♥❡s
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s s♦♥t ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ♣❧✉s à ❝❤❡r❝❤❡r ❞✉ ❝ôté ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ✭❛❧❣é✲
❜r✐q✉❡✮ q✉❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s✳
■❧ ❛♣♣❛r❛îtr❛ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❧❡❝t❡✉r q✉❡ ❧❡s é❝r✐ts ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞✬é♣♦q✉❡✱
❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ❛rt✐❝❧❡s✱ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❧✬❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① q✉❡ ❥✬❛✐ ❡①♣❧♦✐✲
tés✱ ❡t q✉✬✉♥❡ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s tâ❝❤❡s q✉❡ ❥❡ ♠❡ s✉✐s ❛ss✐❣♥é❡s ❡st ❞❡ ❞♦♥♥❡r
❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡ ❝❡s ❧✐❣♥❡s ✈ér✐t❛❜❧❡♠❡♥t ❛❝❝ès ❛✉① ❛rt✐❝❧❡s q✉❡ ❥✬❛✐ sé❧❡❝t✐♦♥♥és✳
❈❡ ❢❛✐s❛♥t✱ ❥❡ ♠❡ s✉✐s ❡✛♦r❝é ❞❡ r❡♥❞r❡ ❧❡s r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥ts ét✉❞✐és ❧❡s ♣❧✉s
❝❧❛✐rs ♣♦ss✐❜❧❡s t♦✉t ❡♥ ❧❡✉r r❡st❛♥t très ✜❞è❧❡✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❥✬❛✐ t❡♥té ♥♦♥
s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♠♠❡♥t❡r✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❧❡s r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥ts ✐♥t❡r✈❡✲
♥❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ❛rt✐❝❧❡s q✉✐ ♠✬♦♥t ✐♥tér❡ssé ✿ ❥✬❛✐ ❝♦♥s✐❞éré q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ❡t rés✉❧t❛ts ❧❡s ♣❧✉s ♣❡rt✐♥❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡
♠♦♥ ♠é♠♦✐r❡ ét❛✐t ❞✬✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t s✬❛♣♣r♦❝❤❡r
❞✬✉♥❡ ♣❛r❢❛✐t❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞✬✉♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♦✉ ❞✉ ❣❛✐♥ ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
❛♣♣r♦❝❤❡ q✉✬❡♥ ❛♣♣ré❤❡♥❞❛♥t t♦✉s ❧❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ✭❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♠♦✐♥❞r❡
❝❡rt❡s✮ q✉✐ ❡♥ ❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❊t ❧✬♦♥ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❛✐♥s✐ ❧❡ r✐sq✉❡
❞❡ ❢❛✐r❡ ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❡t ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡ étr❛♥❣❡rs à ❝❡✉① q✉✐
✷❆ ♥♦t❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✱ ❝❢✳ ❬✶✶✵❪✳
✸
s♦✉t✐❡♥♥❡♥t ré❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s t❡①t❡s ét✉❞✐és✳
❈❡ ❝❤♦✐① ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐q✉❡ ❡st ♠♦t✐✈é ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ❞❡✉① r❛✐s♦♥s✳
❈✐t♦♥s ♣♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r ❝❡ ♣r♦♣♦s ❞✬❊❞♠✉♥❞ ❍✉ss❡r❧ ❞❛♥s ▲✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧❛
❣é♦♠étr✐❡✸ ✿
✏❆✐♥s✐ s✬❛❝❝♦♠♣❧✐t ❞♦♥❝✱ ❣râ❝❡ à ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ é❝r✐t❡✱ ✉♥❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❞✉
♠♦❞❡✲❞✬êtr❡ ♦r✐❣✐♥❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ s❡♥s✱ ❬♣❛r ❡①❡♠♣❧❡❪ ❞❛♥s ❧❛ s♣❤èr❡
❣é♦♠étr✐q✉❡✱ ❞❡ ❧✬é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ✈❡♥❛♥t à é♥♦♥❝✐❛t✐♦♥✳
❊❧❧❡ s❡ sé❞✐♠❡♥t❡✱ ♣♦✉r ❛✐♥s✐ ❞✐r❡✳ ▼❛✐s ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ♣❡✉t ❧❛ r❡♥❞r❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉
é✈✐❞❡♥t❡✱ ✐❧ ♣❡✉t ré❛❝t✐✈❡r ❧✬é✈✐❞❡♥❝❡✳✑
▲❡s é❝r✐ts ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ ❛rt✐❝❧❡s ❡t ❧✐✈r❡s ♥♦t❛♠♠❡♥t✱ ét❛♥t ❧❡ ♠♦②❡♥ ❞❡
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣r✐✈✐❧é❣✐é ❛✉① ❛✉tr❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té✱ ❞♦♥❝ ❧❛ ❝♦♠✲
♣♦s❛♥t❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ sé❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s s❛✈♦✐rs ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s
♣ré❛❧❛❜❧❡ à ❧✬♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✭à ❞❡s ✈✐sé❡s ♣é❞❛❣♦❣✐q✉❡s ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✮ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✱ ✐❧ ❡st ❧é❣✐t✐♠❡ ❞❡ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡r s✉r ❡✉① ❡t ♠ê♠❡
❞❡ ❧❡s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝♦♠♠❡ s❡✉❧s ♣❡rt✐♥❡♥ts ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❞é❝♦✉✈r✐r ❝❡
q✉✐ r❡❧è✈❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs❡❧ ❞❛♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❤✐st♦r✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♦♣t✐q✉❡✱ ❝✬❡st ❞♦♥❝ s✉r ❧❡s é❝r✐ts ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s
q✉✬✐❧ ❢❛✉t s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡r✱ ❝❛r ❝❡ s♦♥t ✈✐❛ ❡✉① q✉❡ ❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s s❡ s♦♥t
tr❛♥s♠✐s❡s à ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ✭❡♥s❡✐❣♥❛♥ts✮✲❝❤❡r❝❤❡✉rs✳ ▼ê♠❡ s✐ ❧✬♦♥ ♣❡✉t
♣❡r❞r❡ ❧❛ s✉❜❥❡❝t✐✈✐té ✭❝❡ q✉✐✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ✈✐s❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs❡❧ ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ ♣❛rt✐❝✉✲
❧✐❡r✱ s✬❛✈èr❡ ❡♥ ✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣t❡ ♣ré❢ér❛❜❧❡✮ ❡t ❧❛ ♣s②❝❤♦❧♦❣✐❡ ❞✉ ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥
❞❛♥s s♦♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ s❛✈♦✐r✱ ✐❧ r❡st❡ ♥é❛♥♠♦✐♥s ❞❛♥s ❧❛ ❢❛ç♦♥
❞❡ ♣rés❡♥t❡r s❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✱ s❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✱ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐❜❡rté ❞❡ ❝❤❛q✉❡
❛✉t❡✉r t♦✉❥♦✉rs s❡♥s✐❜❧❡ ♠❛❧❣ré ❧❛ ❢♦r♠❡ ❛ss❡③ ❝♦❞✐✜é❡ ❡t ❛s❝❡♣t✐sé ❞✬✉♥ é❝r✐t
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❢♦rts ❡t ♣❡✉t✲êtr❡ ♣❧✉s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬é❧❛✲
❜♦r❛t✐♦♥ q✉❡ ❧❡s té♠♦✐❣♥❛❣❡s s♦✉✈❡♥t ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞❡s ❛✉t❡✉rs ❡✉①✲♠ê♠❡s ♦✉
q✉✐ ♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ✈❡rs✐♦♥s é❞✉❧❝♦ré❡s ❞❡ ❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❤✐st♦✐r❡ ✭❡t ❝❡✱ ♠ê♠❡
❞❛♥s ❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s✮✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❛ ❝r✐st❛❧❧✐s❛t✐♦♥
❞❡s ❝♦♥t❡♥✉s ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ♣✉r❡♠❡♥t ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱
✈✐❛ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞✬✉♥ ❧✐✈r❡ ♦✉ ❞✬✉♥ ❛rt✐❝❧❡✱ ❞♦♥♥❡♥t ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ✐♥❞✐s❝✉t❛❜❧❡s
❡♥ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ s❛✈♦✐r ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳
▲❛ s❡❝♦♥❞❡ r❛✐s♦♥ ❡st q✉❡ ❥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧✬❤✐st♦✐r❡ ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s
♥❡ s✬❛❞r❡ss❡ ♣❛s q✉✬❛✉① ❤✐st♦r✐❡♥s✳ ▲❡s ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s ❞♦✐✈❡♥t tr♦✉✈❡r ✉♥
✐♥térêt ré❡❧ à ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞✬❤✐st♦✐r❡ ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳ ▲✬❍✐s✲
t♦✐r❡ ♥❡ s✬é❝r✐t ♣❛s ♣♦✉r ✉♥ ❝❡r❝❧❡ ❞✬✐♥✐t✐és✱ ❡❧❧❡ s✬é❝r✐t ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡
❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ♥❡ s❡ ♣❡r❞❡ ♣❛s ❡t ♣♦✉r q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ❡♥ t✐r❡
✸❈❢✳ ❬✶✸✶❪ ♣♣✳ ✹✶✵✲✹✶✶
✹
s❡r✈❡♥t ❛✉① ❣é♥ér❛t✐♦♥s ❢✉t✉r❡s✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ✉♥ ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❞❡
❧✬❤✐st♦✐r❡ ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ❞❡ r❡♥❞r❡ ❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s ❛✉
tr❛✈❛✐❧✹ ✕ q✉✐ r❡❣❛r❞❡♥t ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ❧❡ ♣rés❡♥t ❞❡ ❧❡✉rs r❡❝❤❡r❝❤❡s ♠❛t❤é✲
♠❛t✐q✉❡s ❛✈❡❝ s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ✈❛❣✉❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❡✉r ♣❛ssé ✐♠♠é❞✐❛t ✕
❝♦♥s❝✐❡♥ts ❞✉ ♣❛ssé ♣❧✉s ❧♦✐♥t❛✐♥ ❞❡ ❧❡✉rs ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡s✳ ▲✬❤✐st♦✐r❡ ❞❡s ♠❛t❤é✲
♠❛t✐q✉❡s ♣❡✉t ❛✈♦✐r ♣♦✉r ❛♠❜✐t✐♦♥ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞é❝♦✉✈r✐r ❛✉① ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s
❝❡rt❛✐♥s ❧✐❡♥s ♦r✐❣✐♥❡❧s ❡♥tr❡ ❞✐✛ér❡♥ts ❞♦♠❛✐♥❡s q✉✐ ♦♥t ♣✉ s❡ ♣❡r❞r❡ ❛✈❡❝ ❧❡
t❡♠♣s✱ ❞❡ ♣♦rt❡r à ❧❡✉r ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛❜❛♥❞♦♥♥és à
✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ é♣♦q✉❡ ❢❛✉t❡ ❞✬❛✈❛♥❝é❡s ❡t q✉✐ ♣♦✉rr❛✐❡♥t r❡✈✐✈r❡ à ❧❛ ❧✉♠✐èr❡
❞❡s ❞é❝♦✉✈❡rt❡s ré❝❡♥t❡s✳ ❇r❡❢✱ ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t ✉♥ ❛❝❝ès ❛✉ ♣❛ssé ❞❡s ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡s✱
♦♥ ♣❡✉t ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡ ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s ❞❡ ❧❡✉r ❤ér✐t❛❣❡✱ ❧❡✉r
❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ ❡t ♣❡✉t✲êtr❡ ❡♥ st✐♠✉❧❡r ❧❛ ❝ré❛t✐✈✐té ❡t
❡♥ r❡♣❡♥s❡r ❧✬❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t✳
■❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉✬❡♥ é♣✉r❛♥t ♦✉ s✐♠♣❧✐❢❛♥t à ❧✬❡①trê♠❡ ❧❡s ❝♦♥t❡♥✉s ♠❛t❤é✲
♠❛t✐q✉❡s ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ♠é♠♦✐r❡ ❞✬❤✐st♦✐r❡ ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱
♦♥ ♥❡ ♣❡✉t q✉❡ ✈✐❞❡r ❧❡ ♣r♦♣♦s ❞❡ ❝❡ q✉✐ ❛ ❧❡ ♣❧✉s ❞❡ ❝❤❛♥❝❡ ❞✬✐♥tér❡ss❡r ❧❡ ♠❛✲
t❤é♠❛t✐❝✐❡♥✱ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ é❝❤♦ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ s♦♥ ❛❝t✐✈✐té q✉♦t✐❞✐❡♥♥❡✳ ❱♦✉❧❛♥t
♦❜t❡♥✐r ❧✬❡✛❡t ✐♥✈❡rs❡✱ ✐❧ ♠✬❛ ❞♦♥❝ ♣❛r✉ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛rt✐❝✉❧❡r ❧❡ ♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡
♠❛ t❤ès❡ s❡❧♦♥ ❧❡ ✜❧ ❞❡s r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥ts ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳
▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ q✉❡ ❥❡ s✉✐s ✐❝✐ ✈❡✉t ❝♦♥tr✐❜✉❡r à ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡
✈✉❡ s♣é❝✐✜q✉❡✱ q✉✐ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣r♦♣r❡ ❛✉①
❝♦♥❝❡♣ts ❡t ♣r♦❜❧è♠❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ✭♠♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♦❜❥❡t ❞✬ét✉❞❡✮ ❛✉① ❞✐❢✲
❢ér❡♥ts ❢❛❝t❡✉rs q✉✐ ✈✐❡♥♥❡♥t ❡♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡r ❧❡ ❝♦✉rs ✭♣r♦❣r❛♠♠❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱
é❝❤❛♥❣❡s✱ é❝♦❧❡s ❞❡ ♣❡♥sé❡✳✳✳✮✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡✺ ❝♦♥❞✉✐t s♣♦♥t❛♥é✲
♠❡♥t à ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❛r❜✐tr❛❣❡s ❞❡s ❞é❜❛ts ♣❛r ❧❡s ❝♦♥t❡♥✉s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s
♠ê♠❡s✳ ❊❧❧❡ ❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❞❡s str❛té❣✐❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❛♥t❛❣♦♥✐st❡s
s♦♥t ❡♥ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡✱ ❞✬é✈✐t❡r ❧❡s ❜✐❛✐s ❤✐st♦r✐♦❣r❛♣❤✐q✉❡s ✐♥❞✉✐ts ♣❛r t❡❧❧❡ ♦✉
t❡❧❧❡ ❣r✐❧❧❡ ❞❡ ❧❡❝t✉r❡✳ ❊❧❧❡ ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs ♦r✐❣✐♥❡s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ✉♥❡ ✐♥s♣✐r❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ♥❛t✉r❡ ✏❛r❝❤é♦❧♦❣✐q✉❡✑ ♦✉ ✏♣❤é♥♦♠é♥♦❧♦❣✐q✉❡✑✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ❛❝❝❡♣t✐♦♥
❤ér✐té❡ ❞❡ ❋♦✉❝❛✉❧t ❡t✱ ❛✉✲❞❡❧à✱ ❞❡ ❍✉ss❡r❧ ✕ ❛❝❝❡♣t✐♦♥ q✉✐✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ♣r❡♥❞ ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s♣é❝✐✜q✉❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♣❤é♥♦✲
♠é♥♦❧♦❣✐q✉❡✻✱ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡st ❞✬❛❜♦r❞ ❝❡❧❧❡
❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ✕ ❧✬♦❜❥❡t ❡t ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s s♦♥t ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛✲
✹P♦✉r r❡♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✏✇♦r❦✐♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝✐❛♥✑ ❡♠♣❧♦②é❡ ♣❛r ▼❛❝ ▲❛♥❡ ❡♥ t✐tr❡
❞❡ s♦♥ tr❛✐té ❬✶✹✾❪ s✉r ❧❡s ❝❛té❣♦r✐❡s✳
✺❊t ❡♥ ✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣t❡ ❛ss❡③ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ tr❛✈❛✉① ❝♦♠♠❡ ❝❡✉① ❞❡ ❊♣♣❧❡ ✭❬✼✻❪✮✱ ❲❡✐❜❡❧
✭❬✷✸✼❪✮ ♦✉ ▼❝▲❛rt② ✭❬✶✻✸❪✮ ♣❛r s♦♥ ❡♠♣❛t❤✐❡ ❛✉① ❝♦♥t❡♥✉s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳
✻❖♥ s❛✐t q✉✬❡❧❧❡ ❛ ❢♦rt❡♠❡♥t ♠❛rq✉é ❧✬é❝♦❧❡ é♣✐sté♠♦❧♦❣✐q✉❡ ❢r❛♥ç❛✐s❡✱ q✉✐ s✬❡st ❧❛r❣❡✲
♠❡♥t ❝♦♥str✉✐t❡ ❡♥ s❡ s✐t✉❛♥t ✕ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝r✐t✐q✉❡✱ ♠❛✐s ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ✕ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♣❤é✲
♥♦♠é♥♦❧♦❣✐❡✳ ▲❡s ♦✉✈r❛❣❡s ❞❡ ❈❛✈❛✐❧❧ès✱ ❉❡s❛♥t✐ ♦✉ ❱✉✐❧❧❡♠✐♥ ❡♥ té♠♦✐❣♥❡♥t ❛♠♣❧❡♠❡♥t✳
▲❡s tr❛✈❛✉① ré❝❡♥ts s✉r ●ö❞❡❧ ❡t ✉♥ r❡♥♦✉✈❡❛✉ ❞❡s ét✉❞❡s ❤✉ss❡r❧✐❡♥♥❡s ♦♥t ❝♦♥tr✐❜✉é à ❧❛
✺
❧②s❡ ♣❤é♥♦♠é♥♦❧♦❣✐q✉❡✳ ❊♥ ❝❡ s❡♥s✱ ❡❧❧❡ ❡st ❡♥ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝
❞✬❛✉tr❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ r❛t✐♦♥❛❧✐s♠❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❡t ❞❡s ré✢❡①✐♦♥s s✉r
❧❡s r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞✬✉♥ ▲❛❦❛t♦s✱ ♦ù ❧✬❤✐st♦✐r❡ ✐♥t❡r♥❡✱ ♣♦✉r ♥❡
♣❛s êtr❡ ❧❡ s❡✉❧ ❝r✐tèr❡ ❤❡r♠é♥❡✉t✐q✉❡✱ r❡st❡ ♣r✐✈✐❧é❣✐é❡✳
❏❡ ✈✐s❡ ❞♦♥❝ ✐❝✐ ❡♥ ♣❛rt✐❡ à r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❧❡ ❣❡♥r❡ ❞✬❡ss❛✐s q✉✬❛ ❝♦♥st✐t✉é ❧❡
Pr❡✉✈❡s ❡t ❘é❢✉t❛t✐♦♥s ❬✶✹✵❪ ❞✬■♠r❡ ▲❛❦❛t♦s ✭♠❛✐s é♣✉ré ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ ❞✐s✲
❝♦✉rs ❝❤♦✐s✐❡ ♣❛r ▲❛❦❛t♦s✮✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❝❤❡r❝❤❡r ❧✬✉♥✐✈❡rs❡❧ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡s ♣r♦✲
❞✉❝t✐♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s✱ s❛♥s t♦✉t❡❢♦✐s ♥é❣❧✐❣❡r ❧✬❛♥❛❧②s❡
❤✐st♦r✐q✉❡ ♣r♦♣r❡♠❡♥t ❞✐t❡✳
P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ❍✉ss❡r❧ ❢♦✉r♥✐t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✼ ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t✱ ♣r♦✜t❛♥t ❞❡ ❝❡ q✉❡
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥ ❝♦♠♠✉♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s ❞♦♥t ♥♦✉s ❛♥❛❧②s♦♥s ❧❡ tr❛✲
✈❛✐❧ ❧❛ r❛t✐♦♥❛❧✐té ❤✉♠❛✐♥❡✱ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ♥♦tr❡ r❛t✐♦♥❛❧✐té ♣r♦♣r❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞✐❢✲
❢ér❡♥t❡s t❡♥t❛t✐✈❡s ❞✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s ❝♦♥❝❡♣t✉❡❧❧❡s q✉✐ s✬♦✛r❡♥t à
♥♦✉s✳ ❚♦✉t ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥ ❡st ✉♥ ❤♦♠♠❡ ♦✉ ✉♥❡ ❢❡♠♠❡ ✈✐✈❛♥t ❞❛♥s ✉♥ ♠♦♥❞❡
q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❢❛✐t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♦✉ ❞❡ r❛t✐♦♥❛❧✐té✱ ❡t ❡st ❞♦♥❝ s♦✉✲
♠✐s à ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞✬♦r❞r❡ s♦❝✐❛❧✱ ♣s②❝❤♦❧♦❣✐q✉❡✱
♣❤②s✐q✉❡✱ é❝♦♥♦♠✐q✉❡✱ ❡t❝✳ ❈❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❡✉✈❡♥t ♦❝❝❛s✐♦♥♥❡r
❝❡ q✉✬♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❛♣♣❡❧❡r ❞❡s ✏❛❝❝✐❞❡♥ts✑ ❞❛♥s ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡s
t❤é♦r✐❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳ ❈❡s ❛❝❝✐❞❡♥ts ❝♦♥s✐st❡♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ❞❡s ✐♥✲
❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥s ❡♥tr❡ ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s✱ ❞❡s ✈♦❧♦♥tés ❞❡ t❛✐r❡ ♦✉ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡
❞✬❛❝❝r♦îtr❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❛❝❝♦r❞é❡ à ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦❞✉❝t✐♦♥s✱ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ♣❛ss❡r
à ❝ôté ❞❡ ❧✐❡♥s é✈✐❞❡♥ts ❡♥tr❡ ❝❡rt❛✐♥s ♣r♦❜❧è♠❡s ♦✉ ❞❡ ré♣♦♥s❡s s✐♠♣❧❡s à
❝❡rt❛✐♥❡s q✉❡st✐♦♥s✱ ❧❡ ❢❛✐t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❝♦♥t✐♥✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛✉
❞étr✐♠❡♥t ❞✬❛✉tr❡s✱ ❡t❝✳
❉❛♥s ♠❛ ✈♦❧♦♥té ❞❡ tr❛❝❡r ✉♥❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ t♦✉❝❤❡ à ❝❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ❞✬✉♥✐✈❡r✲
s❡❧ ❞❛♥s ❧❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥✱ q✉✐ s♦✐t r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭t♦✉t
r❡♠❡ttr❡ ❞✬❛❝t✉❛❧✐té✱ ♠ê♠❡ s✐ s❡s ♠❛♥✐❢❡st❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❞❡
❧✬❤✐st♦✐r❡ ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s r❡st❡♥t ❛ss❡③ ❞✐s❝rèt❡s✳ ❖♥ ♠❡♥t✐♦♥♥❡r❛ t♦✉t❡❢♦✐s ❧❡s tr❛✈❛✉①
❞❡ ▼❝▲❛rt② s✉r ▼❛❝ ▲❛♥❡ ❡t ❧✬❤ér✐t❛❣❡ ❞❡ ●ött✐♥❣❡♥✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬é❞✐t✐♦♥ ❡t ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥
❢r❛♥ç❛✐s❡ ❞❡s é❝r✐ts ❞❡ ●✐❛♥✲❈❛r❧♦ ❘♦t❛✳ P♦✉r ❧❡ r❡♥♦✉✈❡❛✉ ❞❡s ét✉❞❡s ♣❤é♥♦♠é♥♦❧♦❣✐q✉❡s
❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❡t✱ ♣❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t✱ ❧♦❣✐q✉❡ ❡t ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ❝❢✳ ❬✶✾❪✳
✼❈❢✳ ❬✶✸✶❪✱ ♣✳ ✹✷✸ ✿ ✏❙❡❧♦♥ q✉❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ♦❜t❡♥♦♥s✲♥♦✉s ✉♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞✉ ♠♦♥❞❡ ❤✐st♦✲
r✐q✉❡ q✉✐ s♦✐t ✉♥✐✈❡rs❡❧ ❡t ❡♥ ❝❡❧❛ ✜①❡ ❡t à ❥❛♠❛✐s ♦r✐❣✐♥❛✐r❡ ❄ ❈❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉❡ ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s
❝♦♥s❝✐❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦✉s✲♠ê♠❡s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❞é❝♦✉✈r♦♥s ❞❛♥s ❧✬é✈✐❞❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣♦✉✈♦✐r✱ ♣♦✉✈♦✐r
❞❡ ré✢é❝❤✐r à ♥♦tr❡ ❣ré✱ ❞✬✐♥s♣❡❝t❡r ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❡t ❞❡ ❧❡ ♣é♥étr❡r ♣❛r ✉♥❡ ❡①♣❧✐❝✐t❛t✐♦♥✳ ▼❛✐s
♥♦✉s s♦♠♠❡s ❡t ♥♦✉s ♥♦✉s s❛✈♦♥s ❛✉ss✐ ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❢❛✐r❡ ✈❛r✐❡r ❡♥ t♦✉t❡ ❧✐✲
❜❡rté✱ ♣❛r ❧❛ ♣❡♥sé❡✱ ♣❛r ❧✬✐♠❛❣✐♥❛t✐♦♥✱ ♥♦tr❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ❤✉♠❛✐♥❡ ❤✐st♦r✐q✉❡ ❡t ❝❡ q✉✐ s✬②
❡①♣❧✐❝✐t❡ ❝♦♠♠❡ s♦♥ ♠♦♥❞❡ ❞❡ ✈✐❡✳ ❊t ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬❛❝t❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡
♣❛r❝♦✉rs ❞❡s ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡s ❞✉ ♠♦♥❞❡ ❞❡ ✈✐❡ ❛♣♣❛r❛ît✱ ❞❛♥s ❧❡ r❡❧✐❡❢ ❞✬✉♥❡ é✈✐❞❡♥❝❡ ❛♣♦❞✐❝✲
t✐q✉❡✱ ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞✬✉♥✐✈❡rs❛❧✐té ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ q✉✐ ♣❡rs✐st❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t à tr❛✈❡rs t♦✉t❡s
❧❡s ✈❛r✐❛♥t❡s✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥♦✉s ❡♥ ❝♦♥✈❛✐♥❝r❡✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❡rt✐t✉❞❡ ❛♣♦❞✐❝t✐q✉❡✳
◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❛❧♦rs ❞é❧✐és ❞❡ t♦✉t❡ ❛tt❛❝❤❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❤✐st♦r✐q✉❡ ❞❛♥s s♦♥ s❡♥s ❞❡
❢❛❝t✐❝✐té✱ ♠♦♥❞❡ ❝♦♥s✐❞éré ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞❡ ❧❛ ♣❡♥sé❡✳✑
✻
❡♥ s✬✐♥t❡r❞✐s❛♥t ❧❡ ♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡ ✉♥❡ r❡❧❡❝t✉r❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ✦✮✱ ✐❧ ❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t
✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ r❡❧❡✈❡r ❝❡ q✉✐ ❡st ❞✉ r❡ss♦rt ❞❡ ❧✬❤✐st♦✐r❡ ❡①t❡r♥❡ ✕ ❝❡s ❛❝❝✐❞❡♥ts
♠❡♥t✐♦♥♥és ♣❧✉s ❤❛✉t ✕ ❡t✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s ❡t ❧❡ t❡♠♣s ❧❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t✱ ❞❡
❧✬❛♥❛❧②s❡r✳ ◆♦✉s ♣r♦✜t❡r♦♥s ❞♦♥❝ ❞✉ ♣r♦♣♦s ❣é♥ér❛❧ ♣♦✉r ♠❡♥❡r ❞❡s ét✉❞❡s
❞❡ ❝❛s q✉✐ ♦♥t tr❛✐t à ❞❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡s ❞❡ ❧✬❤✐st♦✐r❡ ❞❡s
s❝✐❡♥❝❡s ❡t ❞❡ ❧✬é♣✐sté♠♦❧♦❣✐❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♥❢r♦♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s tr❛❞✐✲
t✐♦♥s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ ❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡s s❛✈♦✐rs✱ ❧❛ ✈♦❧♦♥té
❞❡ ❢❛✐r❡ ❛❞❤ér❡r ❧✬❤✐st♦✐r❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈✐s✐♦♥ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ ❡t❝✳
❏✬❡♥ ❛rr✐✈❡ ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ♣ré❝✐s❡r ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳
P♦✉r ❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❛ss❡③ ré❝❡♥t❡s ✭❞✐s♦♥s ❞❡ ♠♦✐♥s ❞✬✉♥ s✐è❝❧❡✮✱ q✉✐
♥✬♦♥t été q✉❡ ♣❡✉ tr❛✐té❡s ♣❛r ❧❡s ❤✐st♦r✐❡♥s✱ ❧❛ tâ❝❤❡ ❡st ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ✐♠✲
♠❡♥s❡ ❞❡ ♣rét❡♥❞r❡ ét✉❞✐❡r ❧❛ ♥❛✐ss❛♥❝❡ ♦✉ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❞✐s❝✐✲
♣❧✐♥❡✳ ◆❡ ♣♦✉✈❛♥t ♠ê♠❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❝♦♥❝❡✈♦✐r ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡①❤❛✉st✐❢✱ ✐❧ ❢❛✉t
❝❤♦✐s✐r ❞❡s ♣♦✐♥ts ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs à ❞é✈❡❧♦♣♣❡r✱ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ❞❛♥s ❧❡s ❢❛✐ts ét✉✲
❞✐és ❡✉①✲♠ê♠❡s ♦✉ ❞❛♥s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡s✳ ❈❡ ❣❡♥r❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♥♦✉s
❡st s✉❣❣éré❡ ♣❛r ❞❡s ♦✉✈r❛❣❡s ❝♦♠♠❡ ▲❛ ●é♦♠étr✐❡ ❆❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ ❈❤r✐st✐❛♥
❍♦✉③❡❧ ❬✶✷✼❪ ♦✉ P✐♦♥❡❡rs ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ❞❡ ❈✳❲✳ ❈✉rt✐s ❬✹✹❪✱ q✉✐
❛✣❝❤❡♥t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❧❡✉r ❜✉t✱ à s❛✈♦✐r ❧✬ét✉❞❡ ❤✐st♦r✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ♠❛✲
t❤é♠❛t✐q✉❡ ❜✐❡♥ ✐❞❡♥t✐✜é❡✳ ❈❡s ❧✐✈r❡s s♦♥t ❞✐✈✐sés ❡♥ ❝❤❛♣✐tr❡s q✉✐ ❛❜♦r❞❡♥t
❞❡s ♣♦✐♥ts ♣ré❝✐s ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❤✐st♦r✐q✉❡ ❞❡s ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡s ❛❜♦r❞é❡s ❀ ✐❧s
♣❡✉✈❡♥t tr❛✐t❡r ❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞✬✉♥ ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥ ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡
❧❛ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡✱ s✉✐✈r❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ q✉✐ ❡♥ ❛ st✐♠✉❧é
❧✬❡ss♦r✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡r s✉r ❝❡rt❛✐♥s ❛rt✐❝❧❡s ♣❤❛r❡s✳
❆✈❡❝ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s❡ ♣♦s❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♥t✐♥✉❡❧❧❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❝❤♦✐①✳ ❙✐ ❝❡rt❛✐♥❡s é✈✐❞❡♥❝❡s s❡ ❞é❣❛❣❡♥t ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❤✐st♦r✐q✉❡✱ s✐ ❝❡rt❛✐♥❡s
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦❝❝✉❧té❡s ❢❛✉t❡ ❞❡ ♣❡r❞r❡ t♦✉t ❝ré❞✐t✱ ✐❧ ❡st
❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ✐♥❝♦♥❝❡✈❛❜❧❡ ❞❡ t♦✉t tr❛✐t❡r✱ ❡t ❧❛ s✉❜❥❡❝t✐✈✐té ✐♥t❡r✈✐❡♥t ♥é✲
❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t✳
❉❡ ❢❛✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ♠é♠♦✐r❡ ♥❡ ♣rés❡♥t❡ ♣❛s ✉♥❡ ❤♦♠♦❣é♥é✐té ❡♥ t❡r♠❡
❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♥✐ ♠ê♠❡ ❞❡ t②♣❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❡♠♣❧♦②é❡✳ ❙✉✐✈❛♥t ❧❡
t❤è♠❡ ❛❜♦r❞é✱ ❧✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ♣♦✉ssé❡ ❡♥ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ✐♥térêt ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❛ été ❝♦♠♣❧été❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ r❡❧❡✈❛♥t ❞❡
❧✬❤✐st♦✐r❡ ❡①t❡r♥❡✳ ❈❡tt❡ t❤ès❡ s❡ ♣rés❡♥t❡ ❞♦♥❝ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❞❡ ❧✬é♠❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✱ q✉✐ ❝❤❡r❝❤❡ à ♠❡ttr❡ ❛✉ ❥♦✉r
❝❡ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ② tr♦✉✈❡r ❞✬❛♣♦❞✐❝t✐q✉❡ ❡t q✉✐ s❡ ♣rés❡♥t❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡
t❛❜❧❡❛✉① ❞é❝r✐✈❛♥t ✉♥❡ t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ✉♥ ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥ ♦✉ ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❡♥ ♣❛r✲
t✐❝✉❧✐❡r✱ ❡t ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ♥♦✉s t❡♥t❡r♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ré♣♦♥❞r❡✱ ❛✈❡❝ ♣❧✉s ♦✉
♠♦✐♥s ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r s✉✐✈❛♥t ❧❡✉r ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✱ ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s s♦✉❧❡✈és ♣❛r
❧✬❤✐st♦✐r❡ ❡①t❡r♥❡ ❡t q✉✐ t♦✉❝❤❡♥t à ❧✬❤✐st♦✐r❡ ❞❡s s❝✐❡♥❝❡s✱ ✈♦✐r❡ à ❧✬é♣✐sté♠♦✲
✼
❧♦❣✐❡✱ ❡t ♥♦♥ ♣❧✉s s❡✉❧❡♠❡♥t à ❧✬❤✐st♦✐r❡ ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛❜♦r❞é ♣❛r ❝❡tt❡ t❤ès❡ ét❛♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❝❡ q✉✐ ❛ ♠❡♥é
à ❧❛ ♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✱ ❧❛ ✜♥ ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡
à ✐❞❡♥t✐✜❡r✱ ♠❛✐s ♦♥ ♣❡✉t ♣❛r ❝♦♥tr❡ s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r à ❥✉st❡ t✐tr❡ ❞✬♦ù ♣❛r✲
t✐r✱ ❥✉sq✉✬♦ù ❢❛✐r❡ r❡♠♦♥t❡r ❧✬❤✐st♦✐r❡ ❛②❛♥t ♠❡♥é à ❝❡tt❡ ♥❛✐ss❛♥❝❡✳ ❆✐♥s✐ s❡
♣♦s❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡s ♦r✐❣✐♥❡s✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡r❛ ♣❛r ♦❜s❡r✈❡r q✉❡✱
❛✉❝✉♥ ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥ ♥✬❛②❛♥t ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ré❛❝t✐✈❡r ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ♣r✐♠✐✲
t✐✈❡s ❡♥ ❞ér♦✉❧❛♥t ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❡t ❞❡ t❤é♦rè♠❡s ♣♦✉r êtr❡
❡♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r s✉r ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✱ ❧✬❤✐st♦r✐❡♥ ♥❡ ♣❡✉t
r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡♠❡♥t ♣❛s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ♦r✐❣✐♥❡s sé❝✉❧❛✐r❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s
❣r♦✉♣❡s✳
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐① s❡ ♣rés❡♥t❡ ❡♥ ❢❛✐t à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t
r❡♠♦♥t❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s s♦✉r❝❡s✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛✉t❡✉rs ❛②❛♥t ✐♥✢✉❡♥❝é t❡❧ ♦✉
t❡❧ ♠❛✐❧❧♦♥ ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❀ ✐❧ ❡st ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t
❧♦✐♥ ❞✬êtr❡ ❞é❧✐❜éré✱ ❝❛r ♦r✐❡♥té ♣❛r ❧❡s tr❛❞✐t✐♦♥s ❛✉①q✉❡❧❧❡s s❡ r❛♣♣♦rt❡♥t
❧❡s ❛rt✐❝❧❡s r❡❝♦♥♥✉s ❝♦♠♠❡ ❢♦♥❞❛t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✳ ❊♥
♦✉tr❡✱ ❞❛♥s ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✱ ❥❡ ♠❡ s✉✐s ✐♠♣♦sé ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❞é♣❛rt ❞✬✉♥
♥✐✈❡❛✉ ❛ss❡③ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ q✉✐ ♥❡ ❞❡♠❛♥❞❡♥t ♣❛s ❛✉ ❧❡❝t❡✉r ❞✬❛✈♦✐r ❞é❥à ❢❛✐t ❞❡
❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ❞❡ s✬êtr❡ s♣é❝✐❛❧✐sé ❞❛♥s ✉♥❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ♣♦✉r
❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ♠✐s ❡♥ ❥❡✉✳ ❆✐♥s✐ ❛✐✲❥❡ ❞é❝✐❞é ❞❡ ♣❛rt✐r ❞✬ét✉❞❡s ❡♥
❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tèr❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✱ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✱
❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡s ❡t ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✳
❈❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✐♥ts ❞❡ ❞é♣❛rt s❡ s✐t✉❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❞✐③❛✐♥❡s ❞✬❛♥♥é❡s
✭❡♥tr❡ ✹✵ ❡t ✼✵ ❛♥s ❡♥✈✐r♦♥✮ ❛✈❛♥t ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ✭❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✹✵✮ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛
✐❞❡♥t✐✜é ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✱ ✐❧ ♥❡
♥♦✉s ❛ ♣❛s s❡♠❜❧é ♥♦♥ ♣❧✉s ♣❡rt✐♥❡♥t ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r à ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐r ♣❧✉s ❛✈❛♥t
❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❤✐st♦r✐q✉❡ q✉✐ ❧❡s ❡♥t♦✉r❡ ✕ ❞✬❛✉tr❡s ét✉❞❡s s✬❡♥ s♦♥t ❞é❥à
♦❝❝✉♣é❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❧❛r❣❡ ♠❡s✉r❡✳ ■❧s s♦♥t ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❞é♣❛rt✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧
❝♦♥♥✉s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ✕ ❞❡ ❝❡ ❢❛✐t✱
✐❧s ♣❛r❧❡♥t à ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❤✐st♦r✐❡♥s ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❡t ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐✲
❝✐❡♥s ✕ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❞❡s ♦r✐❣✐♥❡s ❝❧❛✐r❡s ❛✉① ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts q✉✐
✈✐❡♥❞r♦♥t ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳ ❉❡ ❣r❛♥❞❡s ✐❞é❡s ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡s s♦♥t ❛✐♥s✐ ✜①é❡s✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡
❞ét❛✐❧❧é❡ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛♥t s✉r ❝❡ q✉✐ ❡♥ ❞é❝♦✉❧❡✳
❏❡ ♣ré❝✐s❡ q✉❡✱ ❧❡ ♣r♦♣♦s ❢❛✐s❛♥t ❧❛ ♣❛rt ❜❡❧❧❡ ❛✉① ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ♣✉r❡♠❡♥t
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❡✉t✲êtr❡ ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❝❡ q✉✐ r❡❧è✈❡ ❞✉
t❡①t❡ ét✉❞✐é ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❡t ❝❡ q✉✐ r❡❧è✈❡ ❞❡ ♠❡s ♣r♦♣r❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s
❥✬❛✐ ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t✱ à ♠♦✐♥s ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✈ér✐t❛❜❧❡♠❡♥t ❡①❝❡ss✐✈❡ ♦✉ ❞❡
❧✬❛♥❛❧②s❡ s✐♠✉❧t❛♥é❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛rt✐❝❧❡s✱ r❡s♣❡❝té ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♦r✐❣✐♥❛❧❡s✱ ❝❡
q✉✐ ♣❡r♠❡t ❛✉ ❧❡❝t❡✉r ✈♦✉❧❛♥t ❝♦♥s✉❧t❡r ♣❛r ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❧❛ t❡♥❡✉r ❞✬✉♥❡ s♦✉r❝❡
✽
❞❡ s✬② r❡tr♦✉✈❡r ❛✐sé♠❡♥t✳ ▲❡s ❞ét❛✐❧s ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉✬✐❧ ♠✬❛ ♣❛r✉ ♥é✲
❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛❥♦✉t❡r ❧✬♦♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ été ❡♥ ♥♦t❡s ❞❡ ❜❛s ❞❡ ♣❛❣❡✱ ♦✉ ❛❧♦rs ❥✬❛✐
♣ré❝✐sé q✉❡ ❥❡ r❡❢♦r♠✉❧❡ à ♠❛ ♠❛♥✐èr❡ ❧❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦r✐❣✐♥❛❧❡s✳ ❊t❛♥t ❞♦♥✲
♥és ❧❛ ❞és✉ét✉❞❡ ❡t ❧❡ ♠❛♥q✉❡ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ❛r❣✉♠❡♥ts ♦r✐❣✐♥❛✉①✱
❥✬❡♥ ❛✐ ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞♦♥♥é ✭❡♥ ♣❧✉s✮ ✉♥❡ ✈✐s✐♦♥ ♠♦❞❡r♥❡ q✉✐ ♣❡✉t ♣❡r♠❡ttr❡
❛✉ ❧❡❝t❡✉r ❞❡ s✬② r❡tr♦✉✈❡r ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❡t q✉✐ ♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♥térêt ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r
❢❛✐r❡ ❛♣♣ré❝✐❡r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♥❝❡♣t ❡t s❛
❝r✐st❛❧❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s q✉✐ ❧✬♦♥t tr❛✈❛✐❧❧é✱ ❛ss✐♠✐❧é ❡t r❡❢♦r✲
♠✉❧é✳ ❊♥ ❜r❡❢✱ ❥✬❛✐ ✈♦✉❧✉✱ t♦✉t ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t s❝r✉♣✉❧❡✉s❡♠❡♥t ❧✬❡s♣r✐t ❡t ❧❛
❧❡ttr❡ ❞❡s t❡①t❡s ❛♥❛❧②sés✱ ❡♥ ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❡ ♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ♣❛r
❧❡ ❧❡❝t❡✉r ❝❛r✱ ♠ê♠❡ s✐ ❥✬❡s♣èr❡ q✉❡ ♠♦♥ ét✉❞❡ ✐♥tér❡ss❡r❛ ❧❡s s♣é❝✐❛❧✐st❡s ❞❡
❧❛ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡✱ ❡❧❧❡ ❛ ❛✉ss✐ ♣♦✉r ✈♦❧♦♥té ❞✬êtr❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✉ t❡♠♣s
❛✉① ❛✉tr❡s✳
❏❡ s✉✐s ❝♦♥s❝✐❡♥t q✉❡ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ♣rés❡♥té ✐❝✐ ❡st ❧♦✐♥ ❞✬é♣✉✐s❡r ❧❡ s✉❥❡t ❡t
♣❡✉t êtr❡ ❛♠é❧✐♦ré ❞❡ ❞✐✈❡rs❡s ❢❛ç♦♥s ✕ ❝✬❡st ❡♥ ❢❛✐t ❧❡ ❝❛s ❞❡ t♦✉t❡ ét✉❞❡✳ ❏❡
♥✬❛✐ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣✉ ❡①♣❧♦r❡r t♦✉t❡s ❧❡s ✈♦✐❡s ❛②❛♥t ♠❡♥é ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s
♦✉ ♠♦✐♥s ❞✐r❡❝t❡ à ❧❛ ♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✳ ▲❡ ♠❛♥q✉❡
❧❡ ♣❧✉s é✈✐❞❡♥t ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❧❛ss❡s✱ q✉✐ ♥✬❡st ❣✉èr❡
q✉✬é✈♦q✉é❡ ❀ ❧❡ t❡♠♣s ♠✬❛ ❢❛✐t ❞é❢❛✉t ♣♦✉r ❛ss✐♠✐❧❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡
❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡ ❛r❞✉❡✳ ❍❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ❧❛❝✉♥❡ ❡st à ♠♦♥ s❡♥s ♣❡✉ ♣r♦❢♦♥❞❡
❝❛r ❥✬❛✐ é✈♦q✉é ❧❡s ♣♦✐♥ts ❧❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥ts ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❧❛ss❡s
❡♥ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❡t✱ ♣♦✉r ❝❡ q✉✐ ❡st ❞❡
❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❞❛♥s s♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ♣r✐♠♦r❞✐❛❧❡
♣♦✉r ♥♦tr❡ ♣r♦♣♦s✳
❏✬❛✐ ❛rt✐❝✉❧é ❝❡ ♠é♠♦✐r❡ s❡❧♦♥ ❞❡✉① ❣r❛♥❞s ❛①❡s✳ ❏✬❛✐ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✈♦✉❧✉
❞♦♥♥❡r ✉♥ é✈❡♥t❛✐❧ ❞❡ t❤é♦r✐❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❞✉ ❞é❜✉t ❞✉ ✈✐♥❣t✐è♠❡ s✐è❝❧❡ ♦ù
❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❛ tr♦✉✈é ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥ t❡rr❛✐♥ ❞✬❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ❏✬❛✐ r❡t❡♥✉
❝♦♠♠❡ ❧❡s ♣❧✉s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡s ❧❡s t❤é♦r✐❡s ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s
❛ss♦❝✐❛t✐✈❡s ✭q✉✐ s❡ s♦♥t ❢♦♥❞✉❡s ❧✬✉♥❡ ❡♥ ❧✬❛✉tr❡ ❛✈❡❝ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❇r❛✉❡r
❡t ◆♦❡t❤❡r✮ ❡t ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✳ ❏✬❛✐ ♣rés❡♥té ❝❡ q✉✬✐❧ ♠❡ s❡♠❜❧❛✐t
♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ s❛✈♦✐r s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡t ❤✐st♦r✐q✉❡ ❛✉ s✉❥❡t ❞❡ ❝❡s
t❤é♦r✐❡s ♣♦✉r ❛♣♣ré❤❡♥❞❡r ❛✐sé♠❡♥t ❧❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts
❧❡s ♣❧✉s étr♦✐t❡♠❡♥t ❧✐és à ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✳ P♦✉r ❝❡ q✉✐ ❡st ❞❡s
t❤é♦r✐❡s ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❡t ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ét✉❞❡s ❤✐st♦r✐q✉❡s ❡♥
♦♥t ❞é❥à été ❡✛❡❝t✉é❡s✱ ❡t ❥❡ ♥✬❛✐ ♣❛s ❡✉ ♣♦✉r ❜✉t ❞✬❡♥ ❞✐r❡ ❞❡s ❝❤♦s❡s très
♥♦✉✈❡❧❧❡s✳ ▲❛ ♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ♥✬❛✈❛✐t ❡❧❧❡✱
♠❡ s❡♠❜❧❡✲t✲✐❧✱ ❥❛♠❛✐s été tr❛✐té❡ s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t✳ ❏✬❡s♣èr❡ ❛✈♦✐r ❞♦♥♥é ✉♥
❜♦♥ ❛♣❡rç✉ ❞❡ s♦♥ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❥✉sq✉✬❛✉ ❞é❜✉t ❞❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✹✵✳ ■❧ ♠❡ s❡♠❜❧❡
♥♦t❛♠♠❡♥t q✉✬✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞ét❛✐❧❧é ❞❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r ❞❡
✾
❙❝❤✉r✽ s✬✐♠♣♦s❛✐t✱ ❝❛r ❧❛ ♠é❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡t é♣✐s♦❞❡ ❡st ❞♦♠♠❛❣❡❛❜❧❡
❤✐st♦r✐q✉❡♠❡♥t ❛✉t❛♥t q✉✬❡❧❧❡ ❧✬❛ été ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t✐❡rs
❞✉ ✈✐♥❣t✐è♠❡ s✐è❝❧❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝♦♥s✐❞érés ♣❛r
❙❝❤✉r ét❛✐❡♥t ❡♥ ❡✛❡t ❛✈❛♥t✲❣❛r❞✐st❡s✳
▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✾✵ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt ♦✉ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ❣❡♥r❡ ✏t♦✉t ♠♦r♣❤✐s♠❡
❝r♦✐sé ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧✑ tr❛❞✉✐s❡♥t ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐q✉❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✳
▲❡s ✏s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs✑✱ q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t à ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♦❝❝❛s✐♦♥s ❡t
❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥ts ❞♦♠❛✐♥❡s✱ s❛t✐s❢♦♥t ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐q✉❡✳ ▲❡
✏♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r ❞❡ ❙❝❤✉r✑✱ ❧❡ ✏❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇r❛✉❡r✑ ❡t s❡s ❛♥❛❧♦❣✉❡s ❞❛♥s ❧❡s
t❤é♦r✐❡s ❛✉tr❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s✱ q✉✐ s♦♥t étr♦✐t❡♠❡♥t ❧✐és ❛✉① s②stè♠❡s
❞❡ ❢❛❝t❡✉rs✱ s♦♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✐♥t❡r♣rétés ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡
❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✳ ❈❡ s♦♥t ♣♦✉r ❧✬❡ss❡♥t✐❡❧ ❝❡s rés✉❧t❛ts ❡t ❝♦♥❝❡♣ts q✉❡ ❥❡ r❡✲
❝❤❡r❝❤❡ s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♠❡♥é❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡
♠❛ t❤ès❡✳
Pré❝✐sé♠❡♥t✱ ♠♦♥ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❜rè✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❤✐st♦✲
r✐q✉❡ ❛✉① t❤é♦r✐❡s ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❡t ❛❧❣è❜r❡s ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡s✳ ❙✬✐❧ ♥✬❛❜♦r❞❡
❛✉❝✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✐é❡ à ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✱ ✐❧ ❛ ❝❡♣❡♥❞❛♥t
✉♥ ❝❛r❛❝tèr❡ ♣r♦♣é❞❡✉t✐q✉❡ ❡♥ ❝❡ q✉✬✐❧ ❡①♣♦s❡ ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts✱ rés✉❧t❛ts ❡t ♣r♦✲
❜❧è♠❡s ✐♥✐t✐❛✉① ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❡♥tr❡♣r❡♥❞r❡ ❧✬ét✉❞❡
❤✐st♦r✐q✉❡ ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❢✉t✉rs q✉✐✱ ❡✉①✱ ✈♦✐❡♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡s ♦❜❥❡ts ❡t
rés✉❧t❛ts ❞✬❡ss❡♥❝❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐q✉❡✳
▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛♥❛❧②s❡ ❡♥ ❞ét❛✐❧ ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❙❝❤✉r ❝♦♥s❛❝ré ❛✉①
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞✐t❡s ♣r♦❥❡❝t✐✈❡s✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❙❝❤✉r r❡✈êt ✉♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡
t♦✉t❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❛♥s ♠❛ t❤ès❡ ❝❛r ✐❧ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡s
s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❡t ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ r❡t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ s♦✉s
❧✬❛♣♣❡❧❧❛t✐♦♥ ✏♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r ❞❡ ❙❝❤✉r✑✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❤✐st♦r✐q✉❡ ♣❧✉s
❣é♥ér❛❧✱ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❙❝❤✉r ❡st t♦✉t ❛✉ss✐ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡♥ ❝❡ q✉✬✐❧ ✐♥✐t✐❡ à ✉♥ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ♥♦✉✈❡❛✉✱ ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✱ ❡t ♣r♦♣♦s❡✱ ✈✐❛ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
à ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ s✉r ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s q✉✐ ♥❡ s❡r❛ r❡♣r✐s❡ q✉❡ ♣❧✉s ❞❡ ❞❡✉① ❞é❝❡♥♥✐❡s ♣❧✉s t❛r❞✳ ❈❡t
❛rt✐❝❧❡ ❛ ❡♥ ❡✛❡t ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❞✬❛✈♦✐r été ❧❛r❣❡♠❡♥t ♦✉❜❧✐é ♣❛r ❧❡s ❝♦♥t❡♠✲
♣♦r❛✐♥s ❞❡ ❙❝❤✉r✱ ♣❡✉t✲êtr❡ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ s♦♥ ❛✈❛♥t✲❣❛r❞✐s♠❡✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✱ ❥✬❡✛❡❝t✉❡ ✉♥ t♦✉r ❞✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ t❤é♦r✐❡s ❛❧❣é✲
❜r✐q✉❡s q✉✐✱ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✷✵✲✶✾✸✵✱ ♦♥t ✈✉ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❡t
rés✉❧t❛ts ❞❡ ♥❛t✉r❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐q✉❡ ✕ ❜✐❡♥ q✉✬✐❧s ♥❡ ❢✉r❡♥t ❛❧♦rs✱ é✈✐❞❡♠♠❡♥t✱
♣❛s ✐❞❡♥t✐✜és ❝♦♠♠❡ t❡❧s✳ ❈❡s t❤é♦r✐❡s s♦♥t ❝❡❧❧❡s ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❡t ❝❡❧❧❡s
❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ✭❛✉①q✉❡❧❧❡s ❥✬✐♥tr♦❞✉✐s ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✮ ✐♥✢✉❡♥❝é❡s ♣❛r
❞❡s q✉❡st✐♦♥s ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s✳ ▲❡s s②stè♠❡s ❞❡
❢❛❝t❡✉rs t✐❡♥♥❡♥t ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡✳
✽P❛r ■ss❛✐ ❙❝❤✉r ❧✉✐✲♠ê♠❡✱ ❞❛♥s ❬✷✵✹❪✳
✶✵
■❧ ❡st ✉♥❡ ❛✉tr❡ t❤é♦r✐❡ ♦ù ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❥♦✉❡♥t ✉♥ ❣r❛♥❞ rô❧❡
❡t s♦♥t ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ à ♣❧✉s✐❡✉rs r❡♣r✐s❡s ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✷✵✲✶✾✸✵✳ ■❧
s✬❛❣✐t ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✱ ❞é❥à é✈♦q✉é❡ ✈✐❛
❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❙❝❤✉r✳ ❏❡ ❝♦♥s❛❝r❡ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ à ❧✬ét✉❞❡ ❤✐st♦r✐q✉❡ ❞✉
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡ ❥✉sq✉✬à ✶✾✹✵✱ ❡♥ ❧❡ ♠❡tt❛♥t ❡♥ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡
✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ❙❝❤✉r ❡t ❡♥ s♦✉❧✐❣♥❛♥t ❧❡s s✐♠✐❧✐t✉❞❡s ❡♥tr❡
❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❡t rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❡t ❝❡✉①✱ ❧é❣èr❡♠❡♥t ❛♥tér✐❡✉rs✱
❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❡t ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s✳
❉❛♥s ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡♠♣s✱ ❥❡ ♠❡ ♣❡♥❝❤❡ s✉r ❧❡s r❛❝✐♥❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❡
❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✳ ▲❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ét❛♥t ✉♥❡ t❤é♦r✐❡
rés✉❧t❛♥t ❞✉ tr❛♥s❢❡rt ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❡♥tr❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡t ❛❧❣è❜r❡✱ ✐❧ ♠✬❛ s❡♠❜❧é
♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ❞✐s❝✉t❡r ❞❡ ❧✬❛❧❣é❜r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡✳ ▲❡
❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♥s❛❝ré à ✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t q✉✐ ❡st s♦✉✈❡♥t ♣rés❡♥té ❝♦♠♠❡
❧❡ ♣♦✐♥t ❝r✉❝✐❛❧ ❞❡ ❧✬❛❧❣é❜r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡✱ à s❛✈♦✐r ❧✬é♠❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛
♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳ ❏❡ ❞✐s❝✉t❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❝❡ ❥✉❣❡♠❡♥t ❡t✱ ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✱ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ♠♦❞❡r♥❡ ♥❛✐ss❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡
r❡♠♦❞❡❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❛✉
❧❡❝t❡✉r ❝❡ q✉✬✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ s✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ✭❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✮✱ ♣♦✉r ❛♣♣ré❤❡♥❞❡r ❧✬ét✉❞❡ ❤✐st♦r✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡
❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠♦✐t✐é ❞✉ ❳❳❡ s✐è❝❧❡✳
❏❡ ♠♦♥tr❡ ❡♥s✉✐t❡ ❝♦♠♠❡♥t✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧à✱ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❜✐❡♥ ♣ré❝✐s ❛
❝♦♥❞✉✐t à ♣❡✉ ♣rès à ❧✉✐ s❡✉❧ à ❧✬é❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✱ s✉✐✈✐❡
❞❡ ♣❡✉ ♣❛r ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻ tr❛✐t❡ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡
❧✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡t ❞❡ s❡s r❛♣♣♦rts ❛✈❡❝ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✱ ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡
à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ♣❛r ❲✐t♦❧❞ ❍✉r❡✇✐❝③✱ ♣✉✐s ❞❡ ❧✬❡①♣❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♣❛r ❍❡✐♥③
❍♦♣❢✱ ❞❛♥s ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ✶✾✹✷✱ ❞✉ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡t ❞❡✉①✐è♠❡
❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳
▲❡ rés✉❧t❛t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❍♦♣❢ ❛♠❡♥❛ à ❡s♣ér❡r ❞❡s ❛♥❛❧♦❣✉❡s ❡♥
t♦✉t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ t♦t❛❧❡♠❡♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡s rés✉❧✲
t❛ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ ❍✉r❡✇✐❝③✳ ❙✐ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❍❡✐♥③ ❍♦♣❢ ❛♣♣❛r❛ît ❞ét❡r♠✐✲
♥❛♥t❡✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❝✬❡st ❧❛ ✈♦❧♦♥té ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t
❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ♥❛t✉r❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ q✉✐ ❡st ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♠♦t❡✉r ❞✉ tr❛♥s❢❡rt✱
♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✱ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❡♥tr❡
❛❧❣è❜r❡ ❡t t♦♣♦❧♦❣✐❡✳ ❆✐♥s✐ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s s❡ s♦♥t ❡♥❣❛❣és ✐♥❞é✲
♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❡t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ✈♦✐❡ ♦✉✈❡rt❡ ♣❛r ❍♦♣❢✱ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r
r❛♥❣ ❞❡sq✉❡❧s ❍♦♣❢ ❧✉✐✲♠ê♠❡✱ ❞♦♥t ❥✬❛♥❛❧②s❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡
✼✳ ◆♦✉s ② ❛ss✐st♦♥s à ❧❛ ♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✽✱ ❥✬❛♥❛❧②s❡ ❧❡s tr❛✈❛✉① ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡ ❍❛♥s ❋r❡✉❞❡♥✲
t❤❛❧ ❡t ❞❡ ❇❡♥♦ ❊❝❦♠❛♥♥ ❛❜♦✉t✐ss❛♥t à ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✱ ❡t ♠ê♠❡ à ❧❛
❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ♣♦✉r ❊❝❦♠❛♥♥✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ❥✬❛♠♦r❝❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡
✶✶
♣❛r ✉♥❡ ❜rè✈❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s✳
❏❡ ✜♥✐s ♣❛r ✉♥ ❝❤❛♣✐tr❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♥s❛❝ré ❛✉① ✜❣✉r❡s ❞❡ ❙❛♠✉❡❧ ❊✐✲
❧❡♥❜❡r❣ ❡t ❞❡ ❙❛✉♥❞❡rs ▼❛❝ ▲❛♥❡✱ ❛✐♥s✐ q✉✬à ❧❡✉r ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s
❝♦♠♠❡♥t✱ é✈❡✐❧❧és ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡s rés✉❧✲
t❛ts ❞❡ ❍✉r❡✇✐❝③ ♣❛r ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ✶✾✹✷ ❞❡ ❍♦♣❢✱ ❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡ ♦♥t
é❧❛❜♦ré ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ♣❛r ❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡t ❛✈❡❝ ❞❡s
♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ✭❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ ✈♦❧♦♥té ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❡t ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❡s
s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs✮ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❡t ❞❡
❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✳
❯♥❡ r❡♠❛rq✉❡ ❞✬♦r❞r❡ ♣r❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ✜♥✐r✳ ❈❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❞✐✈✐sé❡ ❡♥ ❞❡✉①
♣❛rt✐❡s✱ ❡❧❧❡s✲♠ê♠❡s ❢♦r♠é❡s ❞❡ ❝❤❛♣✐tr❡s r❛♠✐✜és ❡♥ s❡❝t✐♦♥s ❡t s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥s✳
■❧ ♠✬❛rr✐✈❡r❛ ❞❡ r❡♥✈♦②❡r à ❝❡rt❛✐♥❡s s❡❝t✐♦♥s ♦✉ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝✐s❡s ❞❡ ❝❡
♠é♠♦✐r❡✳ ❏❡ ❧❡ ❢❡r❛✐ ❡♥ ✐♥❞✐q✉❛♥t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ♥✉♠ér♦ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ❝♦♥❝❡r♥é✱
s✉✐✈✐ s✐ ❜❡s♦✐♥ ❡st ❞✉ ♥✉♠ér♦ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❡t✱ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲
s❡❝t✐♦♥✳ P❛r ✶✳✸✳✱ ❥❡ ❞és✐❣♥❡r❛✐ ❞♦♥❝ ❧❛ ✸❡ s❡❝t✐♦♥ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✱ t❛♥❞✐s
q✉❡ ♣❛r ✽✳✶✳✸✳ ❥❡ r❡♥✈❡rr❛✐ à ❧❛ ✸❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✶❡ s❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✽✳
✶✷
Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡
❙✉r ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❞❡ ❧❛
❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s
✶✸

❈❤❛♣✐tr❡ ✶
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❤✐st♦r✐q✉❡ ❛✉①
t❤é♦r✐❡s ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❡t ❞❡s
❛❧❣è❜r❡s ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡s
▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♠♦✐t✐é ❞✉ ❞✐①✲♥❡✉✈✐è♠❡ s✐è❝❧❡ ❛ ✈✉ ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❡t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡✲
♠❡♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ❛❧❣è❜r❡✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s
❛ ❛✣r♠é s♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡tt❡ ♣ér✐♦❞❡ ❡t ❡st ✉♥ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❧❡s
♣❧✉s ♥♦t❛❜❧❡s ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ❞❡s ❛❧❣é❜r✐st❡s ❞❡ ❧✬é♣♦q✉❡ ♠❛✐s ✐❧
② ❡♥ ❛ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛✉tr❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ▲✐❡✱ ❧❡s ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❛❧✲
❣é❜r✐q✉❡s✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡s✱ ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✱
❡t❝✳
▲❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐❡rs ❞♦♠❛✐♥❡s ❝✐tés ♦♥t ❧❡✉r ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧✬❤✐st♦✐r❡ ❞✉
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❡t ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥♥❡r ✉♥ ❛♣❡rç✉
❞❡ ❧❡✉rs r❛❝✐♥❡s ❡t ❞❡ ❧❡✉rs ♣r❡♠✐❡rs ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❀ ❜✐❡♥ q✉✬✐❧ ♥❡ s♦✐t ♣❛s
✐❝✐ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ r❡tr❛❝❡r ❧✬❤✐st♦✐r❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡s ❡♥ t❛♥t q✉❡ t❡❧❧❡s ✕
❝❡ q✉✐ ❛ ❞é❥à été ❢❛✐t ❞❛♥s ✉♥❡ ❧❛r❣❡ ♠❡s✉r❡✶ ✕ ✉♥ s✉r✈♦❧ ❞❡ ❧❡✉rs ♦r✐❣✐♥❡s
❡st ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❡t ❞❡s ♦✉t✐❧s q✉✬❡❧❧❡s ♠❡tt❡♥t ❡♥
❥❡✉✱ ❞♦♥t ❝❡rt❛✐♥s s❡r♦♥t ✉t✐❧❡s à ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ❛✐♥s✐ q✉❡
♣♦✉r r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❡✉rs ❧✐❡♥s ♠✉t✉❡❧s✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧ ♥❡ s✬❛❣✐t ✐❝✐ q✉❡ ❞✬✉♥
s✉r✈♦❧✱ ♥♦✉s ♥✬❡♥tr❡r♦♥s ♣❛s ❞❛♥s ❧❡s ❞ét❛✐❧s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✐♥✢✉❡♥❝❡s q✉✬❡❧❧❡s
❞♦✐✈❡♥t à ❞✬❛✉tr❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ▲✐❡ ♣♦✉r ❧❡s
❛❧❣è❜r❡s ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡s✱ ❡t ♥♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s à ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ s✉❥❡t✷✳
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥❝❡r♦♥s ♣❛r ❞é❝r✐r❡ ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs ♣❛s ❞❡ ❧❛ t❤é♦✲
r✐❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡s✳ ◆♦✉s ❛❜♦r❞❡r♦♥s ♣❧✉s t❛r❞ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡
t❤é♦r✐❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✷✸✹❪ ❞❡ ❲❡❞❞❡r❜✉r♥✱ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❞❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s
✶❈❢✳✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✱ ❬✹✹❪ ❡t ❬✶✼✻❪✳
✷❈❢✳ ❬✶✵✹❪ ❡t ❛✉tr❡s tr❛✈❛✉① ❝✐tés ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳
✶✺
❧❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s s✉r ❧❡ s✉❥❡t✳ ▲❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s
❛❧❣è❜r❡s ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡s ❞✉ ❞é❜✉t ❞✉ ❳❳è♠❡ s✐è❝❧❡ ❛✉① ❛♥♥é❡s ✶✾✸✵ s❡r♦♥t ✉♥
♠❛tér✐❡❧ ♣r♦♣✐❝❡ à ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❝❧és ❞❛♥s ❧✬é♠❡r❣❡♥❝❡ ❞❡
❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✳
◆♦✉s ❛❜♦r❞❡r♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ ❣❡♥ès❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❡♥
♣❛rt❛♥t ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tèr❡s ❞❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s✳ ❉❡s ❧✐❡♥s ♦r✐❣✐♥❡❧s s❡r♦♥t
♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❡t ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s✱ ❧✐❡♥s q✉✐ s❡r♦♥t
❡♥ ♣❛rt✐❡ ♦✉❜❧✐és ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡s t❤é♦r✐❡s✱ ❛✈❛♥t ❞✬êtr❡
r❡♠✐s ❡♥ ❧✉♠✐èr❡ à ❧❛ ✜♥ ❞❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✷✵ ✭❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉①
❞❡ ❘✐❝❤❛r❞ ❇r❛✉❡r✱ ❞♦♥t ♥♦✉s ♣❛r❧❡r♦♥s ❡♥ ✸✳✸✱ ❡t ❞✬❊♠♠② ◆♦❡t❤❡r✮✳ ◆♦✉s
♠❡♥t✐♦♥♥❡r♦♥s ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ q✉❡ ❢❛✐t ■ss❛✐ ❙❝❤✉r ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥✲
t❛t✐♦♥s ❡♥ ✶✾✵✺ ❛✜♥ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❛✉ ❧❡❝t❡✉r ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❡t rés✉❧t❛ts ♥é❝❡ss❛✐r❡s
à ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❢✉t✉r❡s s✉r ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✳
✶✳✶ ❆ ♣r♦♣♦s ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡s
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛ ❡♥❣❡♥❞ré ✉♥ s✉✲
❥❡t ❢é❝♦♥❞ ❡♥ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s✱ ♣♦❧é♠✐q✉❡s ❡t t❡♥t❛t✐✈❡s ❞✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❀ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✉
s✉❥❡t ❞❡s q✉❛♥t✐tés ❞✐t❡s ✏✐♠♣♦ss✐❜❧❡s✑✸ ♦✉ ✏✐♠❛❣✐♥❛✐r❡s✑✹ s❡❧♦♥ ❧❡s ❛✉t❡✉rs
❡t ❧❡s é♣♦q✉❡s✱ ❡t q✉✐ s❡ s♦♥t ✜①é❡s ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❧❛♥❣❛❣❡ s♦✉s ❧✬❛♣♣❡❧❧❛t✐♦♥
✏♥♦♠❜r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✑✺✳ ❈❡s q✉❛♥t✐tés ✐♠♣♦ss✐❜❧❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ré✲
s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ♣♦✉rt❛♥t s✐♠♣❧❡s✱ ❝♦♠♠❡ x2 + 1 = 0✱ ❞ès ❧♦rs q✉✬❡st
✐♠♣❧✐q✉é❡ ✉♥❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ r❛❝✐♥❡ ❝❛rré❡ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ str✐❝t❡♠❡♥t ♥é❣❛t✐❢✱
♦♣ér❛t✐♦♥ ✐❧❧✐❝✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ré❡❧s ✈✉ q✉❡ ❧❡ ❝❛rré ❞❡ t♦✉t
♥♦♠❜r❡ ré❡❧ ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣♦s✐t✐❢✳ ❉és✐❣♥é❡s ❝♦♠♠❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡s✱ ❝❡s s♦❧✉✲
t✐♦♥s ❢✉r❡♥t ❞✬❛❜♦r❞ r❡❥❡té❡s✱ ♠❛✐s ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✱ ❞✬é❣❛❧✐tés
❡♥tr❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ré❡❧s ❡t ❞❡s q✉❛♥t✐tés ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❝❡s ♥♦♠❜r❡s ✐♠✲
♣♦ss✐❜❧❡s✻ ❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡s ♣❧✉s ❣r❛♥❞s ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s à ❝♦♠♣t❡r ❞❡
❉❡s❝❛rt❡s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ a ± √−b ✼ ❛♠❡♥❛✐❡♥t ❢♦r❝é♠❡♥t ❧❡s ❣é✲
♥ér❛t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❞❡ ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s à ré✢é❝❤✐r ❛✉ st❛t✉t ❞❡s q✉❛♥t✐tés
✸❈♦♠♠❡ ❧❡ ❞✐s❛✐t ❈❛r❞❛♥ ❛✉ ❳❱■è♠❡ s✐è❝❧❡✳
✹❚❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ❡♠♣❧♦②é❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ♣❛r ❉❡s❝❛rt❡s ❞❛♥s s❛ ●é♦♠étr✐❡ ✭✶✻✸✼✮✳
✺▲✬❛❞❥❡❝t✐❢ ✏❝♦♠♣❧❡①❡✑ s❡♠❜❧❡ ❛✈♦✐r été ♣r✐✈✐❧é❣✐é à ♣❛rt✐r ❞✉ ❞é❜✉t ❞✉ ❳■❳è♠❡ s✐è❝❧❡✱
♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❞❡ ♣❛r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ●❛✉ss ✭♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ✏❝♦♠✲
♣❧❡①❡♥ ●röss❡♥✑ ❞❛♥s ❬✾✾❪✱ ♣✳ ✶✼✶✮✳
✻❈✬❡st ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ q✉✐ ❛♣♣❛r❛ît ❢réq✉❡♠♠❡♥t ❧♦rsq✉✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ❈❛r❞❛♥
♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❞✉ tr♦✐s✐è♠❡ ❞❡❣ré✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
x3 = 15x+ 4 ❝♦♥❞✉✐t à ❧✬é❣❛❧✐té
3
√
2 +
√−121 + 3
√
2−√−121 = 4✳
✼❏❡❛♥ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉t✐❧✐s❛ ❞❡s ❧♦❣❛r✐t❤♠❡s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❝❢✳ ❬✷✸✷❪
♣✳ ✶✼✼✳
✶✻
✏✐♠♣♦ss✐❜❧❡s✑ ❡t à ✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❝♦rr❡❝t❡ ❞❡ ❧❡s ❞é✜♥✐r✳
❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ t♦✉t❡ ✜♥ ❞✉ ❳❱■■■è♠❡ s✐è❝❧❡ ❞✐✈❡rs❡s t❡♥t❛t✐✈❡s ❞❡ r❡♣rés❡♥✲
t❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ✈✐r❡♥t ❧❡ ❥♦✉r ✭♣❛r ❈✳ ❲❡ss❡❧ ❡t✱
✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s t❛r❞✱ ❏✳ ❘✳ ❆r❣❛♥❞ ♥♦t❛♠♠❡♥t✮✳ ■❧ s❡♠❜❧❡ q✉❡ ❧❡ ❢❛✐t ❞✬✉t✐❧✐s❡r
❧❡ ♣❧❛♥ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ✕ ✈♦✐r❡ ❞é✜♥✐r ✕ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❛✐t ❞♦♥♥é
❧✬✐❞é❡ ❞✬❡①❛♠✐♥❡r ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ✏❝♦♠♣❧❡①❡s✑ ♣♦✉r ❧✬❡s✲
♣❛❝❡✽✳ ▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✉s✉❡❧❧❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❝♦♥s✐st❡
à ❛ss♦❝✐❡r ❛✉ ré❡❧ 1 ❡t à ❧✬✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ♣✉r i ❞❡✉① ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞✉ ♣❧❛♥
R2✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ♥♦♠♠❡ ❝❡s ❞❡✉① ✈❡❝t❡✉rs ~u ❡t ~v✱ t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ a+ bi s❡
✈♦✐t r❡♣rés❡♥té ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❜✐✉♥✐✈♦q✉❡ ♣❛r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r a~u+ b~v✳ ❙✐ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t
♦♥ s❡ ❞♦♥♥❛✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ q✉❛♥t✐tés ♣♦✉✈❛♥t s✬❡①♣r✐♠❡r s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
a+ bi+ cj✱ ♦ù 1✱ i ❡t j s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts s✉r R✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ✉t✐❧✐s❡r ❧✬❡s♣❛❝❡
✭R3✮ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❝❡s q✉❛♥t✐tés✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s q✉✐ s❡r❛✐❡♥t ❞é✲
✜♥✐❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s♦✉❧❡✈é ♣❛r ❝❡tt❡ ✐❞é❡ ❡st ❥✉st❡♠❡♥t ❞❡ s❛✈♦✐r
q✉❡❧❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ✭❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✮ ❡t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t q✉❡❧❧❡s ♣r♦♣r✐é✲
tés ✭❝♦♠♠❡ ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té✱ ❧❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té✮ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é✜♥✐❡s ❡♥tr❡ ❞❡
t❡❧❧❡s q✉❛♥t✐tés✳
▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❤r❛s❡ ❞❡ ●❛✉ss ❞❛♥s ❬✾✾❪ ✐♥❞✐q✉❡ q✉✬✐❧ ❛✈❛✐t ét❛❜❧✐ q✉✬✐❧
♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ✏♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té à ♣❧✉s ❞❡ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♣♦✉✈❛♥t ❢♦✉r♥✐r ❞❡s
q✉❛♥t✐tés ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ❡♥ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❣é♥ér❛❧❡✑✾✳ ❈❡ ♣❛ss❛❣❡ ❡st ♦❜s❝✉r ❝❛r ✐❧
❢❛✉t ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❝❡ q✉❡ ●❛✉ss ❡♥t❡♥❞ ♣❛r ✏♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té✑ ❡t ♣❛r ✏❛r✐t❤♠ét✐q✉❡
❣é♥ér❛❧❡✑✳ ■❧ ❛ s❡♠❜❧é à ❲❡✐❡rstr❛ss✶✵ q✉❡ ♣❛r ❝❡s ♠♦ts ●❛✉ss ❛✈❛✐t ❝♦♠♠❡♥❝é
à s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r s✬✐❧ ❡①✐st❛✐t ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ q✉❛♥t✐tés ❡♥❣❡♥❞ré❡s ♣❛r ✉♥ ♥♦♠❜r❡
✜♥✐ ❞✬é❧é♠❡♥ts✶✶ ❡t ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡
❞❡s ré❡❧s ✭à s❛✈♦✐r ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❧❛ s♦✉str❛❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❞✐✈✐s✐♦♥✮
♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ❞é✜♥✐❡s✱ ❡t q✉✬✐❧ ét❛✐t ❛rr✐✈é à ❧❛ ❝♦♥✈✐❝t✐♦♥ q✉❡ ❝❡ ♥✬ét❛✐t ♣❛s
❧❡ ❝❛s✳ ❊♥ t❡r♠❡s ♠♦❞❡r♥❡s ●❛✉ss ❛✉r❛✐t s❡♥t✐✱ s✐ ❝❡ ♥✬❡st ❞é♠♦♥tré✱ q✉✬✐❧
♥✬❡①✐st❡ ❛✉❝✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❡ ❝♦r♣s ❞❡ R ❛✉tr❡ q✉❡ C✳ ❲❡✐❡rstr❛ss ❛ ❧✉✐✲
♠ê♠❡ ét❛❜❧✐ ❝❡ rés✉❧t❛t ❧♦rs ❞✬✉♥ ❝♦✉rs ❡♥ ✶✽✻✶✲✻✷ ❡t ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✷✸✽❪ ✭✶✽✽✹✮ ♦ù
✐❧ ❝✐t❡ ●❛✉ss ❡♥ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✶✷✳
❲✐❧❧✐❛♠ ❘♦✇❛♥ ❍❛♠✐❧t♦♥✱ ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❧✐❣♥é❡ ❞❡ t❡♥t❛t✐✈❡s ❞❡
✽❈❢✳ ❬✸✻❪ ♣✳ ✸✻✼✳
✾●❛✉ss s❡♠❜❧❡ ❛♥♥♦♥❝❡r ✉♥ tr❛✈❛✐❧ ✉❧tér✐❡✉r✱ q✉✐ ♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ♥❡ ✈✐t ❥❛♠❛✐s ❧❡
❥♦✉r✳ Pré❝✐sé♠❡♥t ✐❧ ❞✐t ✿ ✏❉❡r ❱❡r❢✳ ❤❛t s✐❝❤ ✈♦r❜❡❤❛❧t❡♥✱ ❞❡♥ ●❡❣❡♥st❛♥❞✱ ✭✳✳✳✮ ✇♦ ✭✳✳✳✮
❞✐❡ ❋r❛❣❡✱ ✇❛r✉♠ ❞✐❡ ❘❡❧❛t✐♦♥❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❉✐♥❣❡♥✱ ❞✐❡ ❡✐♥❡ ▼❛♥♥✐❣❢❛❧t✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ♠❡❤r ❛❧s
③✇❡✐ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❡♥ ❞❛r❜✐❡t❡♥✱ ♥✐❝❤t ♥♦❝❤ ❛♥❞❡r❡ ✐♥ ❞❡r ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❆r✐t❤♠❡t✐❦ ③✉❧äss✐❣❡
❆rt❡♥ ✈♦♥ ●röss❡♥ ❧✐❡❢❡r♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ✐❤r❡ ❇❡❛♥t✇♦rt✉♥❣ ✜♥❞❡♥ ✇✐r❞✳✑
✶✵❈✬❡st ❝❡ q✉✐ r❡ss♦rt ❞✬✉♥❡ ❧❡ttr❡ ❛❞r❡ssé❡ à ❍✳ ❆✳ ❙❝❤✇❛r③✱ ♣✉❜❧✐é❡ ❡♥ ✶✽✽✹✱ ❝❢✳ ❬✷✸✽❪
♣♣✳ ✸✾✺✲✸✾✻✳
✶✶q✉❡ ❲❡✐❡rstr❛ss ❛♣♣❡❧❧❡ ✏✉♥✐tés ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s✑ ✭✏❍❛✉♣t❡✐♥❤❡✐t❡♥✑✮✳
✶✷Pré❝✐sé♠❡♥t ✐❧ ♣r♦✉✈❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❞✐✈✐s❡✉rs ❞❡ ③ér♦s ❞ès ❧♦rs q✉✬✐❧ ② ❛ str✐❝t❡♠❡♥t
♣❧✉s ❞❡ ❞❡✉① ✉♥✐tés ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s✳
✶✼
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ q✉❛♥t✐tés ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡✱ ❛✈❛✐t ét❛❜❧✐ ❡♥ ✶✽✹✸
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ✕ ❧❡s ❝é❧è❜r❡s q✉❛t❡r♥✐♦♥s✶✸ ✕ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ✹ ✉♥✐tés
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❡t ✈ér✐✜❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ✉s✉❡❧❧❡✱ ♠✐s à
♣❛rt ❧❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té ❞❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✶✹✳
▲❡s q✉❛t❡r♥✐♦♥s s♦♥t ❞❡s q✉❛♥t✐tés ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ a + bi + cj + dk✱ ♦ù a✱
b✱ c ❡t d s♦♥t ❞❡s ré❡❧s✳ 1✱ i✱ j ❡t k ❞és✐❣♥❡♥t ❞♦♥❝ ❧❡s ✉♥✐tés ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s✳ ▲❛
s♦♠♠❡ ❞❡ ❞❡✉① q✉❛t❡r♥✐♦♥s ❡st ❞é✜♥✐❡ ❛✐♥s✐ ✿
(a+bi+cj+dk)+(a
′
+b
′
i+c
′
j+d
′
k) = (a+a
′
)+(b+b
′
)i+(c+c
′
)j+(d+d
′
)k.
P♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❡♥tr❡ ❞❡✉① q✉❛t❡r♥✐♦♥s✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❧❡ ❞é✜♥✐r s✉r
❧❡s ✉♥✐tés ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ✭✐❧ ♥✬② ❛ ♣❧✉s ❡♥s✉✐t❡ q✉✬à ét❡♥❞r❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r
❧✐♥é❛r✐té✮✳ ▲❡s rè❣❧❡s ét❛❜❧✐❡s ♣❛r ❍❛♠✐❧t♦♥ s♦♥t ✿
i2 = j2 = k2 = −1,
ij = k, jk = i, ki = j,
ji = −k, kj = −i, ik = −j.
▲❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❛✐♥s✐ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✭✐✳❡✳ s✐ u✱ v ❡t w s♦♥t ❞❡s q✉❛t❡r♥✐♦♥s✱
(uv)w = u(vw)✮✱ ❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥ ✭u(v+w) = uv+uw ❡t
(v+w)u = vu+wu✮ ♠❛✐s ♥♦♥ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ✭♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t uv = vu✮✳
❉❡✉① ♠♦✐s ❛♣rès ❧❛ ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ❞✬❍❛♠✐❧t♦♥✱ ❏♦❤♥ ●r❛✈❡s✱ à q✉✐ ❍❛♠✐❧t♦♥
❛✈❛✐t ❢❛✐t ♣❛rt ♣❛r ❝♦✉rr✐❡r ❞❡ s❛ ❞é❝♦✉✈❡rt❡✱ ♣✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ s②stè♠❡ à ❧✬❛✐❞❡
❞❡ ❤✉✐t ✉♥✐tés ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s✱ ❞♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ♣♦rt❡♥t ❧❡ ♥♦♠ ❞✬✏♦❝t❛✈❡s✑ ♦✉
❞✬✏♦❝t♦♥✐♦♥s✑✶✺✳ ▲❡s ♠ê♠❡s ♣r♦♣r✐étés q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡s q✉❛t❡r♥✐♦♥s ❞✬❍❛♠✐❧t♦♥
② s♦♥t ✈ér✐✜é❡s✱ à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ♥♦t❛❜❧❡ ❞❡ ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té ❞❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
✶✸P♦✉r ✉♥ ❡①♣♦sé s②sté♠❛t✐q✉❡ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❝♦♥s✉❧t❡r s❡s ▲❡❝t✉r❡s ♦♥ q✉❛t❡r♥✐♦♥s ✭✶✽✺✺✮✳
✶✹❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥ t❡❧ s②stè♠❡ ✉♥❡ ✏❛❧❣è❜r❡ à ❞✐✈✐s✐♦♥✑ ♦✉ ✏❝♦r♣s ❣❛✉❝❤❡✑✱ ♣♦✉r s✐❣♥✐✜❡r
q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❝♦r♣s ♦ù ❧❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té ❢❛✐t ❞é❢❛✉t✳ ❍❛♠✐❧t♦♥ ❛✈❛✐t ❝❤❡r❝❤é ❞✉r❛♥t ❞❡s
❛♥♥é❡s à ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ s②stè♠❡ à ✸ ✉♥✐tés ❥♦✉✐ss❛♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦r♣s ♠❛✐s s✬ét❛✐t
❤❡✉rté à ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ✐♥❝♦♥t♦✉r♥❛❜❧❡ ❞❡ ❞✐✈✐s❡✉rs ❞❡ ③ér♦s✳ ■❧ ❢✉t ♣❧✉s ❤❡✉r❡✉① ❛✈❡❝ q✉❛tr❡
✉♥✐tés✱ ♠❛✐s ❡♥ r❡♥♦♥ç❛♥t ♥é❛♥♠♦✐♥s à ❧❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té✳
❊♥ ❢❛✐t✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ êtr❡ ✏à ❞✐✈✐s♦♥✑ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts a, b✱ ❛✈❡❝ b ♥♦♥ ♥✉❧✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ x ❡t
✉♥ ✉♥✐q✉❡ y t❡❧s q✉❡ a = bx ❡t a = yb✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡✱ ♦♥ ❞♦♥♥❡
❝♦♠♠✉♥é♠❡♥t ♣❧✉s ❞❡ s❡♥s ❛✉ ❢❛✐t ❞✬êtr❡ à ❞✐✈✐s✐♦♥✳ ❯♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ❡st ❡♥ ❡✛❡t
❞✐t❡ à ❞✐✈✐s✐♦♥ s✐ ❡❧❧❡ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ♥❡✉tr❡ 1 6= 0 ♣♦✉r ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡t s✐ t♦✉t é❧é♠❡♥t
♥♦♥ ♥✉❧ ❛ ✉♥ ✐♥✈❡rs❡✳ ❈✬❡st ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❉✐❝❦s♦♥ ❞❛♥s ❬✺✸❪✱ ♣✳ ✺✾✳
✶✺❈❛②❧❡② r❡❞é❝♦✉✈r✐t ❝❡ s②stè♠❡ ❡♥ ✶✽✹✺ ❡t ❝♦♠♠❡ ●r❛✈❡s ♥✬❛✈❛✐t ♣❛s ♣✉❜❧✐é s❛ ❞é❝♦✉✲
✈❡rt❡ ✕ ✐❧ ♥❡ ❧❡ ✜t q✉✬❡♥ ✶✽✹✽ ✕ ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❈❛②❧❡② ❡st r❡sté ❛tt❛❝❤é ❛✉① ♦❝t❛✈❡s ❛✉ ❞étr✐♠❡♥t
❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ●r❛✈❡s✳
✶✽
❊♥ ✶✽✺✽✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ét✉❞❡ ✭❬✸✼❪✮ q✉✐ ✜t ❞❛t❡✱ ❆rt❤✉r ❈❛②❧❡② ❝ré❡ ❧❡ ❝❛❧✲
❝✉❧ ♠❛tr✐❝✐❡❧✶✻✱ ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t ❡♥ ♦✉tr❡ q✉❡ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ s✬❛✈èr❡
❝♦♠♠♦❞❡ ♣♦✉r ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ■❧ ❢❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❧✐❡♥ ❞❛♥s s♦♥
♠é♠♦✐r❡ ❡♥tr❡ ❧❡s q✉❛t❡r♥✐♦♥s ❡t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s✱ ❡♥ ♥♦t❛♥t q✉✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞✬♦r❞r❡ ✷ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♠♣❧❡①❡s ✈ér✐✜❡
❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛t❡r♥✐♦♥s✶✼✳ ❈❡❧❛ ❞✐t✱ s✐ ❈❛②❧❡② ❞é✜♥✐t ❧❛
s♦♠♠❡ ❡t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s✉r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s✱ ✐❧ ♥❡ ♣ré❝✐s❡ ♣❛s q✉✬❡❧❧❡s ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡
❛❧❣è❜r❡✱ ❡t ✐❧ ❢❛✉❞r❛ ❛tt❡♥❞r❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡ ✉❧tér✐❡✉rs ♣♦✉r ré❡❧❧❡♠❡♥t
❡①♣❧♦✐t❡r ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡s ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s✳
❈✬❡st ❡♥ ✶✽✼✵ q✉✬❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡ ❝❡tt❡ ✐❞é❡ ❞✬✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s
♥♦♠❜r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ✈ér✐✜❛♥t✱ s✐ ❝❡ ♥✬❡st t♦✉t❡s✱ ❡♥ t♦✉t ❝❛s ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡
❧♦✐s ❞❡ ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❣érér❛❧❡✳ ❈✬❡st ❇❡♥❥❛♠✐♥ P❡✐r❝❡ q✉✐ s✬❡♥ ❝❤❛r❣❡ ❞❛♥s s♦♥
♠é♠♦✐r❡ ▲✐♥❡❛r ❆ss♦❝✐❛t✐✈❡ ❆❧❣❡❜r❛s✱ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❡①♣♦sé ❞❡✈❛♥t ❧❛ ◆❛t✐♦✲
♥❛❧ ❆❝❛❞❡♠② ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡ ❞❡ ❲❛s❤✐♥❣t♦♥✱ ♣✉✐s ❧✐t❤♦❣r❛♣❤✐é à ❝❡♥t ❡①❡♠♣❧❛✐r❡s✱
❛✈❛♥t ❞✬êtr❡ é❞✐té ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣♦st❤✉♠❡ ❡♥ ✶✽✽✶ ❬✶✼✽❪✳ P❛r ❛❧❣è❜r❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛ss♦✲
❝✐❛t✐✈❡✶✽ ✐❧ ❢❛✉t ❡♥t❡♥❞r❡ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✱ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡✱ ❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❡t ❝♦♠♠✉t❛♥t
❛✈❡❝ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r ♣❛r ✉♥ ♥♦♠❜r❡✳ P❡✐r❝❡ ❡st ♣❡✉t✲êtr❡ ✉♥
❞❡s ♣r❡♠✐❡rs à s✬✐♥tér❡ss❡r à ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❡t ✐♥tr♦❞✉✐t q✉❡❧q✉❡s
❝♦♥❝❡♣ts✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡✉① ❞✬é❧é♠❡♥ts ✐❞❡♠♣♦t❡♥ts✱ ♥✐❧♣♦t❡♥ts✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ❞é✲
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥s✉✐t❡ ❛♣♣❡❧é❡ ✏❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ P❡✐r❝❡✑✱ q✉✐ ❛✉r♦♥t ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡
✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ✉❧tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡✳
❙✉r ❧❡ ❝♦♥t✐♥❡♥t✱ ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ✏q✉❛♥t✐tés ❝♦♠♣❧❡①❡s✑ ♦✉ ✏♥♦♠❜r❡s ❝♦♠✲
♣❧❡①❡s✑ ❡st ♣r✐✈✐❧é❣✐é❡✳ ▲❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s s♦♥t à ❡♥t❡♥❞r❡
❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❧❛ ✜♥ ❞✉ ❳■❳è♠❡ s✐è❝❧❡✳
▲❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ✏s②stè♠❡ ❤②♣❡r❝♦♠♣❧❡①❡✑ ❢❛✐t ❡♥s✉✐t❡ s♦♥ ❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❡t ❞é✲
s✐❣♥❡ ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✭♠❛✐s ♣❧✉s ❢♦r❝é♠❡♥t ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✮✳ ❈❡tt❡ ❛♣✲
♣❡❧❧❛t✐♦♥ s❡ tr♦✉✈❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ❆❧❧❡♠❛❣♥❡✱ ❝❤❡③ ❋r♦❜❡♥✐✉s ❡♥ ✶✾✵✸✱
✶✻▲❡s ♠❛tr✐❝❡s ❢✉r❡♥t s❡♠❜❧❡✲t✲✐❧ ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣❛r ❙②❧✈❡st❡r ❡♥ ✶✽✺✵ ✭❝❢✳ ❬✷✶✻❪✱ ❚♦♠❡ ■✱
✶✹✺✲✶✺✶✮ ♠❛✐s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❝♦♠♠♦❞❡ ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s
❞ét❡r♠✐♥❛♥ts ♠✐♥❡✉rs✳
✶✼❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ❞✐r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♠♦❞❡r♥❡ q✉❡ ❈❛②❧❡② ré❛❧✐s❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ à ❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡s q✉❛t❡r✲
♥✐♦♥s ❝♦♠♠❡ s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡ ❞❡ M2(C) ❡t ❝❡❝✐✱ ✈✐❛ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥
a+ bi+ cj + dk →
(
a+ di b+ ci
−b+ ci a− di
)
.
✶✽P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡s ❢✉r❡♥t s♦✉✈❡♥t ❛♣♣❡❧é❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t ✏❛❧❣è❜r❡s ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡s✑ ✈♦✐r❡ ✏❛❧❣è❜r❡s✑✳ ❉♦ré♥❛✈❛♥t✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❡s
r❛❝❝♦✉r❝✐s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛ t♦✉❥♦✉rs ❛✈♦✐r à ❧✬❡s♣r✐t q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s ♣❛r❧❡r♦♥s
❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐r❛ t♦✉❥♦✉rs ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡
❜❛s❡ à s♣é❝✐✜❡r✳
✶✾
♣✉✐s ♣❧✉s t❛r❞ ❝❤❡③ ❇r❛✉❡r ❡t ◆♦❡t❤❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳ ▲✬❛♣♣❡❧❧❛t✐♦♥ ✏❛ss♦❝✐❛✲
t✐✈❡ ❛❧❣❡❜r❛✑ ♦✉ t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✏❛❧❣❡❜r❛✑ ❡st ♣❧✉tôt ❛♥❣❧♦✲s❛①♦♥♥❡ ✭♠ê♠❡
s✐ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✷✸✹❪ ❞❡ ❲❡❞❞❡r❜✉r♥ ❡st ✉♥❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♥♦t❛❜❧❡✮✳
▲❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❛♥❣❧♦✲s❛①♦♥♥❡s ♦♥t été très ❢❡rt✐❧❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡
♠♦✐t✐é ❞✉ ❳■❳è♠❡ s✐è❝❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s✱ à tr❛✈❡rs ♥♦t❛♠♠❡♥t
❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❈❛②❧❡②✱ ❞❡s P❡✐r❝❡ ❡t ❞❡ ❈❧✐✛♦r❞✳ ▲❡ s✉❝❝ès ❞❡s q✉❛t❡r♥✐♦♥s
❞✬❍❛♠✐❧t♦♥ ❡t ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ② s♦♥t ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❜❡❛✉✲
❝♦✉♣✳ ▲❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❝♦♥t✐♥❡♥t❛✉① ✕ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ❆❧❧❡♠❛❣♥❡ ✕ ♥❡
s♦♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s à ♥é❣❧✐❣❡r✱ ❡t ♣rés❡♥t❡♥t s♦✉✈❡♥t ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞✐✛ér❡♥t✳
❆✐♥s✐ ❋r♦❜❡♥✐✉s ❛ ❞é♠♦♥tré ❡♥ ✶✽✼✽ ❬✽✾❪ q✉❡ ❧❡s s❡✉❧❡s ❛❧❣è❜r❡s à ❞✐✈✐s✐♦♥ s✉r
R s♦♥t R✱ C ❡t ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡s q✉❛t❡r♥✐♦♥s✶✾✳ ❉❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞é❥à ❝✐té ❬✷✸✽❪ ❞❡
❲❡✐❡rstr❛ss✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ t♦✉t❡ ❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ s✉r R ♦✉ C ❡t
s❛♥s é❧é♠❡♥t ♥✐❧♣♦t❡♥t ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ❝♦♣✐❡s ❞❡ R ♦✉
C✳ ❈❡❝✐ ✜t ❝♦♥s✐❞ér❡r à ❲❡✐❡rstr❛ss q✉❡ ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡s ♥✬♦✛r❛✐❡♥t
r✐❡♥ ❞❡ ❜✐❡♥ ♥♦✉✈❡❛✉✷✵✳ ❘é♣♦♥❞❛♥t à ❲❡✐❡rstr❛ss ❞❛♥s ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❤♦♠♦♥②♠❡
❬✹✾❪✱ ❉❡❞❡❦✐♥❞ r❡tr♦✉✈❡✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❲❡✐❡rstr❛ss✱
♠❛✐s ❡st ♣❧✉s ❡♥t❤♦✉s✐❛st❡ ❝❛r ✐❧ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝♦r♣s✱ t❡❧❧❡
q✉✬✐❧ ❧✬❛✈❛✐t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❡♥ ✶✽✼✶ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✺✾ ❞❡s ❱♦r❧❡s✉♥❣❡♥ ü❜❡r
❩❛❤❧❡♥t❤❡♦r✐❡ ❬✺✻❪✱ s❡ r❛♠è♥❡ à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❤②♣❡r❝♦♠♣❧❡①❡s ❡♥
r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡ ❜❛s❡ Q ♣❛r R ♦✉ C✳
❆ ❧❛ ✜♥ ❞✉ ❳■❳è♠❡ s✐è❝❧❡✱ ❞❡✉① ♠é♠♦✐r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ♠❛✐s ❛✉① rés✉❧t❛ts
❛ss❡③ s✐♠✐❧❛✐r❡s ♣❡r♠✐r❡♥t ✉♥❡ ❛✈❛♥❝é❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s
str✉❝t✉r❡s ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s s✉r R ❀ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ Ü❜❡r ❙②st❡♠❡ ❤ö❤❡r❡r ❝♦♠♣❧❡①❡r
❩❛❤❧❡♥ ❬✶✻✼❪ ✭✶✽✾✶✮ ❞❡ ❚❤❡♦❞♦r ▼♦❧✐❡♥ ❡t ❞❡ ▲❡s ❣r♦✉♣❡s ❜✐❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ❧❡s
s②stè♠❡s ❞❡ ♥♦♠❜❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❬✸✺❪ ✭✶✽✾✽✮ ❞✬❊❧✐❡ ❈❛rt❛♥✳ ❊♥tr❡ ❛✉tr❡s ❝❤♦s❡s
♥♦t❛❜❧❡s✱ ✐❧s ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛❧❣è❜r❡ ✏s✐♠♣❧❡✑ ❡t ♣r♦✉✈❡♥t ✕ ❡♥ ❞❡s
t❡r♠❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❡rt❡s ✕ q✉❡ t♦✉t❡ ❛❧❣è❜r❡ s✐♠♣❧❡ s✉r C ❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡
❞❡ ♠❛tr✐❝❡s✳ ◆♦✉s ♥✬ét✉❞✐❡r♦♥s ♣❛s ❝❡s tr❛✈❛✉① ♠❛✐s é✈♦q✉❡r♦♥s ❞❛♥s ✉♥
♣r♦❝❤❛✐♥ ❝❤❛♣✐tr❡ ❧❡ ❖♥ ❍②♣❡r❝♦♠♣❧❡① ◆✉♠❜❡rs ❞❡ ❲❡❞❞❡r❜✉r♥ ❬✷✸✹❪ q✉✐
r❡♣r❡♥❞ ❞❡s ✐❞é❡s ❞❡ ▼♦❧✐❡♥ ❡t ❈❛rt❛♥ ❡t ❞é♠♦♥tr❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❣r❛♥❞ t❤é♦rè♠❡
❞❡ str✉❝t✉r❡ s✉r ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s s✐♠♣❧❡s ✭❡♥ ♥❡ s❡ ❧✐♠✐t❛♥t ♣❧✉s à ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s
s✉r R ♦✉ C✮✳ ▼ê♠❡ s✐ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♥♦✉s ❧❛♥❝❡r ❞❛♥s ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞ét❛✐❧❧é❡
❞❡ ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ q✉✐ ♥❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✱ ✐❧
❡st ♥é❛♥♠♦✐♥s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts✱ ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❡t ❧❡s ✐❞é❡s
❞❡ ♣r❡✉✈❡ ♠✐s ❡♥ ❥❡✉✳
✶✾◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s ❝❡tt❡ ❛❧❣è❜r❡ H ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳
✷✵❈❢✳ ❬✷✸✽❪ ♣✳ ✹✶✶ ✿ ✏❞✐❡ ❆r✐t❤♠❡t✐❦ ❞❡r ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❝♦♠♣❧❡①❡♥ ●röß❡♥ ③✉ ❦❡✐♥❡♠ ❘❡s✉❧✲
t❛t❡ ❢ü❤r❡♥ ❦❛♥♥✱ ❞❛s ♥✐❝❤t ❛✉s ❊r❣❡❜♥✐ss❡♥ ❞❡r ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡r ❝♦♠♣❧❡①❡♥ ●röß❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡r
♦❞❡r ♠✐t ③✇❡✐ ❍❛✉♣t❡✐♥❤❡✐t❡♥ ♦❤♥❡ ❲❡✐t❡r❡s ❛❜❧❡✐t❜❛r ✇är❡✑✳
✷✵
✶✳✷ ❋✳ ●✳ ❋r♦❜❡♥✐✉s ✿ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥
❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡
▲❡ ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥ ❛❧❧❡♠❛♥❞ ❋❡r❞✐♥❛♥❞ ●❡♦r❣ ❋r♦❜❡♥✐✉s ✭✶✽✹✾✲✶✾✶✼✮ ❡st
❧❛ ✜❣✉r❡ ❞❡ ♣r♦✉❡ ❞❡ ❧✬é❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tèr❡s ❡t ❞❡s r❡♣ré✲
s❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ✜♥✐s✳ ❉❛♥s ✉♥❡ sér✐❡ ❞✬❛rt✐❝❧❡s r❡❣r♦✉♣és s✉r ❧❡s ❛♥♥é❡s
✶✽✾✻✲✾✼✱ ❋r♦❜❡♥✐✉s ❞é✜♥✐t ❧❡s ❝❛r❛❝tèr❡s ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐✱ ♣✉✐s ❧❡s r❡♣rés❡♥✲
t❛t✐♦♥s✱ ❡t ét❛❜❧✐t ♣❧✉s✐❡✉rs rés✉❧t❛ts ❧❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t✳
▲❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ✏❈❤❛r❛❦t❡r✑ ❡♥ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❀ ❧❛ ♥♦t✐♦♥
❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ✜♥✐ tr♦✉✈❡ s♦♥ ♦r✐❣✐♥❡ ❞❛♥s ❧❡s❉✐sq✉✐s✐t✐♦♥❡s
❆r✐t❤♠❡t✐❝❛❡ ❞❡ ●❛✉ss✷✶ ❡t ❛ été ré✉t✐❧✐sé❡ ❡t r❡❢♦r♠✉❧é❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ♣❛r
❉✐r✐❝❤❧❡t ❡t ❉❡❞❡❦✐♥❞ ❥✉sq✉✬à ❛❝q✉ér✐r s❛ ❢♦r♠❡ ♠♦❞❡r♥❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠❛✐♥s
❞✬❍❡✐♥r✐❝❤ ❲❡❜❡r✷✷✱ q✉✐ ② ❝♦♥s❛❝r❡ q✉❡❧q✉❡s ♣❛r❛❣r❛♣❤❡s ❞❡ s♦♥ ▲❡❤r❜✉❝❤
❞❡r ❆❧❣❡❜r❛✷✸✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st✱ ❡♥ t❡r♠❡s ♠♦❞❡r♥❡s✱ ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡✷✹ ✿
❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ✜♥✐✳ ❯♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ χ : G→ C ❡st ❛♣♣❡❧é❡
❝❛r❛❝tèr❡ ❞❡ G s✐✱ ♣♦✉r t♦✉s é❧é♠❡♥ts A ❡t B ❞❡ G✱ χ(AB) = χ(A)χ(B)✳
P♦✉r ❲❡❜❡r✱ ❧❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ✉t✐❧✐té ❞❡s ❝❛r❛❝tèr❡s rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧✬❛✐❞❡ q✉✬✐❧s
❛♣♣♦rt❡♥t à ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ✜♥✐✳ ❙♦♥
♣r✐♥❝✐♣❛❧ rés✉❧t❛t ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✷✺ ♣❡✉t êtr❡ r❡♥❞✉ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❙✐ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ✜♥✐ G ♣♦ssè❞❡ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ H ❞✬♦r❞r❡ h ❡t ❞✬✐♥❞✐❝❡
j ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t j ❝❛r❛tèr❡s ❞❡ G ✈❛❧❛♥t 1 ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡
H ❡t t❡❧s q✉✬ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ é❧é♠❡♥t q✉❡❧❝♦♥q✉❡ g ❞❡ G\H ✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉
✷✶❊❧❧❡ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s✱ ❝❢✳ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡
❞❡ ❬✹✹❪✳
✷✷❈❢✳ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❬✶✵✸❪✳
✷✸P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❝❢✳ ❬✷✸✸❪✱ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳
✷✹❲❡❜❡r s✬❡♠♣r✐♠❛✐t ❛✐♥s✐✱ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✶ ♣✳ ✹✹ ✿
✏❲❡♥♥ ✇✐r ❥❡❞❡♠ ❊❧❡♠❡♥t❡ A ✐r❣❡♥❞✇✐❡ ❡✐♥❡♥ ❩❛❤❧❡♥✇❡rt❤ ③✉♦r❞♥❡♥✱ s♦ ❦ö♥♥❡♥ ✇✐r
❞✐❡s❡ ❩✉♦r❞♥✉♥❣ ❡✐♥❡ ❋✉♥❝t✐♦♥ ✈♦♥ A ♥❡♥♥❡♥✳ ❊✐♥❡ s♦❧❝❤❡ ❋✉♥❝t✐♦♥ ✈♦♥ A s♦❧❧ ♥✉♥ ❡✐♥
●r✉♣♣❡♥❝❤❛r❛❦t❡r ❣❡♥❛♥♥t ✇❡r❞❡♥✱ ✇❡♥♥ s✐❡ ❢ür ❥❡ ③✇❡✐ ❊❧❡♠❡♥t❡ A✱ A
′
✈♦♥ S ❬❧❡ ❣r♦✉♣❡❪
❞❡r ❇❡❞✐♥❣✉♥❣ ❣❡♥ü❣t
χ(AA
′
) = χ(A)χ(A
′
),
✉♥❞ ❢♦❧❣❧✐❝❤ ❛✉❝❤ ❞❡r ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡r❡♥
χ(AA
′
A
′′
...) = χ(A)χ(A
′
)χ(A
′′
)...“
✷✺❈❢✳ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼ ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✷ ❞❡ ❬✷✸✸❪✳
✷✶
♠♦✐♥s ✉♥ ❞❡ ❝❡s ❝❛r❛❝tèr❡s ❛②❛♥t ❡♥ g ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ 1✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ❝❡s ❝❛r❛❝tèr❡s ❢♦r♠❡ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✐s♦♠♦r♣❤❡ à G/H✳✷✻
P♦✉r êtr❡ t♦✉t à ❢❛✐t ❝❧❛✐r s✉r ❧✬ét❛t ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❡t ❞❡s ✉s❛❣❡s ❞❡s ♠❛✲
t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s ❞❡ ❧✬é♣♦q✉❡✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s r❛♣♣❡❧❡r q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ✭❝♦♠♠❡ ❲❛❧t❡r
❉②❝❦ ❡t ❍❡✐♥r✐❝❤ ❲❡❜❡r✱ ❡✉①✲♠ê♠❡s ✐♥s♣✐rés ♣❛r ❧❡s ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥s ❞❡ ❈❛②❧❡②✮
❛✈❛✐❡♥t ❞é❥à ♣r✐s ♣♦✉r ❤❛❜✐t✉❞❡ ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❛❜s✲
tr❛✐ts✱ ❞♦♥t ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ét❛✐t ✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡ ✭❡t ♥♦♥ ♣❧✉s ❢♦r❝é♠❡♥t
❞❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ♦✉ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✱ ❡t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡✉①
❣r♦✉♣❡s ✐s♦♠♦r♣❤❡s ❝♦♠♠❡ ✉♥ s❡✉❧ ❡t ♠ê♠❡ ♦❜❥❡t✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s
❛❜é❧✐❡♥s ✜♥✐s✷✼✱ ♣✉✐s ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐✷✽✱ ❢✉t ❞ét❡r♠✐♥é❡ ❛✉
❝♦✉rs ❞❡s ❛♥♥é❡s ✶✽✼✵✳ ■❧ ét❛✐t ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ét❛❜❧✐ q✉❡ ❧❡s ✈❛✲
❧❡✉rs ❞❡s ❝❛r❛❝tèr❡s s♦♥t ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ ❧✬✉♥✐té✱ ❞♦♥t ❧✬♦r❞r❡ ❞✐✈✐s❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✉
❣r♦✉♣❡✱ ❡t q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tèr❡s ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ✜♥✐ G ❢♦r♠❡ ✉♥
❣r♦✉♣❡ ✐s♦♠♦r♣❤❡ à G✳
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♠❡♥❝é à ❧✬é✈♦q✉❡r✱ ❋r♦❜❡♥✐✉s ❡st ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛r✲
t✐s❛♥ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tèr❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ✜♥✐s✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡①♣❧✐q✉❡r
r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡♥t s✬❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ❧❛ ❣❡♥ès❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡✱ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t
❧✬é❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐✱ ♠❛✐s ✐❧ ❢❛✉t t♦✉t
❞✬❛❜♦r❞ ❛✈♦✐r à ❧✬❡s♣r✐t q✉❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♥❡ ♣♦✉✈❛✐t ♣❛s êtr❡ ✉♥❡ s✐♠♣❧❡
❝♦♣✐❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ✜♥✐✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❡ ♠♦r✲
♣❤✐s♠❡ tr✐✈✐❛❧ ❡st ❜✐❡♥ s♦✉✈❡♥t ❧❡ s❡✉❧ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐
❞❛♥s C✱ ❡t ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❝❡ ❣r♦✉♣❡✱ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s C✱ ❡st ❞♦♥❝
très ❧✐♠✐té❡✳✳✳
❈✬❡st ✉♥❡ ❧❡ttr❡ ❞❡ ❉❡❞❡❦✐♥❞ à ❋r♦❜❡♥✐✉s✱ ❞❛té❡ ❞✉ ✷✺ ♠❛rs ✶✽✾✻✱ q✉✐
❝♦♥❞✉✐s✐t ❝❡ ❞❡r♥✐❡r à ❞é✜♥✐r ❛✈❡❝ ✉♥❡ très ❣r❛♥❞❡ r❛♣✐❞✐té ❧❡s ❝❛r❛❝tèr❡s
❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ❝r✉❝✐❛❧ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t✷✾✳ ❉❡❞❡❦✐♥❞ ❢❛✐t ♣❛rt à
❋r♦❜❡♥✐✉s ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐✱ q✉✬✐❧ ❛✈❛✐t ❞é❥à
❝♦♥s✐❞éré❡ ❡♥ ✶✽✽✻ ✕ ♠❛✐s ❛✉ s✉❥❡t ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ ♥❡ ♣✉❜❧✐❛ r✐❡♥✳ ❙♦✐❡♥t gk✱
k = 1, ..., n✱ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ G ❞✬♦r❞r❡ n ❡t s♦✐❡♥t n ✐♥❞ét❡r♠✐✲
♥é❡s xi✱ i = 1, ..., n ❀ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡
Θ(x) = Det(xgig−1j )i,j=1,...,n✱ ♦ù xk ❡t xgk s♦♥t ✐❞❡♥t✐✜és✳ ❉❡❞❡❦✐♥❞ ❡①♣❧✐q✉❡
q✉❡ s✐ G ❡st ❛❜é❧✐❡♥ ❛❧♦rs Θ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❧✐♥é❛✐r❡s✱
✷✻G ét❛♥t ❛❜é❧✐❡♥✱ t♦✉t s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ H ❡st ❞✐st✐♥❣✉é ❡t ❧❡ q✉♦t✐❡♥t G/H ❢♦r♠❡ ✉♥ ❣r♦✉♣❡
❛❜é❧✐❡♥✳ ❲❡❜❡r s❛✈❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tèr❡s ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ✜♥✐ G
❢♦r♠❛✐t ✉♥ ❣r♦✉♣❡✱ ✐s♦♠♦r♣❤❡ à G✳ ▲❡s j ❝❛r❛❝tèr❡s ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r♠❡♥t
❞♦♥❝ ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tèr❡s ❞❡ G/H✳
✷✼❈❢✳ ❬✶✸✾❪✳
✷✽❈❢✳ ❬✾✻❪✳
✷✾❈❢✳ ❬✹✹❪ ♣✳ ✺✶✳
✷✷
s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ Θ(x) =
n∏
s=1
n∑
r=1
ψs(r)xr✱ ♦ù ❧❡s ψs s❡ tr♦✉✈❡♥t êtr❡ ❧❡s ❝❛r❛❝tèr❡s
❞✉ ❣r♦✉♣❡✳ ❉❡❞❡❦✐♥❞ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ♣✉ ♥♦t❡r s✉r q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s q✉❡✱ ❧♦rsq✉❡
G ♥✬❡st ♣❛s ❛❜é❧✐❡♥✱ Θ(x) ♣♦ssè❞❡ ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s✳ ■❧
♣r♦♣♦s❡ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ❤②♣❡r❝♦♠♣❧❡①❡s ❛✜♥ ❞✬é❧❛r❣✐r
❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡t ❞❡ r❡♥❞r❡ ❛✐♥s✐ ❝❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ❡♥ ❢❛❝✲
t❡✉rs ❧✐♥é❛✐r❡s✸✵✳ ◗✉✬✐❧ ❛✐t ❡✉ ❝❡tt❡ ✐❞é❡ ❡st ❧♦✐♥ ❞✬êtr❡ ét♦♥♥❛♥t ✈✉ q✉✬✐❧ ❛✈❛✐t
ré✢é❝❤✐ ❛✉① s②stè♠❡s ❤②♣❡r❝♦♠♣❧❡①❡s ❡♥ ✶✽✽✺✱✸✶ s♦✐t ✉♥ ❛♥ ❛✈❛♥t ❞❡ ❝♦♥s✐✲
❞ér❡r ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐✳ ▲✬❛tt❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❉❡❞❡❦✐♥❞ s❡♠❜❧❛✐t ♣❧✉s
t♦✉r♥é❡ ✈❡rs ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❤②♣❡r❝♦♠♣❧❡①❡ ♠✐♥✐♠❛❧ s✉r ❧❡✲
q✉❡❧ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞✉ ❣r♦✉♣❡ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r❛✐t ❡♥ ❢❛❝t❡✉rs ❧✐♥é❛✐r❡s ❀ ❝♦♠♠❡
❧❡ ♣r♦♣♦s❡ ❚❤♦♠❛s ❍❛✇❦✐♥s✸✷✱ ♦♥ ♣❡✉t ✐♠❛❣✐♥❡r q✉❡ ❉❡❞❡❦✐♥❞ ❡s♣ér❛✐t tr♦✉✲
✈❡r ✉♥ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ ❡t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ❣r♦✉♣❡✱
♥♦t❛♠♠❡♥t ❝❛r ✐❧ s✉❣❣ér❛ ✉♥ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❧✐♥é❛✐r❡s
❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ ♥♦♥ ❛❜é❧✐❡♥ ❡t s❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞✐st✐♥❣✉és✳
❋r♦❜❡♥✐✉s ♥✬❛ ♠❛♥✐❢❡st❡♠❡♥t ♣❛s été s❡♥s✐❜❧❡ à ❧❛ ✈♦❧♦♥té ❞❡ ❉❡❞❡❦✐♥❞
❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❤②♣❡r❝♦♠♣❧❡①❡s ❛✜♥ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs ✐r✲
ré❞✉❝t✐❜❧❡s ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞✉ ❣r♦✉♣❡✸✸ ✕ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✈♦✐r q✉❡
❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❛r❛❝tèr❡s ❡t ❧❡s s②stè♠❡s ❤②♣❡r❝♦♠♣❧❡①❡s s❡ ❢❡r❛ ♠❛❧❣ré
t♦✉t ❡♥tr❡ s❡s ♠❛✐♥s✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ s✉❣❣éré❡ ♣❛r
❉❡❞❡❦✐♥❞✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ✈✐✈❡♠❡♥t ✐♥tér❡ssé ♣❛r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡
❣r♦✉♣❡✱ ❋r♦❜❡♥✐✉s ❞❡♠❛♥❞❛ à ❉❡❞❡❦✐♥❞ s✬✐❧ ♣♦ssé❞❛✐t ♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r
❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡t ❧❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥s✐❞éré✳ ❉❡❞❡❦✐♥❞
ré♣♦♥❞✐t ❡♥ ❝♦♥❥❡❝t✉r❛♥t q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ Θ(x) ❝♦ï♥❝✐❞❡
❛✈❡❝ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✉ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❝♦♠♠✉t❛t❡✉rs ❞❡ G✳✸✹
❈❡s ♣r♦♣♦s ❞❡ ❉❡❞❡❦✐♥❞ ✭✐❝✐ ❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t rés✉♠és✮ ♦♥t s❡♠❜❧❡✲t✲✐❧ s✉✣ à
❋r♦❜❡♥✐✉s ♣♦✉r ✐♠❛❣✐♥❡r ❡t é❝❤❛✛❛✉❞❡r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tèr❡s ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡
✜♥✐✱ ❡t ❝❡ à ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ st✉♣é✜❛♥t❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ♣✉❜❧✐❛ tr♦✐s ❛rt✐❝❧❡s ✭❬✾✵❪✱ ❬✾✶❪ ❡t
❬✾✷❪✮ ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❝❡ s✉❥❡t ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ s❡✉❧❡ ❛♥♥é❡ ✶✽✾✻✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r✱ Ü❜❡r
✈❡rt❛✉s❝❤❜❛r❡ ▼❛tr✐③❡♥✱ ♥❡ tr❛✐t❡ ♣❛s ❡♥ s♦✐ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ♠❛✐s
❞❡ rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❤②♣❡r❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❞é♠♦♥trés ✈✐❛ ❧❛ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥
❞❡ ♠❛tr✐❝❡s✱ ❡t q✉✐ s♦♥t ❡♥ t❡r♠❡s ♠♦❞❡r♥❡s ❞✉ r❡ss♦rt ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s
✸✵❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ x2 + x+ 1✱ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ s✉r R✱ ❞❡✈✐❡♥t ré❞✉❝t✐❜❧❡
❧♦rsq✉✬♦♥ ❛✉t♦r✐s❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥s ❞❛♥s C = R[i] ✿ x2 + x+ 1 = (x− j)(x− j2)✳
✸✶❈❢✳ ❬✹✾❪✳
✸✷❈❢✳ ❬✶✵✸❪ ♣✳ ✺✶✳
✸✸❈❢✳ ❬✶✵✺❪ ♣✳ ✷✷✹✳
✸✹❈❡ q✉✐ ❢❛✐t q✉✬♦♥ ② r❡tr♦✉✈❡ ❜✐❡♥ ❧❡ ❝❛s ❛❜é❧✐❡♥ ❝♦♠♠❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✈✉ q✉❡ ❞❛♥s ❝❡
❝❛❞r❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✉ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❝♦♠♠✉t❛t❡✉rs ✭é✈✐❞❡♠♠❡♥t tr✐✈✐❛❧✮ ❡st n ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ Θ(x) ❡st n é❣❛❧❡♠❡♥t✱ ❝❡✉①✲❝✐ ét❛♥t ♣❛r❛♠étrés ♣❛r ❧❡s ❝❛r❛❝tèr❡s
❞❡ G✳
✷✸
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡s✳ ❊♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❋r♦❜❡♥✐✉s r❡✈✐❡♥t
s✉r ❧❡s ❛rt✐❝❧❡s ❞❡ ❲❡✐❡rstr❛ss ✭❬✷✸✽❪✮ ❡t ❉❡❞❡❦✐♥❞ ✭❬✹✾❪✮ ✕ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à
é✈♦q✉és ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ✕ ❡t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❝❡ q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡ à
s❡s ②❡✉① ❧❡ ♣♦✐♥t ❞é❝✐s✐❢ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❛rt✐❝❧❡s✱ à s❛✈♦✐r ❧❡ rés✉❧t❛t ✿
❙♦✐❡♥t aα,β,γ ✱ α, β = 1, ..., n✱ γ = 1, ...,m✱ mn
2 q✉❛♥t✐tés q✉❡❧❝♦♥q✉❡s
❬❝♦♠♣❧❡①❡s❪ ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s∑
λ
aα,λ,γaλ,β,δ =
∑
λ
aα,λ,δaλ,β,γ.
❙✐ ❧✬♦♥ ♣♦s❡
aα,β =
∑
γ
aα,β,γxγ,
❛❧♦rs Det((aα,β)α,β=1,...,n) ❡st ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ n ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡s m
✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s x1✱✳✳✳✱xm✳
❈✬❡st ❉❡❞❡❦✐♥❞ q✉✐ ❛ ré❡❧❧❡♠❡♥t ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ❙❡s
❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ♣♦rt❡♥t s✉r ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❞✐ts ✏❝♦♠♣❧❡①❡s✑ ❀
❧❡✉rs é❧é♠❡♥ts s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ x =
n∑
i=1
eiξi✱ ♦ù ❧❡s ξi s♦♥t ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✭❛
♣r✐♦r✐ ré❡❧s ♦✉ ❝♦♠♣❧❡①❡s✮ ❡t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❜❛s❡ ei ✭♦✉ ✏❍❛✉♣t❡✐♥❤❡✐t❡♥✑✮
❞✉ s②stè♠❡✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ✉♥❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ❡t ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡
❡st ❞é✜♥✐❡ ❡♥tr❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ s②stè♠❡✳ ❈❡❧❛ ❢♦✉r♥✐t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ❧❡s
é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❜❛s❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s eres = eser ❡t (eres)et = (eret)es q✉✐✱ s✐ ❧✬♦♥
♣♦s❡ eres =
n∑
i=1
eiηi,rs✱ éq✉✐✈❛❧❡♥t à ✿
(1) ηt,rs = ηt,sr,
❡t
(2)
n∑
i=1
ηu,tiηi,rs =
n∑
i=1
ηu,siηi,rt, u = 1, ..., n.
❉é✜♥✐ss❛♥t ηr,s ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡
n∑
i=1
ηr,siξi✱ ♦ù ❧❡s ξi ❞és✐❣♥❡♥t ❞❡s ✈❛✲
r✐❛❜❧❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ❉❡❞❡❦✐♥❞ ét❛❜❧✐t q✉❡ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ϕ = Det((ηr,s)r,s=1,...,n)
❡st ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ n ❢❛❝t❡✉rs ❧✐♥é❛✐r❡s✸✺✳
✸✺❈❢✳ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✾✵✮✱ ❬✹✾❪ ♣✳ ✶✺✼✳
✷✹
▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❝✐té❡ ♣❛r ❋r♦❜❡♥✐✉s ❡st ♠❛♥✐❢❡st❡♠❡♥t à ♣❡✉ ❞❡ ❝❤♦s❡s ♣rès
❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉ rés✉❧t❛t ❞❡ ❉❡❞❡❦✐♥❞✳ P♦✉r ❧❛ ❞é♠♦♥tr❡r✱ ❋r♦❜❡♥✐✉s ❝♦♥s✐❞èr❡ m
♠❛tr✐❝❡s A1✱✳✳✳✱Am✱ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❣é♥ér❛✉① aα,β,γ ✱ α, β = 1, ..., n✱ γ = 1, ..., n✳
▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s
∑
λ
aα,λ,γaλ,β,δ =
∑
λ
aα,λ,δaλ,β,γ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡s ♠❛✲
tr✐❝❡s ❝♦♠♠✉t❡♥t ❞❡✉① à ❞❡✉①✸✻✳ ❙✐ x1✱✳✳✳✱xm ❡t r ❞és✐❣♥❡♥t ❞❡s ✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡s
❡t s✐ ❧✬♦♥ ♣♦s❡ A =
m∑
γ=1
Aγxγ ❛❧♦rs ❋r♦❜❡♥✐✉s ♦❜t✐❡♥t ✿
Det(A− rI) =
n∏
κ=1
(r
(κ)
1 x1 + ...+ r
(κ)
m xm − r),
♦ù ❧❡s r(κ)γ ❞és✐❣♥❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ Aγ✳✸✼ ▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ A s♦♥t
❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s aα,β =
∑
γ
aα,β,γxγ ❀ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t Det((aα,β)α,β=1,...,n) ❡st ❧❡
♣r♦❞✉✐t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s r(κ)1 x1+ ...+r
(κ)
m xm✱ q✉✐ s♦♥t ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ❧✐♥é❛✐r❡s
❞❡s xi✳
❉❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ❞✬✐❞é❡✱ ❋r♦❜❡♥✐✉s ♣r♦✉✈❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧❡ rés✉❧t❛t✸✽ ✿
❙♦✐❡♥t aα,β,γ ✱ α, β, γ = 1, ..., n✱ n
3 q✉❛♥t✐tés q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s
r❡❧❛t✐♦♥s
aα,β,γ = aα,γ,β,
∑
λ
aα,λ,γaλ,β,δ =
∑
λ
aα,λ,δaλ,β,γ.
P♦s♦♥s cκ,λ =
n∑
α,β=1
aα,β,κaβ,α,λ✳ ❙✐ Det((cκ,λ)κ,λ=1,...,n) ❡st ♥♦♥ ♥✉❧✱ ❛❧♦rs ❧❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ❧✐♥é❛✐r❡s ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧✬é❣❛❧✐té
Det(A− rI) =
n∏
κ=1
(r
(κ)
1 x1 + ...+ r
(κ)
n xn − r),
✸✻❊❧❧❡s ❡①♣r✐♠❡♥t ❧❡s é❣❛❧✐tés AγAδ = AδAγ ✳
✸✼❙✐ ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♠♣❧❡①❡s B ❡t C ❝♦♠♠✉t❡♥t ❛❧♦rs ❡❧❧❡s s♦♥t tr✐❣♦♥❛✲
❧✐s❛❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ♠ê♠❡ ❜❛s❡ ❀ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ B + C ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❛❧♦rs ❝❧❛✐r❡♠❡♥t
❝♦♠♠❡ ét❛♥t s♦♠♠❡s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ B ❡t ❞❡ C✳ ❈✬❡st ❝❡ rés✉❧t❛t✱ ❣é♥ér❛❧✐sé à ✉♥❡
❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❝♦♠♠✉t❛♥t ❞❡✉① à ❞❡✉①✱ q✉❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s ❛♣♣❧✐q✉❡ à A✳
✸✽P♦✉r ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❞❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s✱ ❝❢✳ ❬✹✹❪ ♣♣✳ ✺✸✲✺✹✳
✷✺
s♦♥t ❧❡s ✉♥✐q✉❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s✸✾
r
(κ)
β r
(κ)
γ =
n∑
α=1
aα,β,γr
(κ)
α , β, γ, κ = 1, ..., n.
❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t✹✵ ❞✬♦r❞r❡ n ❢♦r♠é ♣❛r ❝❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡st ♥♦♥ ♥✉❧✳
❋r♦❜❡♥✐✉s ✉t✐❧✐s❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝r✉❝✐❛❧❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❛r✲
t✐❝❧❡ Ü❜❡r ●r✉♣♣❡♥❝❤❛r❛❦t❡r❡ ❬✾✶❪ ❛✜♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s ❝❛r❛❝tèr❡s ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡
✜♥✐✳ ❆♣rès ② ❛✈♦✐r r❛♣♣❡❧é ❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ♣♦✉r ✉♥
❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ✜♥✐✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ q✉❡❧q✉❡s✲✉♥❡s ❞❡ s❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♣r♦♣r✐étés✱ ❡t
s♦✉❧✐❣♥é q✉❡ s❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ét❛✐t ✉♥ ❛❜♦✉t✐ss❡✲
♠❡♥t ❞❡ s♦♥ tr❛✈❛✐❧ s✉r ❞❡s r❡♠❛rq✉❡s ❞♦♥t ❧✉✐ ❛✈❛✐t ❢❛✐t ♣❛rt ❉❡❞❡❦✐♥❞ ❛✉
s✉❥❡t ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❧✐és à ❧❛ ❢♦✐s ❛✉① ❣r♦✉♣❡s ❡t ❛✉① ❞ét❡r♠✐♥❛♥ts✱ ❋r♦❜❡♥✐✉s
s❡ ♣❡♥❝❤❡ s✉r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐✳
■❧ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ q✉❡❧❝♦♥q✉❡H ❞✬♦r❞r❡ h ❡t ♣♦ssé❞❛♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡
k ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥✳ ❉és✐❣♥❛♥t ❝❡s ❝❧❛ss❡s ♣❛r ❧❡s ❧❡ttr❡s α✱ β✱ γ✱ ❡t❝✳✱
✐❧ ♥♦♠♠❡ hα✱ hβ✱ hγ✱ ❡t❝✳ ❧❡✉rs ❝❛r❞✐♥❛✉① r❡s♣❡❝t✐❢s✳ ◆♦t♦♥s hα,β ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❝♦✉♣❧❡s (A,B) s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ AB = 1✱ ♦ù A ❡t B ♣❛r❝♦✉r❡♥t
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡s ❝❧❛ss❡s α ❡t β✱ ❡t hα,β,γ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr✐♣❧❡ts
(A,B,C) s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ABC = 1✱ ♦ù A✱ B ❡t C ♣❛r❝♦✉r❡♥t r❡s✲
♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡s ❝❧❛ss❡s α✱ β ❡t γ✳ ❙♦✐❡♥t ❡♥ ♦✉tr❡ α
′
❧❛ ❝❧❛ss❡
✐♥✈❡rs❡✹✶ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ α ❡t aα,β,γ =
hα′ ,β,γ
hα
❀ ❋r♦❜❡♥✐✉s ♣r♦✉✈❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡s
r❡❧❛t✐♦♥s
aα,β,γ = aα,γ,β
❡t ∑
λ
aα,λ,γaλ,β,δ =
∑
λ
aα,λ,δaλ,β,γ.
◆♦t♦♥s pα,β =
∑
κ,λ
aκ,λ,αaλ,κ,β✳ ❋r♦❜❡♥✐✉s ♣r♦✉✈❡ q✉❡ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❝❡s
q✉❛♥t✐tés ❡st ♥♦♥ ♥✉❧✳ ■❧ ❡♥ ❞é❝♦✉❧❡✱ ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ q✉❡ ❧❡s
éq✉❛t✐♦♥s
rβrγ =
∑
α
aα,β,γrα
✸✾❊♥ ré❛❧✐té✱ ❋r♦❜❡♥✐✉s é❝r✐t ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝♦♥❞❡♥sé❡ rβrγ =
∑
α
aα,β,γrα✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ rα ❞és✐❣♥❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛♥t à 1, ..., n ❧❡s q✉❛♥t✐tés
r
(1)
α , ..., r
(n)
α ✳
✹✵❆ s❛✈♦✐r Det((r(κ)α )α,κ=1,...,n)✳
✹✶❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡s ✐♥✈❡rs❡s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ α✳
✷✻
❛❞♠❡tt❡♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t k s♦❧✉t✐♦♥s ❞✐st✐♥❝t❡s r1, ..., rk ❡t q✉❡ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t
❞✬♦r❞r❡ k ❢♦r♠é ♣❛r ❝❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡st ♥♦♥ ♥✉❧✳ ❙✐ ❡♥ ♦✉tr❡ x0✱✳✳✳✱xk−1 ❡t r ❞és✐✲
❣♥❡♥t ❞❡s ✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡s ❡t s✐ ❧✬♦♥ ♣♦s❡ aα,β =
∑
γ
aα,β,γxγ✱ ❋r♦❜❡♥✐✉s ♦❜t✐❡♥t
Det((aα,β − rδα,β)α,β) =
∏
κ
(r
(κ)
0 x0 + ...+ r
(κ)
k−1xk−1 − r).
❋r♦❜❡♥✐✉s ❞é✜♥✐t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❝❛r❛❝tèr❡s ❞❡ H ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✹✷
χ(κ) ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
r(κ)α =
hαχ
(κ)
α
f (κ)
,
♦ù f (κ) ❡st ✉♥ ❢❛❝t❡✉r q✉✬✐❧ ❞ét❡r♠✐♥❡ ♣ré❝✐sé♠❡♥t ✉❧tér✐❡✉r❡♠❡♥t✹✸✳ ❈❤❛q✉❡
❝❛r❛❝tèr❡ χ(κ) ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ k ♥♦♠❜r❡s χ(κ)α ✱ χ
(κ)
β ✱ ❡t❝✳ ❋r♦❜❡♥✐✉s
r❡♠❛♥✐❡ q✉❡❧q✉❡s ♣❛❣❡s ♣❧✉s ❧♦✐♥ s❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❛r❛❝tèr❡ χ(κ) ❡♥ ét❡♥❞❛♥t
s❛ s♦✉r❝❡ à t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ H ❡t ♥♦♥ ♣❧✉s s❡✉❧❡♠❡♥t ❛✉① ❝❧❛ss❡s ❀ ✐❧ ♣♦s❡
♣♦✉r ❝❡❧❛ χ(κ)(A) = χ(κ)α s✐ A ∈ α✳ ❆✐♥s✐ ❞é✜♥✐s ❧❡s ❝❛r❛❝tèr❡s s♦♥t ❜✐❡♥
é✈✐❞❡♠❡♥t ❝♦♥st❛♥ts s✉r ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ❞❡ A✳✹✹
▲❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ét❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❞é♣❛rt ❞❡s ré✢❡①✐♦♥s ❞❡ ❉❡✲
❞❡❦✐♥❞ ❡t ❞❡ ❧✬✐♥s♣✐r❛t✐♦♥ ❞❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s✳ ■❧ ② r❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t
❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ s♦♥ ❛rt✐❝❧❡✳ ❉❡❞❡❦✐♥❞ ❛✈❛✐t ♦❜t❡♥✉ q✉❡ s✐ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥s✐✲
❞éré ét❛✐t ❛❜é❧✐❡♥ ✭❡t ✜♥✐✮✱ s♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❛✐t ❡♥ ✉♥ ♣r♦❞✉✐t
❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❋r♦❜❡♥✐✉s ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✉✐ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ H ♠❛✐s ❛ ♣r✐♦r✐
♥♦♥ ❛❜é❧✐❡♥✳ P♦✉r r❡tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t
❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❡♥ ❢❛❝t❡✉rs ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ✐❧ ✐♠♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡s ✈ér✐✜❡♥t ❧❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s xAB = xBA ♣♦✉r t♦✉s é❧é♠❡♥ts A ❡t B ❞❡ H✳ ■❧ ♠♦♥tr❡ ❛❧♦rs q✉❡
❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t Θ(x) ❞✉ ❣r♦✉♣❡ H ✈ér✐✜❡ ✿
Θ(x) =
∏
κ
(
1
f (κ)
∑
α
hαχ
(κ)
α xα
)g(κ)
,
♦ù g(κ) ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧✳ ❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞✉
❣r♦✉♣❡ ♣♦ssè❞❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t k ❢❛❝t❡✉rs ♣r❡♠✐❡rs ❞✐st✐♥❝ts✱ ❡t q✉✬à ❝❤❛❝✉♥ ❞❡
❝❡s ❢❛❝t❡✉rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✉♥ ❝❛r❛❝tèr❡✳
❙♦♥ ❛rt✐❝❧❡ s✉✐✈❛♥t✱ Ü❜❡r ❞✐❡ Pr✐♠❢❛❝t♦r❡♥ ❞❡r ●r✉♣♣❡♥❞❡t❡r♠✐♥❛♥t❡ ❬✾✷❪✱
❛①é s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❡t ❞❡ s❡s ❢❛❝t❡✉rs✱ ♠♦♥tr❡ ❡♥tr❡
✹✷❆ ❝❤❛q✉❡ κ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s χ(κ) ❞❡s ❝❧❛ss❡s α, β, γ✱ ❡t❝✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t
♥♦t❡r χ(κ)(α) ♣♦✉r χ(κ)α ✳
✹✸■❧ ét❛❜❧✐t ❛ss❡③ r❛♣✐❞❡♠❡♥t f (κ) = χ(κ)(1)✳
✹✹■❧ ❡st ❞✬✉s❛❣❡ ❞✬❛♣♣❡❧❡r ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✉♥❡ ✏❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛ss❡✑✳
✷✼
❛✉tr❡s ❧✬é❣❛❧✐té g(κ) = (f (κ))2✱ ❡t ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① rés✉❧t❛ts q✉✬✐❧ ✉t✐❧✐s❡r❛
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s✳
✶✳✸ ❙✉r ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s
✶✳✸✳✶ ▲❡s ♣r❡♠✐❡rs ♣❛s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s
◆♦✉s ❛rr✐✈♦♥s ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ✶✽✾✼ ♦ù✱ s✉r s❛ ❧❛♥❝é❡ ❞❡ ❧✬❛♥♥é❡ ✶✽✾✻ ❡t ❞❡
s❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s s✉r ❧❡s ❝❛r❛❝tèr❡s✱ ❋r♦❜❡♥✐✉s ♣✉❜❧✐❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ Ü❜❡r ❞✐❡ ❉❛rst❡❧✲
❧✉♥❣ ❞❡r ❡♥❞❧✐❝❤❡♥ ●r✉♣♣❡♥ ❞✉r❝❤ ❧✐♥❡❛r❡ ❙✉❜st✐t✉t✐♦♥❡♥ ❬✾✸❪ q✉✐ ✐♥tr♦❞✉✐t
♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r♦✉♣❡✳ ❯♥❡ r❡♣rés❡♥t❛✲
t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ❛ttr✐❜✉❡r à t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts A✱ B✱ C✱ ❡t❝✳ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ H
❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ✐♥✈❡rs✐❜❧❡s ♥♦té❡s (A)✱ (B)✱ (C)✱ ❡t❝✳ t❡❧❧❡s q✉❡ s✐ AB = C ❞❛♥s
H ❛❧♦rs (A)(B) = (C)✳ ❊♥ t❡r♠❡s ♠♦❞❡r♥❡s ❝❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ❞✐r❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥
♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ H ❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ GLn(C)✱ ♦ù n ❡st ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❡♥t✐❡r✳
▲❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❧❡s tr❛✈❛✉① ♣ré❝é❞❡♥ts s✉r
❧❡s ❝❛r❛❝tèr❡s ❡st ❢♦✉r♥✐ ♣❛r ❋r♦❜❡♥✐✉s ❧✉✐✲♠ê♠❡ ✿ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❣r♦✉♣❡ H
❞✬♦r❞r❡ h✱ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ H ♣❛r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s (A)✱ (B)✱ ❡t❝✳ ❡t ❞❡s ✐♥✲
❞ét❡r♠✐♥é❡s xA✱ xB✱ ❡t❝✱ ✐❧ ❞é✜♥✐t ❧❛ ✏♠❛tr✐❝❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ H✑✹✺ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
à ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t
∑
R∈H
(R)xR✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❝❛r✲
ré❡ ❞✬♦r❞r❡ |H| ❡t ❞❡ t❡r♠❡ ❣é♥ér❛❧✹✻ xPQ−1 ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❛ss♦❝✐é❡
à ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✹✼✱ ❡t s♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ♥✬❡st ❛✉tr❡ q✉❡ ❧❡ ❞é✲
t❡r♠✐♥❛♥t ❞✉ ❣r♦✉♣❡ Θ✱ ❞♦♥t ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❡st à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❞❡
❋r♦❜❡♥✐✉s ✭❡t ❞❡ ❉❡❞❡❦✐♥❞✮✳ ❋r♦❜❡♥✐✉s ♠♦♥tr❡ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs✱ ❣râ❝❡ à ✉♥ rés✉❧t❛t
❞❡ ❬✾✷❪✱ q✉❡ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛✲
t✐♦♥✹✽ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❡st ❢♦r❝é♠❡♥t ✉♥ ❞✐✈✐s❡✉r ❞✬✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t
❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❀ ❝❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs ♣r❡♠✐❡rs ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧❛ r❡✲
♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s♦♥t ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ♣r❡♠✐❡rs ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞✉ ❣r♦✉♣❡✳ ■❧ q✉❛❧✐✜❡
❞❡ ✏♣r✐♠✐t✐✈❡✑✹✾ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❡st ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ♣r❡✲
✹✺✏❉✐❡ ③✉r ●r✉♣♣❡ H ❣❡❤ör✐❣❡ ▼❛tr✐①✑✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ♥❡ ❢❛✐t
♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ré❢ér❡♥❝❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞♦♥♥é✱ ♦♥ ❞✐r❛ ♣❧✉tôt ✏♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡✑✳
✹✻▲❡s é❧é♠❡♥ts P ❡t Q ♣❛r❝♦✉r❡♥t H✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ s❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥ ♦r❞r❡ s✉r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡
H ✭❝❡ q✉✐ ♥❡ ♣♦s❡ ❛✉❝✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ✈✉ q✉✬✐❧s s♦♥t ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐✮ ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ✉♥ s❡♥s à
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ H✳
✹✼■❧ s✬❛❣✐t s❡❧♦♥ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❛❝t✉❡❧ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✏ré❣✉❧✐èr❡✑✳ ▲❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝❡tt❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s♦♥t t♦✉t❡s ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞♦♥t t♦✉s ❧❡s ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥ts s♦♥t ♥✉❧s✱ ♠✐s à ♣❛rt ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ♣❛r ❧✐❣♥❡ ❡t ♣❛r ❝♦❧♦♥♥❡ ✈❛❧❛♥t ✶✮✱
❝❤❛q✉❡ ♠❛tr✐❝❡ (R) tr❛♥s❝r✐✈❛♥t ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t R ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ♣❛r tr❛♥s❧❛t✐♦♥ à ❞r♦✐t❡
s✉r ❧❡s ❛✉tr❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ❣r♦✉♣❡✳
✹✽❖♥ ♣❛r❧❡r❛ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ✏❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✑✳
✹✾❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ❞✬✐rré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❧✉s t❛r❞ ♣❛r ❙❝❤✉r✱ q✉❡
✷✽
♠✐❡r ❞❡ Θ✳ ❯♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ (A)✱ (B)✱ (C)✱ ❡t❝✳ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡✱ ✐❧ ❞✐t q✉❡
t♦✉t❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ P (A)P−1✱ P (B)P−1✱ P (C)P−1✱ ❡t❝✳✱ ♦ù P
❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ❧✉✐ ❡st ✏éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✑✳ ■❧ ♠♦♥tr❡ q✉❡
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❢❛❝t❡✉r ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ Φ ❞❡ Θ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❡
❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❡st ♣ré❝✐sé♠❡♥t Φ ✭❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ r❡♣ré✲
s❡♥t❛t✐♦♥s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❡st ❞♦♥❝ é❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ❞✉
❣r♦✉♣❡✮✳ ❙✐ χ ❡st ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❛ss♦❝✐é à Φ✱ ❛❧♦rs
Trace((R)) = χ(R).
❆✐♥s✐ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❝❛r❛❝tèr❡s ❡t ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s à ❧❡✉r
s✉❥❡t ❡t ❛✉ s✉❥❡t ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞✉ ❣r♦✉♣❡ s❡ ❢♦♥❞❡♥t ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡
❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❡t ② tr♦✉✈❡♥t ❞❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s r❡tr❛❝é ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❡s ♦r✐❣✐♥❡s ❡t ♣r❡♠✐❡rs ♣❛s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡
❞❡s ❝❛r❛❝tèr❡s ❡t ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❛✜♥ ❞✬❡♥ ♠♦♥tr❡r ❧❡s ❧✐❡♥s ♦r✐❣✐♥❡❧s ❛✈❡❝
❧❡s s②stè♠❡s ❤②♣❡r❝♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❛✜♥ ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❛✉ ❧❡❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡
❧❡s ❡♥❥❡✉① ♣r❡♠✐❡rs ❞❡ ❝❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛✲
t✐♦♥s r❡ç✉t r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱ ♣❛r ❋r♦❜❡♥✐✉s ❧✉✐✲♠ê♠❡ ♠❛✐s ❛✉ss✐
♣❛r ❞✬❛✉tr❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❇✉r♥s✐❞❡ ❡t ❙❝❤✉r✺✵✳ ▲❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞✉ ❣r♦✉♣❡✱ ♣♦✐♥t
❞❡ ❞é♣❛rt ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡✱ s✬❛✈ér❛ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ♠♦✐♥s ❡♥ ♠♦✐♥s ♣r✐♠♦r✲
❞✐❛❧✳ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
s❡ tr❛❞✉✐s❡♥t ❛✐sé♠❡♥t✱ ✈✐❛ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s✱ ❡♥ ❞❡s
♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❡♥ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐❛❣♦✲
♥❛❧❡ ♣❛r ❜❧♦❝s✳ ❆✐♥s✐ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ✏♣r✐♠✐t✐✈❡✑ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❛
♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❡st ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✳ P♦✉r ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ✐❞é❡ ❞❡ ❧❛
r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❡t ❞❡s ❝❛r❛❝tèr❡s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s
♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ q✉✬❡♥ ❢❛✐t ■ss❛✐ ❙❝❤✉r ❡♥ ✶✾✵✺ ❞❛♥s s♦♥ ❛rt✐❝❧❡
◆❡✉❡ ❇❡❣rü♥❞✉♥❣ ❞❡r ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡r ●r✉♣♣❡♥❝❤❛r❛❦t❡r❡ ❬✷✵✺❪✳ ❈✬❡st ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥
❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞✬✉♥ ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥ ❞♦♥t ❝❡rt❛✐♥s tr❛✈❛✉① s♦❧❧✐❝✐t❡♥t
✉♥❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s
❣r♦✉♣❡s✳
✶✳✸✳✷ ■✳ ❙❝❤✉r ✿ ✉♥❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s r❡✲
♣rés❡♥t❛t✐♦♥s
■ss❛✐ ❙❝❤✉r✺✶ ✭✶✽✼✺✲✶✾✹✶✮ ❝♦♥s❛❝r❛ s❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❛♥♥é❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣r✐♥✲
❝✐♣❛❧❡♠❡♥t à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❡t à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❊t✉❞✐❛♥t
♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❡♥ ✶✳✸✳✷
✺✵❈❢✳ ❬✹✹❪✳
✺✶P♦✉r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❜✐♦❣r❛♣❤✐q✉❡s s✉r ■ss❛✐ ❙❝❤✉r✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❝♦♥s✉❧t❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❬✹✹❪ ■❱✳✶✳
✷✾
à ❇❡r❧✐♥ à ♣❛rt✐r ❞❡ ✶✽✾✹✱ ✐❧ ② s♦✉t✐♥t s♦♥ ❞♦❝t♦r❛t ❡♥ ✶✾✵✶ ♣✉✐s ② ❢✉t ❡♥❣❛❣é
❡♥ t❛♥t q✉❡ Pr✐✈❛t❞♦③❡♥t ❡♥ ✶✾✵✸ ❀ ✐❧ ② ❞❡♠❡✉r❛ ❥✉sq✉✬❡♥ ✶✾✶✸✳ ■❧ ❝ôt♦②❛ ❞♦♥❝
❋r♦❜❡♥✐✉s✱ à ❇❡r❧✐♥ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞é✜♥✐t✐✈❡ à ❝♦♠♣t❡r ❞❡ ✶✽✾✸✱ q✉✐ ❢✉t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs
♠❡♠❜r❡ ❞✉ ❥✉r② ❞❡ s♦♥ ❞♦❝t♦r❛t✳ ❋r♦❜❡♥✐✉s ❡t ❙❝❤✉r tr❛✈❛✐❧❧❛♥t ❛✉ s❡✐♥ ❞❡
❧❛ ♠ê♠❡ ❯♥✐✈❡rs✐té s✉r ❧❡ ♠ê♠❡ s✉❥❡t✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❛ ❡✉
✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❝❡rt❛✐♥❡ s✉r ❧❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❞✉ s❡❝♦♥❞✱ ❡t ❧✬♦♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉✬✐❧s
♦♥t ÷✉✈ré ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t à ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❛rt✐❝❧❡s ✭❬✾✹❪ ❡t ❬✾✺❪✮✳
❉❛♥s ❬✷✵✺❪✱ ❙❝❤✉r s❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡ ❥❡t❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❜❛s❡s ♣♦✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s
❝❛r❛❝tèr❡s✺✷✳ ❆ ✈r❛✐ ❞✐r❡ ✉♥❡ r❡❢♦♥t❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ✈❡♥❛✐t ❥✉st❡ ❞✬êtr❡ ♣r♦♣♦sé❡
♣❛r ❲✐❧❧✐❛♠ ❇✉r♥s✐❞❡ ✭❬✸✸❪ ❡t ❬✸✹❪✮✱ ♠❛✐s ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❢❛✐s❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❛ t❤é♦r✐❡
❞❡s ❢♦r♠❡s ❤❡r♠✐t✐❡♥♥❡s✱ q✉❡ ❙❝❤✉r ♥✬❛ ❧✉✐ ♣❛s ✐♥té❣ré❡ à s❡s ❢♦♥❞❛t✐♦♥s✳ ❊♥
♦✉tr❡✱ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❙❝❤✉r ❡st r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ ❝❛r ✐❧ t✐r❡ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❜é♥é✜❝❡
❞✬✉♥ s❡✉❧ rés✉❧t❛t✱ ❝♦♠♠✉♥é♠❡♥t ❛♣♣❡❧é ✏❧❡♠♠❡ ❞❡ ❙❝❤✉r✑✳
❙❝❤✉r ❞é✜♥✐t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ r❡♣rés❡♥✲
t❛t✐♦♥✺✸ ❡t ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡✳ ■❧ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡s
♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ✿ ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡ X ❡t X
′
s♦♥t ❞✐t❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s
s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ A ❝♦♥st❛♥t❡✺✹✱ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✱ t❡❧❧❡ q✉❡ X
′
= AXA−1✳
❯♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❡st ❞✐r❡ ✏ré❞✉❝t✐❜❧❡✑ s✐ ❡❧❧❡ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ✉♥❡
♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (
X1 0
U X2
)
,
♦ù X1 ❡t X2 s♦♥t ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s ❝❛rré❡s✳ X1 ❡t X2 s♦♥t ❛❧♦rs é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s
♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡✳ ◆❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❡st ❞✐t❡ ✐rré❞✉❝✲
t✐❜❧❡ s✐ ❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ré❞✉❝t✐❜❧❡✳ ❊st ❞✐t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ré❞✉❝t✐❜❧❡ ✭r❡s♣✳ ✐rré✲
❞✉❝t✐❜❧❡✮ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❡st ré❞✉❝t✐❜❧❡ ✭r❡s♣✳
✐rré❞✉❝t✐❜❧❡✮✳
❈❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❙❝❤✉r ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t ❛✉ ❞é❜✉t ❞✉
s❡❝♦♥❞ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❡t ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❞❡✉① rés✉❧t❛ts✳ ▲❡s ♠♦ts ❞❡ ❙❝❤✉r ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ tr❛❞✉✐ts ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
■✳ ❙♦✐❡♥t X ❡t X
′
❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s✱ ❞✬♦r❞r❡s r❡s♣❡❝t✐❢s
f ❡t f
′
✳ ❙✐ P ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦♥st❛♥t❡ à f ❧✐❣♥❡s ❡t f
′
❝♦❧♦♥♥❡s t❡❧❧❡ q✉❡
XP = PX
′
,
✺✷❚❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tèr❡s ❡t t❤é♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s s❡♠❜❧❡♥t ♣♦✉r ❙❝❤✉r êtr❡ ré✉♥✐❡s
❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❡t ♠ê♠❡ ❡♥t✐té✳
✺✸P♦✉r êtr❡ ♣ré❝✐s✱ ✐❧ ♥❡ r❡q✉✐❡rt ♣❛s q✉❡ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s♦✐❡♥t ✐♥✈❡r✲
s✐❜❧❡s ♠❛✐s ✐❧ ❡st ❧é❣✐t✐♠❡ ❞❡ s❡ ❧✐♠✐t❡r à ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♣❛r ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ✐♥✈❡rs✐❜❧❡s✳
❙❝❤✉r ♣r♦✉✈❡ ❞❛♥s s♦♥ ❛rt✐❝❧❡ q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❛❧♦rs
s❡s ♠❛tr✐❝❡s s♦♥t t♦✉t❡s ✐♥✈❡rs✐❜❧❡s✳
✺✹❆✉ s❡♥s ✿ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡ ❜❛s❡✳
✸✵
❛❧♦rs s♦✐t P = 0✱ s♦✐t X ❡t X
′
s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✱ ❡t P ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝❛rré❡
❞✬♦r❞r❡ f = f
′
❡t ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳
■■✳ ❙✐ X ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❞✬♦r❞r❡ f ❛❧♦rs t♦✉t❡
♠❛tr✐❝❡ ❝♦♥st❛♥t❡ P ❝♦♠♠✉t❛♥t ❛✈❡❝ X ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ aIf ✳
❈♦♠♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞❡ ❝❡ ❧❡♠♠❡✱ ❙❝❤✉r ♠♦♥tr❡ q✉✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡
❞❡ ❣r♦✉♣❡ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ❡st ❢♦r❝é♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ✶✳
■❧ r❡tr♦✉✈❡ ❛✉ss✐ ❛✐sé♠❡♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐té ❛♥❛❧♦❣✉❡s à ❝❡❧❧❡s
q✉✬❛✈❛✐t ♦❜t❡♥✉❡s ❋r♦❜❡♥✐✉s ❧♦rs ❞❡ s❡s tr❛✈❛✉① s✉r ❧❡s ❝❛r❛❝tèr❡s✳ ▲❛ ♥♦✲
t✐♦♥ ❞✬✐rré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❞❡ ❙❝❤✉r ❡st ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡
♣r✐♠✐t✐✈✐té ❞❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s✳ ❙❝❤✉r ❢❛✐t ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✈✐❛ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✿
▲❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❡st ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡✺✺
✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❡♥ ❧❡s h ✈❛r✐❛❜❧❡s xR✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡
✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡✉rs ❞ét❡r♠✐♥❛♥ts s♦♥t
é❣❛✉①✳
▲❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ♦♥t ✉♥ st❛t✉t ♣r✐✈✐❧é❣✐é✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡♥t
❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❙❝❤✉r ❡t ❧❡s ❞✐✈❡rs❡s ♣r♦♣r✐étés q✉✐ ❡♥ ❞é❝♦✉❧❡♥t✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ❛s✲
s❡③ ♥❛t✉r❡❧ q✉❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ré❞✉❝t✐❜❧❡s s❡ t♦✉r♥❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t
✈❡rs ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ s♦✉s✲r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s✺✻✳
▲❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸ ♦✉✈r❡ s✉r ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✬❍❡✐♥r✐❝❤ ▼❛s❝❤❦❡✺✼✱
♠❛✐s r❡tr❛♥s❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❡t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ s✐♠✲
♣❧✐✜é❡ ✿
❙✐ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ X ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡
X
′
=
(
X1 0
U X2
)
,
❛❧♦rs ❡❧❧❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡
X
′′
=
(
X1 0
0 X2
)
.
❈❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞✬ét❛❜❧✐r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥
s♦✉s✲r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
✺✺❙❝❤✉r ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ t❡r♠❡ ✏❋✉♥❦t✐♦♥✑✳
✺✻❇✉r♥s✐❞❡✱ ♣❡✉ ❛✈❛♥t ❙❝❤✉r✱ s✬ét❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥tér❡ssé à ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ❝❢✳
❬✹✹❪✱ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳
✺✼❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ♣❛r❢♦✐s ❛♣♣❡❧é ✏t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐❜✐❧✐té t♦t❛❧❡ ❞❡ ▼❛s❝❤❦❡✑✳ ▲✬é♥♦♥❝é
❡t ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛✉① s❡ tr♦✉✈❡♥t ❞❛♥s ❬✶✺✽❪✳
✸✶
❚♦✉t❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ X ❞✬♦r❞r❡ r ❡t ❞❡ r❛♥❣ n ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ✉♥❡
♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
X1 0 ... 0 0
0 X2 ... 0 0
. . ... . .
0 0 ... Xm 0
0 0 ... 0 Nn−r
 ,
♦ù X1✱ X2✱✳✳✳✱Xm s♦♥t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ❡t Nn−r ❧❛
♠❛tr✐❝❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ♥✉❧❧❡ ❞✬♦r❞r❡ n− r✳
■❧ ② ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥✐❝✐té ❞✬✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ s♦✉s✲r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐r✲
ré❞✉❝t✐❜❧❡s✱ s✬❡①♣r✐♠❛♥t ❛✐♥s✐ ✿
❙✐ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ X ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡

X1 0 ... 0
0 X2 ... 0
. . ... .
0 0 ... Xm
 ❡t

X
′
1 0 ... 0
0 X
′
2 ... 0
. . ... .
0 0 ... X
′
m
′
, ♦ù ❧❡s Xλ ❡t ❧❡s
X
′
µ s♦♥t ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ✱ ❛❧♦rs m = m
′
❡t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡ X1✱ X2✱✳✳✳✱Xm
s♦♥t✱ à ❧✬♦r❞r❡ ♣rès✱ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❛✉① ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡ X
′
1✱ X
′
2✱✳✳✳✱X
′
m✳
▲❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹ ❢❛✐t ❧❡ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❛ t❤é♦r✐❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✲
♠❡♥t ♣❛r ❋r♦❜❡♥✐✉s✳ ❙❝❤✉r ét✉❞✐❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡✱
❞♦♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❡st✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é❥à ✈✉✱ X = (xPQ−1)P,Q✳
❙❝❤✉r ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s X0✱X1✱✳✳✳✱Xk−1✱
❞❡✉① s♦✉s✲♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ét❛♥t ❞és✐❣♥é❡s ♣❛r ✉♥❡ ♠ê♠❡ Xi✳
■❧ ♥♦♠♠❡ fκ ❡t eκ ❧✬♦r❞r❡ ❡t ❧✬✐♥❞✐❝❡✺✽ ❞❡ Xκ✳
■❧ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s fκ ❡t eκ s♦♥t é❣❛✉① ♣✉✐s q✉❡ k ❡st é❣❛❧ ❛✉
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ❞✉ ❣r♦✉♣❡✺✾✳ ■❧ ♦❜t✐❡♥t ❝♦♥séq✉❡♠♠❡♥t ✿
▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ❞✬✉♥
❣r♦✉♣❡ ❞♦♥♥é ❡st é❣❛❧ ❛✉① ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❡ ❣r♦✉♣❡✳
✺✽❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦✐s q✉❡ Xκ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ X✳ ■❧ ❢❛✉t
♥♦t❡r ❜✐❡♥ sûr ❧❛ s✐♠✐❧❛r✐té ❞❡s ♥♦t❛t✐♦♥s fκ ❡t eκ ❛✈❡❝ ❧❡s f (κ) ❡t e(κ) ✉t✐❧✐sés ♣❛r ❋r♦❜❡♥✐✉s✳
❙❝❤✉r ♣r♦✉✈❡ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① ♥♦t❛t✐♦♥s ❞és✐❣♥❡♥t ❡♥ ✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ♠ê♠❡s ♦❜❥❡ts✳
✺✾❈❡s rés✉❧t❛ts ❛✈❛✐❡♥t ❞é❥à été ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❋r♦❜❡♥✐✉s✱ ❝❢✳ ♣❧✉s ❤❛✉t✳
✸✷
▲❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✺ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡✻✵✳ P♦✉r ❙❝❤✉r✱ ✉♥ ❝❛r❛❝✲
tèr❡ ❡st ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❛tt❛❝❤é à ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❀ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ r❡♣ré✲
s❡♥t❛t✐♦♥ (H0)✱(H1)✱✳✳✳✱(Hh−1) ❞❡ H✱ ❧❡s tr❛❝❡s ❞❡s h ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥✲
t❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡♥t ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ h ♥♦♠❜r❡s ❛♣♣❡❧é ❝❛r❛❝tèr❡ ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à
❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✕ ♦✉ à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡✮✳ ❈❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❡st ♥♦té χ ❡t ♦♥ ❛
❞♦♥❝ χ(R) = Trace((R))✳ ❙✐ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ❡st
✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❛❧♦rs ❙❝❤✉r ❛♣♣❡❧❧❡ ❝❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ✏s✐♠♣❧❡✑✻✶ ❀ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣ré❝é✲
❞❡♥t❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ❡①❛❝t❡♠❡♥t k ❝❛r❛❝tèr❡s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s χ(0)✱✳✳✳✱χ(k−1)✱
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① k s♦✉s✲♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s X0✱✳✳✳✱Xk−1✳
▲❡ ♥♦♠❜r❡ χ(1) = r ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ r❛♥❣ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ (1) ❛✐♥s✐ q✉✬❛✉ r❛♥❣
❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ X✳ ❈❡ ♥♦♠❜r❡ ❡st ❛♣♣❡❧é ✏❞❡❣ré✑ ❞✉ ❝❤❛r❛❝tèr❡ χ✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ ❞❡❣ré ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ χ(ρ) ❡st é❣❛❧ à ❧✬♦r❞r❡ fρ ❞❡
Xρ✳
❙❝❤✉r r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ χ(R) ❡st s♦♠♠❡ ❞❡ r r❛❝✐♥❡s ❞❡ ❧✬✉♥✐té✻✷✳ ❯t✐❧✐s❛♥t
❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ tr❛❝❡✱ ✐❧ ♠♦♥tr❡ q✉❡ χ ♣r❡♥❞ ❧❛ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r s✉r t♦✉s ❧❡s
é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥✳ P♦✉rs✉✐✈❛♥t s♦♥ ❛♥❛❧②s❡✱ ❙❝❤✉r
r❡tr♦✉✈❡ r❛♣✐❞❡♠❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❝❛r❛❝tèr❡s t❡❧s q✉❡ ❞é✜♥✐s ♣❛r
❋r♦❜❡♥✐✉s✳ ■❧ ♣r♦✉✈❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡✻✸ ✿
❉❡✉① r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❡❧❧❡s ♦♥t ♠ê♠❡
❞❡❣ré✻✹ ❡t ♠ê♠❡ ❝❛r❛❝tèr❡✳
❙❝❤✉r ♣♦✉rs✉✐t s♦♥ ❛♥❛❧②s❡ ❞✉r❛♥t q✉❡❧q✉❡s ♣❛❣❡s ❡♥❝♦r❡ ❛✈❛♥t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡
s♦♥ ❛rt✐❝❧❡ ♠❛✐s ♥♦✉s ♥❡ ♥♦✉s ❞✐s♣❡rs❡r♦♥s ♣❛s ♣❧✉s s✉r ❧❡ s✉❥❡t ❞❡s r❡♣ré✲
s❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❛②❛♥t ✐♥tr♦❞✉✐t s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❡t ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ♣♦✉r
q✉❡ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r s♦✐t à ❧✬❛✐s❡ ❛✈❡❝ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞♦♥t ♥♦✉s ♣❛r❧❡r♦♥s ✉❧tér✐❡✉r❡✲
♠❡♥t✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛❜♦r❞❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t ✉♥ ❛rt✐❝❧❡
❞❡ ❙❝❤✉r ❬✷✵✹❪ s✉r ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s✱ ❞✐t❡s ✏♣r♦❥❡❝t✐✈❡s✑✳ ❈❡t
❛rt✐❝❧❡ ❡st ❞✬✉♥ ✐♥térêt ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♥❛✐ss❛♥❝❡
❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❝❛r ✐❧ ❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r à ❢❛✐r❡ ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❡s ✏s②s✲
tè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs✑ ❞♦♥t ❧❡ rô❧❡ ♣ré♣♦♥❞ér❛♥t ❛♣♣❛r❛îtr❛ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❞❛♥s ♥♦tr❡
✻✵❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r à q✉❡❧ ♣♦✐♥t ❡♥ q✉❡❧q✉❡s ❛♥♥é❡s ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ s✬❡st tr♦✉✈é❡
♠♦❞✐✜é❡✳ ❋r♦❜❡♥✐✉s ❛✈❛✐t ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❞é✜♥✐ ❡t ❛♥❛❧②sé ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❛✈❛♥t ❞❡ s❡
r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡ q✉❡ ❝❡❧❛ ♦✉✈r❛✐t ❧❛ ✈♦✐❡ ❛✉ ❝♦♥❝❡♣t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡s
♠❛✐♥s ❞❡ ❙❝❤✉r✱ ❧❡s ❝❛r❛❝tèr❡s s❡ r❡tr♦✉✈❡♥t ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❡t
♥❡ s♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐ts q✉✬❛♣rès q✉❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♣r♦♣r✐étés s✉r ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♦♥t été
❞✐s❝✉té❡s✳
✻✶✏❊✐♥❢❛❝❤✑✳ ◆♦✉s ❡♠♣❧♦✐❡r♦♥s ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❧✉tôt ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✏❝❛r❛❝tèr❡ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡✑✳
✻✷❈❡❧❛ rés✉❧t❡ ❛✐sé♠❡♥t ❞❡ ❝❡ q✉❡ Rh = 1✳
✻✸❈❢✳ ❬✷✵✺❪ ♣✳ ✹✷✻✳
✻✹▲❡ ❞❡❣ré ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛✲
t✐♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡✳
✸✸
ét✉❞❡✳ ■❧ ❡st ❡♥ ♦✉tr❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧ ♣❛r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦sé ❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♠✐s❡s
❡♥ ÷✉✈r❡✱ ❛ss✉ré♠❡♥t ✐♥s♣✐r❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ♣r♦❝é❞és t②♣✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡
♠♦❞❡r♥❡✳
✸✹
❈❤❛♣✐tr❡ ✷
❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♣r♦❥❡❝t✐✈❡s ❡t
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r ❞❡ ❙❝❤✉r
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛♥❛❧②s♦♥s ✉♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞✬■ss❛✐ ❙❝❤✉r ✭✶✽✼✺✲
✶✾✹✶✮✱ Ü❜❡r ❞✐❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ❡♥❞❧✐❝❤❡♥ ●r✉♣♣❡♥ ❞✉r❝❤ ❣❡❜r♦❝❤❡♥❡ ❧✐♥❡❛r❡
❙✉❜st✐t✉t✐♦♥❡♥ ❬✷✵✹❪✳ ❈❡t ❛rt✐❝❧❡✱ ✉♥ ❞❡ s❡s ♣r❡♠✐❡rs✱ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐❣♥é❡ ❞❡
s❛ ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t ✕ ✐♥t✐t✉❧é❡ Ü❜❡r ❡✐♥❡ ❑❧❛ss❡ ✈♦♥ ▼❛tr✐③❡♥✱ ❞✐❡ s✐❝❤
❡✐♥❡r ❣❡❣❡❜❡♥❡r ▼❛tr✐① ③✉♦r❞♥❡♥ ❧❛ss❡♥ ❬✷✵✷❪ ✕ q✉✐ tr❛✐t❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s
❞❡ GLn(C)✳ ❉❛♥s ❬✷✵✹❪✱ q✉❡❧q✉❡s ♠♦✐s ❛✈❛♥t ❞❡ ♣♦s❡r ❞❛♥s ❬✷✵✺❪ ❞❡ ♥♦✉✲
✈❡❧❧❡s ❜❛s❡s ♣♦✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♣r✐✈✐❧é❣✐❛♥t ❧❡s ♦✉t✐❧s s✐♠♣❧❡s
❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❧✐♥é❛✐r❡✶✱ ❙❝❤✉r s✬✐♥tér❡ss❡ à ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ❞❡
❣r♦✉♣❡s ✜♥✐s✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s✱ ♣❛r ❞❡s ✏s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s
❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡s✑✱ s♦✉❧è✈❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞♦♥t ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞✐s❝✉t❡r✱ ❡t ❡st
❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ♣♦✉r ❙❝❤✉r ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ♦❜❥❡t✱ ❧❡ ✏♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r✑ ❞✬✉♥
❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ ✕ ♦❜❥❡t q✉✐ t✐❡♥t ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs ♣❛s ❞❡
❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ✕ ❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✭s✐ ❝❡ ♥✬❡st ❝ré❡r ♠ê♠❡✮ ✉♥ r❛✐s♦♥✲
♥❡♠❡♥t ❛❜str❛✐t✱ r❡❧❡✈❛♥t ♣✉r❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✱ r❡♠❛rq✉❛❜❧❡
♣❛r ❧❡s ✐❞é❡s ♠✐s❡s ❡♥ ❥❡✉ ❡t q✉✐ ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥ts q✉❡ ❧✬♦♥
r❡tr♦✉✈❡r❛ ♣❧✉s t❛r❞ ❧♦rs ❞❡ ❧✬❡ss♦r ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ♠♦❞❡r♥❡✳
▲♦rsq✉❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s ❞é✜♥✐t ❞❛♥s ❬✾✸❪ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐✱ ✐❧
❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❝♦♥s✐❞ér❡r✷ ❝❡ q✉✬✐❧ ❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ à s❛✈♦✐r
✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s xα✱ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s yα ✿
xα = aα1y1 + aα2y2 + ...+ aαnyn, α = 1, ..., n.
❙✐ (A) ❞és✐❣♥❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ (B) ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡✱ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
xα = bα1y1+bα2y2+...+bαnyn✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ❢♦r♠❡r ✉♥❡ tr♦✐s✐è♠❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
✶❈❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✳
✷❈✬❡st ❧❡ t♦✉t ❞é❜✉t ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷ ❞❡ ❬✾✸❪✳
✸✺
(C) à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ (A) ❡t (B)✱ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ xα = cα1y1 + cα2y2 + ... + cαnyn✱ ♦ù
cαβ =
n∑
γ=1
aαγbγβ✱ ❡t ♦♥ ❞✐t q✉✬♦♥ ❛ ❧✬é❣❛❧✐té (C) = (A)(B)✳
❋r♦❜❡♥✐✉s ✐♥❞✐q✉❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r✱ à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡s
s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s q✉✐ ❧❡✉r s♦♥t ❛ss♦❝✐é❡s✱ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❣é♥é✲
r❛❧ aαβ✱ ❡t tr❛✈❛✐❧❧❡r ♣❧✉tôt ❛✈❡❝ ❡❧❧❡s✸✳ ■❧ ❞é✜♥✐t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❡♥ ❛ss♦❝✐❛♥t à ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t A ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ (A)✱ ♠❛✐s
✐❧ ❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉✬♦♥ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t
❞✉ ❣r♦✉♣❡ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✹✳
❙❝❤✉r s❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞❛♥s ❬✷✵✹❪ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ✜♥✐s
♣❛r ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ✏❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡s✑ ✭✏❣❡❜r♦❝❤❡♥❡✑✮✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡
s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
{A} xν = aν1y1 + ...+ aν,n−1yn−1 + aνn
an1y1 + ...+ an,n−1yn−1 + ann
, ν = 1, ..., n− 1.
▲❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s s♦♥t✱ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝✐❡r ❞❡s ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡s✱ q✉❛✲
❧✐✜é❡s ❞✬❡♥t✐èr❡s✳
❙✐ ❧✬♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ H✱ ♦♥ ❛ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❣r♦✉♣❡ ♣❛r
❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡s ❞ès ❧♦rs q✉✬à ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ s❡s é❧é♠❡♥ts
A ❡st ❛ss♦❝✐é❡ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ♥♦♥ ♥✉❧✱ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ {A}✱ ❞❡
t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉s é❧é♠❡♥ts A ❡t B ❞❡ H✱ {AB} = {A}{B}✳
❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥t❡r♣rét❡r ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♣❛r ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s
❧✐♥é❛✐r❡s ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡s ❞❡ ❙❝❤✉r ❝♦♠♠❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♣❛r ❞❡s ✏❝♦❧❧✐✲
♥é❛t✐♦♥s✑✺✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣r♦❥❡❝t✐❢ Pn−1C✱ ❞♦♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts s♦♥t ❧❡s
❞r♦✐t❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡s ❞❡ Cn✱ ✉♥❡ ❝♦❧❧✐♥é❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ Pn−1C ❞❛♥s
Pn−1C ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ Mn(C)✳
❊♥ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡✱ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦❧❧✐♥é❛t✐♦♥ ♥♦té❡ ♣❧✉s ❤❛✉t {A}✱ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❛ss♦✲
❝✐é❡ ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♥♦té❡ (A)✱ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❣é♥ér❛❧ aνµ✱ ν, µ = 1, ..., n✳ ▼❛✐s
à ❧❛ ❝♦❧❧✐♥é❛t✐♦♥ {A} ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❡♥ ❢❛✐t ♣❧✉s✐❡✉rs ♠❛tr✐❝❡s ✿ (A) ❡t t♦✉s
❧❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s a(A)✱ a ∈ C×✳
❈♦♠♠❡ ❧❡ r❡♠❛rq✉❡ ❙❝❤✉r✱ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ H ♣❛r ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s
❧✐♥é❛✐r❡s ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡s ❡st ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛✲
tr✐❝✐❡❧❧❡ ❞❡ H✱ ♦ù ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s (A)✱ (B)✱ ❡t❝✳ ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① é❧é♠❡♥ts A✱ B✱ ❡t❝✳
✈ér✐✜❡♥t ♥♦♥ ♣❧✉s (AB) = (A)(B)✱ ♠❛✐s (A)(B) = rA,B(AB)✱ ♦ù rA,B ❡st ✉♥
✸❱✉ q✉❡ cαβ =
n∑
γ=1
aαγbγβ ✱ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ ❧✬é❣❛❧✐té (C) = (A)(B) q✉✐ ❡st ✈ér✐✜é❡ ♣♦✉r ❧❡s
♠❛tr✐❝❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s✳
✹❈❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✱ s✉❣❣éré ♣❛r ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ q✉❡ ❢❛✐t ❋r♦❜❡♥✐✉s✱ ❛ ♣♦✉rt❛♥t été s♦✉✈❡♥t
♥é❣❧✐❣é ❛✉ ♣r♦✜t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s q✉✐ ♦✛r❡♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳
✺▲✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉✐ s✉✐t ❡st t✐ré❡ ❞❡ ❬✹✹❪✱ ♣✳ ✶✻✻✳
✸✻
♥♦♠❜r❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ♥♦♥ ♥✉❧✻✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ❞✐t❡ ✏♣r♦❥❡❝t✐✈❡✑✳ ▲❡s
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s t❡❧❧❡s q✉❡ ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❋r♦❜❡♥✐✉s s♦♥t ❞❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❞❡s
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✏♣r♦❥❡❝t✐✈❡s✑✱ ♦ù rA,B = 1✱ ❡t s♦♥t ❞✐t❡s ✏♦r❞✐♥❛✐r❡s✑✳
❙❝❤✉r ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞♦♥❝ ❡♥ ✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡
✜♥✐ H ♣❛r ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ✐♥✈❡rs✐❜❧❡s (A)✱ (B)✱ ❡t❝✳ s♦✉♠✐s❡s ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
(A)(B) = rA,B(AB)✳ ❯♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ (A
′
)✱ (B
′
)✱ ✳✳✳ ❡st ❞✐t❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ (A)✱ (B)✱ ✳✳✳ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s a✱ b✱ ✳✳✳ t❡❧❧❡s q✉❡ ♣♦✉r
t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts A✱ B✱ ✳✳✳ ❞❡ H✱ (A
′
) = a(A)✱ (B
′
) = b(B)✱ ✳✳✳ ❉✐r❡ q✉❡ ❞❡✉①
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s s♦♥t ❛ss♦❝✐é❡s r❡✈✐❡♥t à ❞✐r❡ q✉✬❡❧❧❡s ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s
s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡s✳
❙❝❤✉r r❡♣r❡♥❞ q✉❡❧q✉❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❤ér✐té❡s ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♦r❞✐♥❛✐r❡s✳
❆✐♥s✐ ❞❡✉① r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✭♣r♦❥❡❝t✐✈❡s✮ (A)✱ (B)✱ ❡t❝✳ ❡t (A
′
)✱ (B
′
)✱ ❡t❝✳ s♦♥t
❞✐t❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ P ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ t❡❧❧❡ q✉❡
(A
′
) = P−1(A)P, (B
′
) = P−1(B)P, ❡t❝✳
■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❞❡✉① r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ✉♥ ♠ê♠❡
s②stè♠❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s (rA,B)A,B✳
❯♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ❞✐t❡ ✏♣r✐♠✐t✐✈❡✑✼ s✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ❛✉❝✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ (A
′
)✱ (B
′
)✱ ❡t❝✳ ❞❡ H ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
(A
′
) =
(
(A1) 0
0 (A2)
)
, (B
′
) =
(
(B1) 0
0 (A2)
)
, ❡t❝✳
♦ù (A1)✱ (B1)✱ ❡t❝✳ s♦♥t ❞❡ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡✳
✻❙✐ ❧✬♦♥ ❛ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ {B}✱
{B} xν = bν1y1 + ...+ bν,n−1yn−1 + bνn
bn1y1 + ...+ bn,n−1yn−1 + bnn
, ν = 1, ..., n− 1,
❡t {A} ❝♦♠♠❡ ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ❛❧♦rs ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ {A}{B}✱
{A}{B} x′ν =
∑n−1
i=1 aνi
Pn−1
j=1 bijyj+binPn−1
j=1 bnjyj+bnn
+ aνn∑n−1
i=1 ani
Pn−1
j=1 bijyj+binPn−1
j=1 bnjyj+bnn
+ ann
, ν = 1, ..., n− 1,
x
′
ν =
∑n−1
j=1 (
∑n
i=1 aνibij)yj +
∑n
i=1 aνibin∑n−1
j=1 (
∑n
i=1 anibij)yj +
∑n
i=1 anibin
, ν = 1, ..., n− 1.
❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ s✉❜st✐t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ (A)(B)✱ ❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❞♦♥❝ à t♦✉t❡
♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ α(A)(B)✱ ♦ù α ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ C×✳
✼❖♥ ❞✐r❛ ♣❧✉tôt ✏✐rré❞✉❝t✐❜❧❡✑ ❛✜♥ ❞❡ s✉✐✈r❡ ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ❛❝t✉❡❧❧❡✱ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ✐♥tr♦❞✉✐t❡
♣❛r ❙❝❤✉r ❧✉✐✲♠ê♠❡ ♣❡✉ ❛♣rès ❞❛♥s ❬✷✵✺❪✳
✸✼
✷✳✶ ▲❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r ❞❡ ❙❝❤✉r
❉ès ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❬✷✵✹❪✱ ❙❝❤✉r ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ H
❞✬♦r❞r❡ h ❡t ♥♦t❡ s❡s é❧é♠❡♥tsH0 = E✱H1✱✳✳✳✱Hh−1✳ ■❧ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥✲
t❛t✐♦♥ ✭♣r♦❥❡❝t✐✈❡✮ ❞❡ H ♣❛r ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s (H0)✱ (H1)✱✳✳✳✱(Hh−1) ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
❛✉ s②stè♠❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s (rP,Q)✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✈ér✐✜❛♥t ✿
(P )(Q) = rP,Q(PQ), P,Q ∈ H.
▲✬❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té ❞❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ à ❧❛ ❢♦✐s (P )(Q)(R) =
(PQ)(R) ❡t (P )(Q)(R) = (P )(QR)✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣♦s❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✿
(A.) rP,QrPQ,R = rP,QRrQ,R, P,Q,R ∈ H.
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ s✐ ❧✬♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❞❡ H ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞❛♥t ❛✉ s②stè♠❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s (rP,Q)✱ ❛❧♦rs ❝❡ s②stè♠❡ ✈ér✐✜❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s
(A.)✳ ❙❝❤✉r ♠♦♥tr❡ ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t q✉✬à t♦✉t s②stè♠❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s (rP,Q) ✈é✲
r✐✜❛♥t (A.) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❞❡ H ✭♦♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r
q✉❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡X = (rPQ−1,QxPQ−1)P,Q ❝♦♥✈✐❡♥t✮✳
P❛r ❝♦♠♠♦❞✐té✱ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ h2 ♥♦♠❜r❡s rP,Q ✈ér✐✜❛♥t
(A.) ✉♥ ✏s②stè♠❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs✑✽✳
■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs✳ ❊♥ ❡✛❡t s✐ ✉♥ s②stè♠❡ (rP,Q)
✈ér✐✜❡ (A.) ❛❧♦rs ✐❧ ❡♥ ✈❛ ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡ t♦✉t s②stè♠❡ (r
′
P,Q) ♦ù
(1) r
′
P,Q =
cP cQ
cPQ
rP,Q
❡t ❧❡s cHi s♦♥t ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♥♦♥ ♥✉❧s✳
❉❡✉① s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs (rP,Q) ❡t (r
′
P,Q)✱ t❡❧s q✉❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♥♦♥
♥✉❧❧❡s cHi ✈ér✐✜❛♥t r
′
P,Q =
cP cQ
cPQ
rP,Q s❡ ❧❛✐ss❡♥t ❞ét❡r♠✐♥❡r✱ s♦♥t ❞✐ts ❛ss♦❝✐és✳
❙✐ ❞❡✉① r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① s②stè♠❡s (rP,Q)
❡t (r
′
P,Q) s♦♥t ❛ss♦❝✐é❡s✱ ❛❧♦rs ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❝❡s s②stè♠❡s s♦♥t ❡✉①✲♠ê♠❡s
❛ss♦❝✐és✳
❙❝❤✉r ❝♦♥s✐❞èr❡ ré✉♥✐s ❡♥ ✉♥❡ ♠ê♠❡ ❝❧❛ss❡ t♦✉s ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs
❛ss♦❝✐és✾✳ ■❧ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❡s ❝❧❛ss❡s ❡st ✜♥✐✶✵ ❡t ♥♦t❡ ❝❡ ♥♦♠❜r❡
✽❈❡tt❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❙❝❤✉r ❞❛♥s [✷✵✹] ♠❛✐s ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s ❛♣♣❛r❛îtr❡
♣❧✉s t❛r❞ ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t s✐♠✐❧❛✐r❡ ❝❤❡③ ◆♦❡t❤❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❬✶✼✸❪✱ s♦✉s ❧✬❛♣♣❡❧❧❛t✐♦♥
✏❋❛❦t♦r❡♥s②st❡♠✑✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❝❤❡③ ▼❛❝ ▲❛♥❡ ❡t ❙❝❤✐❧❧✐♥❣ ❞❛♥s ❬✶✺✻❪ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ✏❢❛❝t♦r
s❡t✑✳
✾❙❝❤✉r ♥❡ ❧❡ ♣ré❝✐s❡ ♣❛s ♠❛✐s ❧❡ ❢❛✐t ❞✬êtr❡ ❛ss♦❝✐és ♣♦✉r ❞❡✉① s②stè♠❡s ❡st ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥
❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳
✶✵P❛rt❛♥t ❞❡ (R)(S) = rR,S(RS)✱ ❡t ♣r❡♥❛♥t ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t✱ ❙❝❤✉r ♦❜t✐❡♥t rhR,S =
dRdS
dRS
✱
✸✽
m✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❞❡✉① s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs (r(λ)P,Q) ❡t (r
(µ)
P,Q)✱ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t r❡s✲
♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① ❝❧❛ss❡s Kλ ❡t Kµ✱ ❙❝❤✉r ❡♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥ tr♦✐s✐è♠❡✱ q✉✐ ❡st ❧❡
♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① s②stè♠❡s ✿ s❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t r(λ)P,Qr
(µ)
P,Q✳ ❙✐ ❧❡ s②stè♠❡ ❛✐♥s✐
♦❜t❡♥✉ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧❛ ❝❧❛ss❡ Kν ❛❧♦rs Kν ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s
❝❧❛ss❡s Kλ ❡t Kµ ❡t ♦♥ é❝r✐t Kν = KλKµ✳ ❈❡ ♣r♦❞✉✐t ❡♥tr❡ ❝❧❛ss❡s ❡st ❜✐❡♥
❞é✜♥✐ ❝❛r Kν ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛♥ts (r
(λ)
P,Q) ❡t (r
(µ)
P,Q) ❞❡s
❝❧❛ss❡s Kλ ❡t Kµ✳ ■❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐ s✉r ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❡st
❝♦♠♠✉t❛t✐❢✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ✜♥❛❧❡♠❡♥t à ❙❝❤✉r ❞✬ét❛❜❧✐r ✿
■✳ ▲❡s m ❝❧❛ss❡s K0✱ K1✱✳✳✳✱ Km−1 ❢♦r♠❡♥t ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ❞✬♦r❞r❡ m ♥♦té
M✱ ❞♦♥t ❧✬é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧❛ ❝❧❛ss❡ K0 ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ s②stè♠❡
(rP,Q = 1)✳ M ❡st ❛♣♣❡❧é ❧❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r ❞❡ H✳
✶✶
❊♥ ♦✉tr❡✱ ✈✉ q✉❡ rhR,S =
dRdS
dRS
✱ t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ M ❡st ❞✬♦r❞r❡ ✉♥ ❞✐✈✐s❡✉r
❞❡ h✳
✷✳✷ ❊①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❡t r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s
❉❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ❙❝❤✉r ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ❣r♦✉♣❡ G✱ q✉✐ ❡st ✉♥❡
✏❡①t❡♥s✐♦♥ ❝❡♥tr❛❧❡✑✶✷ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ H ♣❛r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ A✳ P♦✉r
♦ù dR ❡t dS ❞és✐❣♥❡♥t ❧❡s ❞ét❡r♠✐♥❛♥ts ❞❡ (R) ❡t ❞❡ (S)✳ ❉és✐❣♥❛♥t ♣❛r δP ✱ δQ✱ ❡t❝✳ ❞❡s
r❛❝✐♥❡s h✲✐è♠❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ❞❡ dP ✱ dQ✱ ❡t❝✳✱ ✐❧ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ s②stè♠❡ (sP,Q) ✕ ❛ss♦❝✐é à
(rP,Q) ✕ ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿
sP,Q =
δ−1P δ
−1
Q
δ−1PQ
rP,Q.
❈❧❛✐r❡♠❡♥t✱ shP,Q = 1✳ ❙❝❤✉r ♠♦♥tr❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝❧❛ss❡ s❡ tr♦✉✈❡ ✉♥ s②stè♠❡
❞♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t t♦✉s ❞❡s r❛❝✐♥❡s h✲✐è♠❡s ❞❡ ❧✬✉♥✐té✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡
✜♥✐ ❞❡ t❡❧s s②stè♠❡s ✭♣ré❝✐sé♠❡♥t (h)h
2
✮✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❡st ✜♥✐✳
✶✶▲✬♦r❞r❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♣r♦❝è❞❡ ❙❝❤✉r ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❝❡ ❣r♦✉♣❡ ♣❡✉t ♥❡ ♣❛s ♣❛r❛îtr❡
t♦t❛❧❡♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ♣♦✉r ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ♠♦❞❡r♥❡✳ ❙❝❤✉r ✐♥tr♦❞✉✐t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡
❣r♦✉♣❡ s✉r ❧❡s ❝❧❛ss❡s✱ ❛❧♦rs q✉✬❡❧❧❡ ❡①✐st❡ ❞✬❛❜♦r❞ s✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡
S ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❡st ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❝♦♦r❞♦♥♥é❡✮
q✉✐ ❡♥ ❢❛✐t ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥✳ ▲❡ ❢❛✐t ❞✬êtr❡ ❛ss♦❝✐é ♣♦✉r ❞❡✉① s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❡st
✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s✉r S✳ ❊♥ ❢❛✐s❛♥t ♣❛ss❛♥t S ❛✉ q✉♦t✐❡♥t ♣❛r ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥✱ ♦♥
♦❜t✐❡♥t ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❀ ❝✬❡st ❝❡ ❣r♦✉♣❡ q✉❡ ❙❝❤✉r ♥♦t❡ M✳
✶✷❙❝❤✉r ♣❛r❧❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞✬✏❡①t❡♥s✐♦♥✑ ✿ ✏❡✐♥❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ●r✉♣♣❡ A ❡r❣ä♥③t❡ ●r✉♣♣❡ ✈♦♥
H✑✳ ❖r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♠♦❞❡r♥❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♥❡ r❡q✉✐❡rt ♣❛s q✉❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ♣❛r ❧❡q✉❡❧ s❡ ❢❛✐t
❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ s♦✐t ❝❡♥tr❛❧✳ ◆♦✉s ❡♠♣❧♦✐❡r♦♥s ❞♦♥❝ ✈♦❧♦♥t❛✐r❡♠❡♥t ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ✏❡①t❡♥s✐♦♥
❝❡♥tr❛❧❡✑ ♣♦✉r q✉❛❧✐✜❡r ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s q✉❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❙❝❤✉r✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❞❛♥s s♦♥ ❛♣♣❡❧❧❛t✐♦♥
❙❝❤✉r ♥❡ ♣ré❝✐s❡ ♣❛s ❧❡✉r ❝❛r❛❝tèr❡ ❝❡♥tr❛❧✳
✸✾
❙❝❤✉r✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡✶✸ q✉❡ A ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❝❡♥tr❛❧✶✹ ❞❡ G ❡t q✉❡
G
A
❡st
✐s♦♠♦r♣❤❡ à H✳
❆✈❡❝ ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♠♦❞❡r♥❡ ❞❡s s✉✐t❡s ❡①❛❝t❡s✱ ❞✐r❡ q✉❡ G ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥✲
s✐♦♥ ❞❡ H ♣❛r A ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❞✐r❡ q✉✬♦♥ ❛ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡✶✺ ✿
1→ A i→ G p→ H → 1.
❈♦♠♠❡
G
A
❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à H✱ à t♦✉t é❧é♠❡♥t Hλ ❞❡ H ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ❜✐✉♥✐✈♦q✉❡ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ AGλ ❞❡
G
A
✳✶✻ ❙❝❤✉r é❝r✐t ❞♦♥❝ G s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
G = AG0 + AG1 + ...+ AGh−1, G0 = E,
❝❡ q✉✬✐❧ ❢❛✉t ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❛✐♥s✐ ✿ t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ G s✬é❝r✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐q✉❡
s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ AGλ✱ A ∈ A✳
▲❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ H s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s
(2) HλHµ = Hϕ(λ,µ), λ, µ = 0, 1, ..., h− 1,
❞♦♥t ♦♥ ❞é❞✉✐t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts Aλ,µ ❞❡ A t❡❧s q✉❡
(3) GλGµ = Aλ,µGϕ(λ,µ), λ, µ = 0, 1, ..., h− 1,
❡t ✈ér✐✜❛♥t ❡♥ ♦✉tr❡ A0,λ = Aλ,0 = E✳
❙❝❤✉r r❡♠❛rq✉❡ ❧❡ ❢❛✐t s✉✐✈❛♥t ✿ s✐ ❧✬♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐rré✲
❞✉❝t✐❜❧❡ ❞❡ G ❢❛✐s❛♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à t♦✉t é❧é♠❡♥t G ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ (G) ❛❧♦rs✱ ✈✉
q✉❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ A ❝♦♠♠✉t❡♥t ❛✈❡❝ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ G✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡
❙❝❤✉r ♥♦✉s ❞✐t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t A ❞❡ A✱ (A) ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ψ(A)Id✳ ❊♥
♦✉tr❡ ψ ❡st ✉♥ ❝❛r❛❝tèr❡✶✼ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ A✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r a ❧❡ ❝❛r❞✐✲
✶✸❙❝❤✉r ❡①♣❧✐q✉❡ ❝❡ q✉✬✐❧ ❡♥t❡♥❞ ♣❛r ✏❡①t❡♥s✐♦♥✑ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉✬✐❧
♥❡ ❞é✜♥✐t ❝❡ ❝♦♥❝❡♣t q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ✜♥✐s✳ ◆♦✉s ❛❜♦r❞❡r♦♥s ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❧❛ ♥♦t✐♦♥
❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❝❤❛♣✐tr❡ ✉❧tér✐❡✉r ♠❛✐s ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ♥é❛♥♠♦✐♥s ❞é❥à ✐❝✐ q✉❡❧q✉❡s
❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥❝❡♣t✱ ❡t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♠♦❞❡r♥❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐✲
❝✐✳
✶✹✐✳ ❡✳ ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ G✱ ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ét❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉
❣r♦✉♣❡ ❝♦♠♠✉t❛♥t ❛✈❡❝ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥t ❞✉ ❣r♦✉♣❡✳
✶✺❖♥ ❞✐t ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡s q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❡①❛❝t❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ t♦✉t ♠♦r♣❤✐s♠❡
❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞✉ s✉✐✈❛♥t✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❞♦♥♥é❡ ✐❝✐ ❝♦♠♠❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ q✉❡ i ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ✐♥❥❡❝t✐❢✱
q✉❡ p ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s s✉r❥❡❝t✐❢✱ ❡t q✉❡ Ker(p) = Im(i)✳ ❆✈❡❝ ❝❡tt❡ ♣rés❡♥✲
t❛t✐♦♥✱ A ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ G ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❞és✐r❡ ❙❝❤✉r✱ ♠❛✐s i(A) ❡st
✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ G ✐s♦♠♦r♣❤❡ à A✳
❙❝❤✉r ♥♦t❡ s❡s ❣r♦✉♣❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡♠❡♥t✳ ■❧ ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♥❡✉tr❡ ♣❛r ❧❛ ❧❡ttr❡ E ♠❛✐s ✐❧ ❡st
♣❧✉tôt ❞✬✉s❛❣❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r ❧❡ ♥❡✉tr❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ 1✳ ▲❡ 1 ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t
❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❞♦✐t êtr❡ ❝♦♠♣r✐s ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ré❞✉✐t à ❧✬é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡ 1✳
✶✻Gλ ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ G t❡❧ q✉❡ p(Gλ) = Hλ✳ ❖♥ ❢❛✐t ✐❝✐✱ ❡t ✉♥❡ ❢♦✐s ♣♦✉r t♦✉t❡s✱ ✉♥
❝❤♦✐① ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛♥ts Gλ✳
✶✼▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ (AB) = (A)(B)✱ ♣♦✉r A ❡t B é❧é♠❡♥ts ❞❡ A✱ ✐♠♣❧✐q✉❡ ψ(AB) = ψ(A)ψ(B)✳
✹✵
♥❛❧ ❞❡ A✱ ψ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ❞❡s a ❝❛r❛❝tèr❡s✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡r❛ ψ(α)✱ α = 0, ..., a−1✱
❞❡ A✳ ❱✐❛ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ (3) ❞♦♥♥❡
(Gλ)(Gµ) = ψ
(α)(Aλ,µ)(Gϕ(λ,µ)).
◆♦t♦♥s ψ(α)(Aλ,µ) = r
(α)
Hλ,Hµ
✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❢❛✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à t♦✉t é❧é♠❡♥t Hλ ❞❡ H
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ (Gλ) ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❞❡ H✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
❛✉ s②stè♠❡ (r(α)Hλ,Hµ)✳
❆✐♥s✐ ❙❝❤✉r✱ s✬ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♦r❞✐♥❛✐r❡ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❞❡ G✱
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t à ✉♥ ❝❛r❛❝tèr❡ ψ(α) ❞❡ A✱ ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ r❡♣ré✲
s❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❞❡ H ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ s②stè♠❡ (r(α)Hλ,Hµ = ψ
(α)(Aλ,µ))✳
▼❛✐s ✐❧ ♠♦♥tr❡ ❡♥ ❢❛✐t ♠✐❡✉① q✉❡ ❝❡❧❛✳ ❉✉ ♠♦♠❡♥t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ r❡♣ré✲
s❡♥t❛t✐♦♥ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❞❡ G ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ψ(α)✱ ✐❧ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r
t♦✉t❡s ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♣r♦❥❡❝t✐✈❡s ❞❡ H ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ s②stè♠❡ (r(α)Hλ,Hµ)
à ♣❛rt✐r ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ G✳✶✽
◗✉❡ s✐❣♥✐✜❡ ♣ré❝✐sé♠❡♥t ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ à ♣❛rt✐r
❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♦r❞✐♥❛✐r❡ ❄ ❱♦✐❝✐ ✉♥❡ ✈✐s✐♦♥ ♠♦❞❡r♥❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ❡s♣ér♦♥s
❝❧❛r✐✜❛♥t❡✱ ❞❡s ♣r♦♣♦s ❞❡ ❙❝❤✉r✳ ◆♦t♦♥s s ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ H ❞❛♥s G ❡♥✈♦②❛♥t
❝❤❛q✉❡ Hλ s✉r Gλ ✭s ❡st ❞♦♥❝ t❡❧❧❡ q✉❡ p ◦ s = idH✮✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ R ❞❡ H ✕ q✉✐ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞❡ H ❞❛♥s GLn(C)✱ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❡♥t✐❡r n ✕ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à (r
(α)
Hλ,Hµ
)✱ ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ R
′
❞❡ G t❡❧❧❡ q✉❡ R
′ ◦ s = R✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞✐r❡ q✉❡
t♦✉t❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❞❡ H ❛ss♦❝✐é❡ à (r(α)Hλ,Hµ) ❡st ✏r❡❧❡✈é❡✑
✶✾ ❡♥ ✉♥❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♦r❞✐♥❛✐r❡ ❞❡ G✳
(D1) G
R
′
##
H
s
OO
R
// GLn(C)
❙✐ R ❢❛✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ ❛✉① é❧é♠❡♥ts H0✱ H1✱✳✳✳✱ Hh−1 ❞❡ H ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s R(H0)✱
R(H1)✱✳✳✳✱R(Hh−1) ❛❧♦rs R
′
✱ ❞é✜♥✐❡ s✉r G ♣❛r R
′
(AGλ) = ψ
(α)(A)R(Hλ)✱
❝♦♥✈✐❡♥t✳
❉❡ ♣❧✉s ❙❝❤✉r s❛✐t✱ ❡♥ ✈❡rt✉ ❞✬✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s✷✵✱ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t
❝❛r❛❝tèr❡ ψ(α) ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❞❡ G ❧✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥✲
✶✽❖✉✱ ❞✐t ❛✉tr❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ H ♣❛r ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s
❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡s✱ ✐❧ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ q✉✐ ❧✉✐ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ r❡♣ré✲
s❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡♥t✐èr❡s ❞❡ G✳
✶✾❈❢✳ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✹✻❪ ♣✳ ✸✻✶✳
✷✵❈❢✳ ❬✾✶❪✱ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✼✳
✹✶
❞❛♥t✳ ■❧ ét❛❜❧✐t ❞♦♥❝ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❝❡ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥❞❡♥s❡r ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡ ✿
■■✳ ❙♦✐t G ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❝❡♥tr❛❧❡ ❞❡ H ♣❛r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ A✳ ❆❧♦rs✱ ❞✬✉♥❡
♣❛rt✱ ♣♦✉r t♦✉t ❝❛r❛❝tèr❡ ψ(α) ❞❡ A ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡
❞❡ G ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ψ(α) ❡t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❞❡ H
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ s②stè♠❡ (r
(α)
Hλ,Hµ
= ψ(α)(Aλ,µ))✳ ❊t✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ t♦✉t❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❞❡ H ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à (r
(α)
Hλ,Hµ
) ♣❡✉t êtr❡ r❡❧❡✈é❡ ❡♥
✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♦r❞✐♥❛✐r❡ ❞❡ G✳
❙❝❤✉r ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧❡s a ❝❛r❛❝tèr❡s ψ(α)✱ α = 0, ..., a− 1✱ ❞❡ A ❢♦✉r♥✐ss❡♥t
a s②stè♠❡s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s (r(α)Hλ,Hµ) s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ (A.)✳ ■❧ ♣❡♥s❡ q✉✬❡♥ ❣é♥ér❛❧
♣❧✉s✐❡✉rs ❞❡ s❡s s②stè♠❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❛ss♦❝✐és ❡t s❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❝♦♠❜✐❡♥ ❞✬é❧é✲
♠❡♥ts ❞✉ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r ❞❡ ❙❝❤✉r M ❞❡ H ❛❞♠❡tt❡♥t ✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ♣❛r♠✐
❝❡s s②stè♠❡s✳ ■❧ ♥♦t❡ m
′
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❡❧s é❧é♠❡♥ts✳
A ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ ❛✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ s❡s ❝❛r❛❝tèr❡s ✿ à t♦✉t é❧é♠❡♥t A ❞❡ A✱
♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❢❛✐r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❜✐✉♥✐✈♦q✉❡ ✉♥ ❝❛r❛❝tèr❡ ψA✳
❙❝❤✉r ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tèr❡s ❞❡ A q✉✐ s♦♥t ❞❡s r❡str✐❝t✐♦♥s
❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡s ❞❡ G ❢♦r♠❡ ✉♥ ❣r♦✉♣❡✱ ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝❛r❞✐♥❛❧ b✱ q✉✐ ❡st ❞♦♥❝
✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✕ q✉✬✐❧ ♥♦t❡ B ✕ ❞❡ A✳ ❙❝❤✉r ♣r♦✉✈❡ q✉❡ s✐ ❞❡✉①
❝❛r❛❝tèr❡s ψB ❡t ψC ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❞❡s s②stè♠❡s (ψB(Aλ,µ)) ❡t (ψC(Aλ,µ)) q✉✐
s♦♥t ❛ss♦❝✐és✱ ❛❧♦rs BC−1 ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ B✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ s✐ ❧✬♦♥ é❝r✐t
A = BA0 + BA1 + ...+ BAm′−1,
❛❧♦rs ❧❡s m
′
s②stè♠❡s (r(α)Hλ,Hµ = ψAα(Aλ,µ))✱ α = 0, ...,m
′ − 1✱ s♦♥t ❞❡s r❡♣ré✲
s❡♥t❛♥ts ❞❡ m
′
❝❧❛ss❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❞♦♥t ♦♥ ✈♦✐t ❛✐sé♠❡♥t q✉✬❡❧❧❡s ❢♦r♠❡♥t ✉♥
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ M
′
❞❡ M✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ M
′
❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à
A
B
❡t m
′
=
a
b
✳
❊♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❙❝❤✉r ❛✈❛✐t ♣♦sé ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐✈❛♥t✷✶ ✿ ♣♦✉r t♦✉t ❣r♦✉♣❡
✜♥✐ H✱ ♣❡✉t✲♦♥ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❝❡♥tr❛❧❡ G ❞❡ H t❡❧❧❡ q✉❡ t♦✉t❡ r❡♣ré✲
s❡♥t❛t✐♦♥ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❞❡ H ♣❛r ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡s ✭♦✉
✉♥❡ q✉✐ ❧✉✐ ❡st ❛ss♦❝✐é❡✮ s♦✐t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ H ❢♦✉r♥✐❡
♣❛r G ❄ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❡①✐st❡✲t✲✐❧ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❝❡♥tr❛❧❡ G ❞❡ H t❡❧❧❡ q✉❡
t♦✉t❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡✷✷ ✭♦✉ ✉♥❡ q✉✐ ❧✉✐ ❡st ❛ss♦❝✐é❡✮ ❞❡
H s♦✐t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ q✉✐ s❡ r❡❧è✈❡ ❡♥ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
♦r❞✐♥❛✐r❡ ❞❡ G ❄ ❯♥ t❡❧ ❣r♦✉♣❡ G✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡✱ ❡st ❞✐t ♣❛r ❙❝❤✉r ✏s✉✣s❛♠♠❡♥t
ét❡♥❞✉✑ ✭✏❡✐♥❡ ❤✐♥r❡✐❝❤❡♥❞ ❡r❣ä♥③t❡ ●r✉♣♣❡✑✮✳ ❯♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✬♦r❞r❡ ♠✐♥✐♠❛❧
✷✶❈❢✳ ❬✷✵✹❪ ♣✳ ✷✸✳
✷✷❖♥ ♣❡✉t✱ ❡t ❝❡❧❛ r❡✈✐❡♥t ❛✉ ♠ê♠❡✱ ❞❡♠❛♥❞❡r ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❤♦s❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ♥♦♥ ❢♦r❝é♠❡♥t ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡✳
✹✷
♣❛r♠✐ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s s✉✣s❛♠♠❡♥t ét❡♥❞✉s ❡st ❛♣♣❡❧é ✏❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛✲
t✐♦♥ ❞❡ H✑ ✭✏❉❛rst❡❧❧✉♥❣s❣r✉♣♣❡✑✮✳ ❙❝❤✉r ♠♦♥tr❡ à ❧❛ ✜♥ ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛✲
r❛❣r❛♣❤❡ q✉✬ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❝❡♥tr❛❧❡ G ❞❡ H ♣❛r A✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡
D = [G : G]
⋂
A ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à
A
B
✱ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ✐s♦♠♦r♣❤❡ à M
′
✳ ❆✐♥s✐✱
■■■✳ P♦✉r t♦✉t❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❝❡♥tr❛❧❡ G ❞❡ H ♣❛r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ A✱
❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞✉ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❝♦♠♠✉t❛t❡✉rs [G : G] ❡t ❞❡ A ❡st ✉♥
❣r♦✉♣❡ D ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✉ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r ❞❡ H✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ d ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞❡ D✱ d = m
′
=
a
b
✳ ❙✐ G ❡st ✉♥
❣r♦✉♣❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ét❡♥❞✉✱ ❛❧♦rs M
′
= M ❡t ❞♦♥❝ d = m
′
=
a
b
= m✳ ❖♥
♣❡✉t ♥♦t❛♠♠❡♥t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ m ❞✐✈✐s❡ a✳
■ss❛✐ ❙❝❤✉r ❝♦♥❝❧✉t ❞♦♥❝ ❝❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ✈ér✐✜é❡s ♣❛r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ét❡♥❞✉✳ ❈♦♠♠❡ m
❞✐✈✐s❡ a✱ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ét❡♥❞✉ ❛ ♣♦✉r ❝❛r❞✐♥❛❧ ❛✉ ♠✐♥✐♠✉♠ mh✱
✈✉ q✉❡ s♦♥ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ❝❛r❞✐♥❛✉① ❞❡ A ❡t ❞❡ H✳ ❉❛♥s ❧❡ tr♦✐✲
s✐è♠❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❬✷✵✹❪✱ ❙❝❤✉r ♠♦♥tr❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ H ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ ❣r♦✉♣❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ét❡♥❞✉✳ ■❧ ❢❛✐t ♠ê♠❡ ❜✐❡♥ ♠✐❡✉① q✉❡ ❝❡❧❛ ✈✉ q✉✬✐❧
❞♦♥♥❡ ✉♥ ♣r♦❝é❞é ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❝❡♥tr❛❧❡ G ❞❡ H✱
s✉✣s❛♠♠❡♥t ét❡♥❞✉❡✱ ❡t ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ mh✳ ■❧ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❡✲
♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ H✳
❆✈❛♥t ❞✬❛❜♦r❞❡r ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ r❡✈❡♥♦♥s s✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡
❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ■■ ❡t ❧❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s q✉✐ ② ❛❜♦✉t✐ss❡♥t
♠è♥❡♥t à s❡ r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❛tt❡♥❞r❡ ♣❧✉s ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ❞✬✉♥
❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳ ❙❝❤✉r s❡ ❝♦♥t❡♥t❡ ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡r q✉❡ t♦✉t❡ r❡♣ré✲
s❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ✭♦✉ ✉♥❡ q✉✐ ❧✉✐ ❡st ❛ss♦❝✐é❡✮ ❞❡ H s♦✐t éq✉✐✲
✈❛❧❡♥t❡ à ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ q✉✐ s❡ r❡❧è✈❡ ❡♥ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♦r❞✐♥❛✐r❡ ❞❡
G✳ P♦✉r ❛✉t❛♥t ♦♥ ♣❡✉t r❡♣r❡♥❞r❡ ❧❡s r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥ts ❞❡ ❙❝❤✉r ♣♦✉r ♠♦♥✲
tr❡r q✉❡ ❞❡♠❛♥❞❡r q✉❡ t♦✉t❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❞❡ H s♦✐t ❛ss♦❝✐é❡ à
✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ q✉✐ s❡ r❡❧è✈❡ ❡♥ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♦r❞✐♥❛✐r❡ ❞❡ G ♥✬❡st
♣❛s ♣❧✉s ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t✱ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥
❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❙❝❤✉r✱ ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ H ♣❛r ✉♥
❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ A q✉✐ s♦✐t t❡❧ q✉❡ ♣❛r♠✐ ❧❡s s②stè♠❡s (ψ(α)(Aλ,µ)) ♦❜t❡♥✉s à
♣❛rt✐r ❞❡s ❝❛r❛❝tèr❡s ψ(α) ❞❡ A s❡ tr♦✉✈❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ ❝❤❛q✉❡
❝❧❛ss❡ ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ M✳ ❙✐ ❞♦♥❝ A ✈ér✐✜❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✱ ❡t s✐ (r
′
Hλ,Hµ
) ❡st
✉♥ s②stè♠❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ❝❡ s②stè♠❡ ❡st ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❧❛ss❡ q✉❡ (ψ(α)(Aλ,µ))
✹✸
♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ α✳ ❆✐♥s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♥♦♥ ♥✉❧❧❡s cHλ t❡❧❧❡s q✉❡ ✿
∀λ, µ = 0, ..., h− 1, r′Hλ,µ =
cHλcHµ
cHλHµ
ψ(α)(Aλ,µ).
❙♦✐t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ R : H → GLn(C) ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❛♥t à (r
′
Hλ,Hµ
)✳ ▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
R˜ : H → GLn(C)
Hλ 7→ c−1HλR(Hλ),
❡st ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❞❡ H ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ s②stè♠❡ (ψ(α)(Aλ,µ))✱
❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ R✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱
R
′
: G → GLn(C)
AGλ 7→ ψα(A)R˜(Hλ),
❡st ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♦r❞✐♥❛✐r❡ ❞❡ G t❡❧❧❡ q✉❡ R
′
(Gλ) = R˜(Hλ)✱ ❞♦♥❝ r❡✲
❧❡✈❛♥t R˜✳ ❖♥ ❛ ❛✐♥s✐ ❝♦♥str✉✐t✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡
q✉❡❧❝♦♥q✉❡ R ❞❡ H✱ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♦r❞✐♥❛✐r❡ R
′
❞❡ G r❡❧❡✈❛♥t ❧❛ r❡♣ré✲
s❡♥t❛t✐♦♥ R˜ ❛ss♦❝✐é❡ à R✳
◆♦✉s ♣r♦✜t♦♥s ❡♥❝♦r❡ ❞❡ ❝❡t ❛♣❛rté ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡r♥❡
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ s♦✉❧❡✈é ♣❛r ❙❝❤✉r✱ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳
❖♥ ♥♦t❡ PGLn(C) ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ♣r♦❥❡❝t✐❢ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ Cn✱ q✉✐ ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡
❧❡ q✉♦t✐❡♥t ❞❡ GLn(C) ♣❛r s♦♥ ❝❡♥tr❡ ✭❡♥ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡s
❤♦♠♦t❤ét✐❡s✮✳ ❖♥ ♥♦t❡ αn : GLn(C) → PGLn(C) ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✳
❯♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡ ❞❡ H ❡t t♦✉t❡s ❝❡❧❧❡s q✉✐ ❧✉✐ s♦♥t ❛ss♦❝✐é❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ✉♥ s❡✉❧ ❡t ♠ê♠❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ H ❞❛♥s PGLn(C)✳ ❯♥ ❣r♦✉♣❡
❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ G ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ H ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ♣rés❡♥té ❝♦♠♠❡ ✉♥
❣r♦✉♣❡ ❞✬♦r❞r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✿ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ p :
G → H t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t n ❡t t♦✉t ♠♦r♣❤✐s♠❡ R : H → PGLn(C)✱ ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ R
′
: G → GLn(C) r❡♥❞❛♥t ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ s✉✐✈❛♥t
✏❝♦♠♠✉t❛t✐❢✑✷✸ ✿
(D2) G
R
′
//
p

GLn(C)
αn

H
R
// PGLn(C).
✷✸▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✏❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✑ ❡st t②♣✐q✉❡ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s✱ ❡♥ ✈♦❣✉❡
❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❡♥ ❛❧❣è❜r❡✳ ❉✐r❡ q✉✬✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ✭❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬♦❜❥❡ts ❡t ❞❡ ✢è❝❤❡s ❡♥tr❡ ❝❡s
♦❜❥❡ts✮ ❡st ✏❝♦♠♠✉t❛t✐❢✑ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬❡♥tr❡ ❞❡✉① ♦❜❥❡ts q✉❡❧❝♦♥q✉❡s A ❡t B ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡✱
t♦✉t❡s ❧❡s ✢è❝❤❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❝♦♠♠❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ✢è❝❤❡s ♠❡♥❛♥t ❞❡ A à B s♦♥t é❣❛❧❡s✳
P♦✉r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ✭❉✷✮✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t αn ◦R′ = R ◦ p✳
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P♦✉r ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❞❡s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s ♠♦❞❡r♥❡s ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡
❙❝❤✉r s✉r ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♣r♦❥❡❝t✐✈❡s✱ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐❣♥é❡ ❞❡ ❝❡ q✉✐ ✈✐❡♥t ❞✬êtr❡
♣r♦♣♦sé✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❝♦♥s✉❧t❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✶✷✽❪✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s ♣❛r❛❣r❛♣❤❡s
✷✸ ❡t ✷✹ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❯♥ ❡①♣♦sé ♠♦✐♥s ❛❜str❛✐t ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❡♥tr❡♣r✐s ♣❛r
❬✹✻❪✱ ➓ ✺✸✳ ▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ❡t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡
t♦✉s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❙❝❤✉r ♠❡♥t✐♦♥♥és ✐❝✐✱ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✈❛❧❛❜❧❡s s✐ ❧✬♦♥
r❡♠♣❧❛❝❡ C ♣❛r ✉♥ ❝♦r♣s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥✉❧❧❡✳
✷✳✸ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❉❛♥s ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❬✷✵✹❪✱ ❙❝❤✉r ♠♦♥tr❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t
❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ H ❞✬♦r❞r❡ h ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ét❡♥❞✉ ❞✬♦r❞r❡ mh ✕
q✉✐ ❡st✱ ❛✉ ✈✉ ❞❡ ❝❡ q✉✐ ❛ été ❞✐t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳
❙❝❤✉r ❛❞♦♣t❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❜str❛✐t❡ ❡t ❣é♥ér❛❧❡✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡
❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ♣❛r ❣é♥ér❛t❡✉rs ❡t r❡❧❛t✐♦♥s ✭❞♦♥t ✐❧ ♥✬❡st ❝❡rt❡s
♣❛s ❧❡ ❝ré❛t❡✉r✱ ❧✬✐❞é❡ r❡♠♦♥t❛♥t à ❲❛❧t❡r ❉②❝❦ ❬✺✽❪✮✱ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛♥t ❛✐♥s✐ s✉r
❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❧✉tôt q✉❡ s✉r s❡s ♣r♦♣r✐étés ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ✭♣r♦♣r✐étés q✉✐
♣❡✉✈❡♥t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱
❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❬✶✷✽❪✱ ♣✳ ✻✸✵✮✳
❙❝❤✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs Q0✱ Q1✱✳✳✳✱ Qh−1 ✭q✉✬♦♥
♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝♦♠♠❡ ❞❡s ✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡s✮ ❡t ❞é✜♥✐t h2 é❧é♠❡♥ts JHλ,Hµ ✿
(4) JHλ,Hµ = QλQµQ
−1
ϕ(λ,µ), λ, µ = 0, ..., h− 1.
■❧ ✐♠♣♦s❡ à ❝❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❡s h3 ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✿
(5) QνJHλ,Hµ = JHλ,HµQν , λ, µ, ν = 0, ..., h− 1.
▲❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs Qi ❡t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✺✮ ❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✐♥✜♥✐ q✉❡ ❙❝❤✉r
♥♦t❡ K
′
✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❝❡ ❣r♦✉♣❡ s♦♥t ❧❡s ♠♦ts ❢♦r♠és à ♣❛rt✐r ❞❡s Qi
❡t ❞❡s Q−1i ✱ ❧❡ ♠♦t ✈✐❞❡ ét❛♥t ♥♦té E✳ ❚♦✉t é❧é♠❡♥t ♣❡✉t êtr❡ ♠✐s s♦✉s ❧❛
❢♦r♠❡ Qα11 Q
α2
2 ...Q
β1
1 Q
β2
2 ... ✱ ♦ù ❧❡s αi✱ βi✱ ❡t❝✳ s♦♥t ❞❡s ❡♥t✐❡rs✳ ❉❡s rè❣❧❡s ❞❡
s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❡①✐st❡♥t✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♣♦✉r t♦✉t ♠♦t M ✱
EM = ME = M ✳ ❊♥s✉✐t❡✱ Q−1i ✈ér✐✜❡ QiQ
−1
i = Q
−1
i Qi = E✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❡
❣r♦✉♣❡ K
′
❡st ❞é✜♥✐ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✺✮ ❞♦♥t ✐❧ ❢❛✉t t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ♣♦✉r
❧❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s Qα11 Q
α2
2 ...Q
β1
1 Q
β2
2 ...✳
▲❡s JHλ,Hµ ❡♥❣❡♥❞r❡♥t ✉♥ ❣r♦✉♣❡ q✉❡ ❙❝❤✉r ♥♦t❡ N
′
✱ q✉✐ ❡st ✉♥ s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡ ❝❡♥tr❛❧✷✹ ❞❡ K
′
✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ❡t ✐♥✜♥✐✳ ▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s
✷✹▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✺✮ ❞✐s❡♥t q✉❡ ❧❡s JHλ,Hµ ❝♦♠♠✉t❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s Qν ❡t ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❛✐sé♠❡♥t
q✉✬✐❧s ❝♦♠♠✉t❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s Q−1ν ❡t ❞♦♥❝ ❛✈❡❝ t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥
♣r♦❞✉✐t ✜♥✐ Qα11 Q
α2
2 ...Q
β1
1 Q
β2
2 ...✳
✹✺
✭✺✮ ❡t ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ H ✐♠♣❧✐q✉❡♥t q✉❡ ❧❡s JHλ,Hµ
✈ér✐✜❡♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s
(B.) JP,QJPQ,R = JP,QRJQ,R, P,Q,R ∈ H.
❙❝❤✉r ❛✣r♠❡ q✉❡ t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ K
′
♣❡✉t s❡ ♠❡ttr❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ JQλ✱
♦ù J ❛♣♣❛rt✐❡♥t à N
′
✷✺✳ ❈❡tt❡ é❝r✐t✉r❡ ❡st ✉♥✐q✉❡✱ ❛✉ s❡♥s ♦ù s✐ JQλ =
J
′
Qµ✱ ❛❧♦rs λ = µ ❡t J = J
′
✳ ❙❝❤✉r r❡♠❛rq✉❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s JHλ,Hµ ♥❡
♣❡✉✈❡♥t s❛t✐s❢❛✐r❡ ❛✉❝✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
∏
λ,µ
J
lλ,µ
Hλ,Hµ
= E q✉✐ ♥❡ ❞é❝♦✉❧❡
❞❡ (B.)✳ ❆✐♥s✐ N
′
♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s
❣é♥ér❛t❡✉rs JHλ,Hµ ✱ ♠✉♥✐ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s (B.)✳
N
′
❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ✜♥✐❡✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ t❡❧s ❣r♦✉♣❡s
❡st ❝♦♥♥✉❡ ❞❡ ❙❝❤✉r✷✻✳ ■❧ ❞é❝✐❞❡ ✐❝✐ ❞❡ r❡♥♦♠♠❡r ❧❡s h2 ❣é♥ér❛t❡✉rs JHλ,Hµ ❡♥
X1✱ X2✱ ✳✳✳✱ Xp✱ ♦ù p = h2 ✭❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t ❥✉st❡ à s❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥ ♦r❞r❡ s✉r ❧❡s
JHλ,Hµ✮✳ ▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s (B.) ♣r❡♥♥❡♥t ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦r♠❡
(6) Xαλ11 X
αλ2
2 ...X
αλp
p = E, λ = 1, ..., h
3,
♦ù ❧❡s αλµ ♣r❡♥♥❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs −1✱ 1 ♦✉ 0✳ ❙✐ p − s ❡st ❧❡ r❛♥❣ ❞✉ s②stè♠❡
❞✬éq✉❛t✐♦♥s ✭✻✮ ❡t s✐ e1✱ e2✱ ✳✳✳✱ eρ s♦♥t ❧❡s ❞✐✈✐s❡✉rs é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✷✼ str✐❝t❡♠❡♥t
♣❧✉s ❣r❛♥❞s q✉❡ 1 ❞✉ s②stè♠❡ (αλ,µ)✱ ❛❧♦rs N
′
❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ♣r♦❞✉✐t
N × N′′ ✱ ♦ù N ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐✱ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❝②❝❧✐q✉❡s ❞✬♦r❞r❡s
r❡s♣❡❝t✐❢s e1✱ e2✱ ✳✳✳✱ eρ✱ ❡t ♦ù N
′′
❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ r❛♥❣ s✳ ❊♥ t❡r♠❡s
♠♦❞❡r♥❡s✱
N
′ ≃ Z
(e1)
× Z
(e2)
× ...× Z
(eρ)
× Zs.
❙❝❤✉r s❛✐t ❞♦♥❝ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❛♥s N
′
ρ+ s é❧é♠❡♥ts
Yα = X
sα1
1 ...X
sαp
p , α = 1, ..., ρ,
✷✺❙❝❤✉r ♥❡ ❞♦♥♥❡ ♣❛s ❞❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❢❛✐t✳ ■❧ s✉✣t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ s❡ ❝♦♥✈❛✐♥❝r❡
q✉❡ ❧❡s Q−1ν s❡ ♠❡tt❡♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ JQλ ❀ ✐❧ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❛ss❡③ ❛✐sé ❞❡ ♠♦♥tr❡r ♣❛r ré❝✉r✲
r❡♥❝❡ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❞✬✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ Qa1j1Q
a2
j2
...Qanjn ✱ ♦ù ❧❡s ai ♣r❡♥♥❡♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r
1 ♦✉ −1✱ q✉❡ t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ K′ s❡ ♠❡t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ JQλ✳
❈♦♠♠❡ H0H0 = H0 = E✱ ϕ(0, 0) = 0✱ ❞♦♥❝ Q0Q0 = JH0,H0Q0✱ ❞✬♦ù Q
−1
0 = J
−1
H0,H0
✳
❙♦✐❡♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t λ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ µ t❡❧ q✉❡Hµ = H−1λ ✳ ❈♦♠♠❡HλHµ = H0✱ ϕ(λ, µ) = 0✳
❉❡ JHλ,Hµ = QλQµQ
−1
ϕ(λ,µ) ♦♥ ❞é❞✉✐t Q
−1
λ JHλ,Hµ = QµQ
−1
ϕ(λ,µ) = QµQ
−1
0 = QµJ
−1
H0,H0
✳
❊t ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ♣r♦✉✈é ✿ Q−1λ = JQµ ♦ù J ❛♣♣❛rt✐❡♥t à N
′
✳
✷✻❖♥ ❛ ❞é❥à ♠❡♥t✐♦♥♥é ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s
❛❜é❧✐❡♥s ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ✜♥✐❡✱ ♣r♦✉✈é ❞❛♥s ❬✾✻❪✳
✷✼◆♦✉s r❡✈✐❡♥❞r♦♥s ❡♥ ❞ét❛✐❧ s✉r ❧❡s ❞✐✈✐s❡✉rs é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s ❛❜♦r❞❡r♦♥s ❧❛
♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳ ▲✬✐❞é❡ ✐❝✐ ❡st q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❢♦r♠❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts (αλµ)λ=1,...,h3,µ=1,...,p✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ p − s ❧❡ r❛♥❣ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡t e1✱ e2✱ ✳✳✳✱
eρ s❡s ❞✐✈✐s❡✉rs é❧é♠❡♥t❛✐r❡s str✐❝t❡♠❡♥t ♣❧✉s ❣r❛♥❞s q✉❡ 1✳
✹✻
Zβ = X
tβ1
1 ...X
tβp
p , β = 1, ..., s,
q✉✐ ❡♥❣❡♥❞r❡♥t t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ N
′
❡t t❡❧s q✉❡ ❧❡s Yα s♦♥t ❞✬♦r❞r❡ eα
t❛♥❞✐s q✉✬❛✉❝✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s Zβ ♥✬❡st ✈ér✐✜é❡✳
▲❡s é❧é♠❡♥ts Xν s♦♥t ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ❡♥❣❡♥❞rés ♣❛r ❧❡s Yα ❡t ❧❡s Zβ ❀ ✐❧s
s✬é❝r✐✈❡♥t ❞♦♥❝ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
Xν = Y
aν1
1 ...Y
aνρ
ρ Z
bν1
1 ...Z
bνs
s .
❙❝❤✉r ❞é❝✐❞❡ ❞❡ r❡❣❛r❞❡r ❝❡ q✉✬✐❧ ❛❞✈✐❡♥t s✐ ❧✬♦♥ s♣é❝✐❛❧✐s❡ ❧❡s ✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡s
X1✱ ✳✳✳✱ Xp ❡♥ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞♦♥❝ p ♥♦♠❜r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s x1✱
✳✳✳✱ xp ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s
(7) xαλ11 x
αλ2
2 ...x
αλp
p = 1, λ = 1, ..., h
3,
❡t s✐ ❧✬♦♥ ♣♦s❡
yα = x
sα1
1 ...x
sαp
p , α = 1, ..., ρ,
zβ = x
tβ1
1 ...x
tβp
p , β = 1, ..., s,
❛❧♦rs
xν = y
aν1
1 ...y
aνρ
ρ z
bν1
1 ...z
bνs
s ,
❡t yeαα = 1✱ α = 1, ..., ρ✳ ❊t ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s✐ ❧✬♦♥ ♣r❡♥❞ ♣♦✉r ❧❡s yα ❞❡s
r❛❝✐♥❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s eα✲✐è♠❡s ❞❡ ❧✬✉♥✐té ❡t ♣♦✉r zβ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s
q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ♥♦♥ ♥✉❧s✱ ❛❧♦rs ❧❡s ♥♦♠❜r❡s xν ✱ ν = 1, ..., p✱ ❞é✜♥✐s ♣❛r xν =
yaν11 ...y
aνρ
ρ z
bν1
1 ...z
bνs
s , ✈ér✐✜❡♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✼✮✳
❙❝❤✉r ❞é❝✐❞❡ ❛❧♦rs ❞❡ s♦✉♠❡ttr❡ ❧❡s Xν ✱ ν = 1, ..., p✱ à ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s s✉♣✲
♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ ❡♥ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ✿
(8) X
tβ1
1 ...X
tβp
p = E, β = 1, ..., s,
❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t à ♣♦s❡r Zβ = E✳ ■❧ ❛✣r♠❡ q✉❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s
Qi ❡t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✺✮ ❡t ✭✽✮ ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐✱ q✉✬✐❧ ♥♦t❡ K✱ ❡t ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧
❧❡s JHλ,Hµ ✭✐✳❡✳ ❧❡s Xν✮ ❡♥❣❡♥❞r❡♥t ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ❞✬♦r❞r❡ m = e1e2...eρ✱
✐s♦♠♦r♣❤❡ à N✳ ■❧ ♣rét❡♥❞ ❛✉ss✐ q✉❡ K ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡
H ♣❛r N✳
❆rrêt♦♥s✲♥♦✉s ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t ❡t r❡✈❡♥♦♥s s✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ q✉❡ ❙❝❤✉r
✈✐❡♥t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r✳ ❙❝❤✉r ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❝❡♥tr❛❧❡ G ❞❡ H✳ ❙✐ A ❞és✐❣♥❡
❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ♣❛r ❧❡q✉❡❧ s❡ ❢❛✐t ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts
Aλ,µ ❞❛♥s A t❡❧s q✉❡
(3) GλGµ = Aλ,µGϕ(λ,µ), λ, µ = 0, 1, ..., h− 1,
✹✼
s✐ ❧✬♦♥ ❛ ❞❛♥s H
(2) HλHµ = Hϕ(λ,µ), λ, µ = 0, 1, ..., h− 1,
❡t s✐ ❧❡s Hλ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❜✐✉♥✐✈♦q✉❡ ❛✉① ❝❧❛ss❡s AGλ ❞❡
G
A
✳
▲❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs Qλ ✐♥tr♦❞✉✐ts ♣❛r ❙❝❤✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① Gλ✳ ▲❡s q✉❛♥✲
t✐tés JHλ,Hµ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① Aλ,µ ❀ ❧❡✉r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✈✐❛ ✭✹✮ ❡st ❜✐❡♥ é✈✐❞❡♠✲
♠❡♥t ❝❛❧q✉é❡ s✉r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✸✮✳ ❈♦♠♠❡ A ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❝❡♥tr❛❧ ❞❡
G✱ ✐❧ ❡st ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡r q✉❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ❣r♦✉♣❡ N
′
❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r
❧❡s JHλ,Hµ ❝♦♠♠✉t❡♥t ❛✈❡❝ ❝❡✉① ❞✉ ❣r♦✉♣❡ K
′
❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s Qλ✱ ❡①✐❣❡♥❝❡
tr❛❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✺✮✳
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❢❛✐t r❡♠❛rq✉❡r ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❙❝❤✉r ♥❡ ♣❛r❧❡ ❞✬❡①✲
t❡♥s✐♦♥ ✭❝❡♥tr❛❧❡✮ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♣❛r ✉♥ ❛✉tr❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s
✜♥✐s✳ ■❧ ♥❡ ♣ré❝✐s❡ ❞♦♥❝ ♣❛s q✉❡ K
′
❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❝❡♥tr❛❧❡ ❞❡ H ♣❛r N
′
♠❛✐s ❝✬❡st ♣♦✉rt❛♥t ❧❡ ❝❛s✱ ❞ès ❧♦rs q✉❡ ❧✬♦♥ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥
❛✉① ❣r♦✉♣❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳ ❘❡♠❛rq✉❡r ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❢❛✐t ❙❝❤✉r q✉❡ t♦✉t é❧é♠❡♥t
❞❡ G s❡ ♠❡t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ JQλ✱ ❡t q✉✬✉♥❡ t❡❧❧❡ é❝r✐t✉r❡ ❡st ✉♥✐q✉❡✱ r❡✈✐❡♥t
❞✬❛✐❧❧❡✉rs à ❡①♣r✐♠❡r q✉❡ ❧❡ q✉♦t✐❡♥t
K
′
N
′ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à H✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ❧❡
❧❡❝t❡✉r ♠♦❞❡r♥❡✱ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤✉r ♣❡✉t êtr❡ tr❛♥s❝r✐t❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡
(S1) 1→ N′ i→ K′ π→ H → 1,
♦ù i ❡st ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ N
′
❞❛♥s K
′
❡t π ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞é✜♥✐ s✉r ❧❡s ❣é♥ér❛✲
t❡✉rs ❞❡ K
′
♣❛r π(Qλ) = Hλ✳
❏✉st❡ ❛♣rès ❛✈♦✐r ❞é✜♥✐ K
′
❡t N
′
✱ ❙❝❤✉r r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡s JHλ,Hµ s♦♥t
❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝❛r❛❝tér✐sés ♣❛r (B.) ✭✐❧ ♣ré❝✐s❡ q✉✬❛✉❝✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡
♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ✈ér✐✜é❡ ♣❛r ❧❡s JHλ,Hµ s✐ ❡❧❧❡ ♥❡ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ (B.)✮✳ ❖r (B.) ❡t (A.)
s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s ❡t s✐ ❧✬♦♥ ❛ttr✐❜✉❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♥✉♠ér✐q✉❡s rHλ,Hµ ❛✉① JHλ,Hµ ✱
♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s (rHλ,Hµ) ✈ér✐✜❛♥t (A.)✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥
r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞✬✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞✉ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r ❞❡ ❙❝❤✉r M✳ ❖r ❧♦rsq✉❡ ❙❝❤✉r ❛
❡①♣❧✐q✉é ❝♦♠♠❡♥t ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡❧❡✈é❡s ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♣r♦❥❡❝t✐✈❡s ❞❡ H
❡♥ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♦r❞✐♥❛✐r❡s ❞❡ G✱ ✐❧ ❡st ❛♣♣❛r✉ q✉❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❣r♦✉♣❡
G s✉✣s❛♠♠❡♥t ét❡♥❞✉✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ ♣❛r♠✐ ❧❡s s②stè♠❡s (ψ(α)(Aλ,µ)) ♦❜t❡♥✉s à
♣❛rt✐r ❞❡s ❝❛r❛❝tèr❡s ψ(α) ❞❡ A s❡ tr♦✉✈❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ ❝❤❛q✉❡
❝❧❛ss❡ ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ M✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ N
′
s❡ ♣rés❡♥t❡ ❞♦♥❝✱ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡
q✉❡❧q✉❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ❝♦♠♠❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ♣♦✉r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ A ♣❛r ❧❡q✉❡❧ ❢❛✐r❡
❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ H ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ét❡♥❞✉✳
N
′
❡st ❛❜é❧✐❡♥ ♠❛✐s ✐♥✜♥✐✳ ❙❝❤✉r s✉♣♣r✐♠❡ ❞♦♥❝ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❧✐❜r❡ ❡♥ ♣♦s❛♥t
Zβ = E✱ β = 1, ..., s ✭r❡❧❛t✐♦♥s ✭✽✮✮✳ ❈❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ♥❡ ❣❛r❞❡r q✉❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡
✹✽
N ❞♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t ❧❡s Yα = Xsα11 ...X
sαp
p ✱ α = 1, ..., ρ✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ K
❞é✜♥✐ ✈✐❛ ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs Qλ ❡t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✺✮ ❡t ✭✽✮ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ s❡❧♦♥
❙❝❤✉r ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❝❡♥tr❛❧❡ ❞❡ H ♣❛r N✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡①♣r✐♠❡r ❝❡❝✐ à
❧✬❛✐❞❡ ❞❡ s✉✐t❡s ❡①❛❝t❡s✳ ❙♦✐t N
′′
❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ N
′
❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s Zβ✱
β = 1, ..., s ❀ N ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ❧❡ q✉♦t✐❡♥t
N
′
N
′′ ✳ ❉❡ ♣❧✉s N
′′
❡st ✉♥ s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡ ✭❞✐st✐♥❣✉é ❝❛r ❝❡♥tr❛❧✮ ❞❡ K
′
❡t ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ q✉♦t✐❡♥t
K
′
N
′′ ✳
▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ i ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ (S1) ♣❡✉t ♣❛ss❡r ❛✉ q✉♦t✐❡♥t✱
❛✉ s❡♥s ♦ù s✐ π1 ❡t π2 ❞és✐❣♥❡♥t ❧❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❝❛♥♦♥✐q✉❡s π1 : N
′ → N
′
N
′′
❡t π2 : K
′ → K
′
N
′′ ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ i ❢❛✐s❛♥t ❝♦♠♠✉t❡r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡
s✉✐✈❛♥t ✿
(D3) N
′ i //
π1

K
′
π2

N
′
N
′′ i
// K
′
N
′′ .
π ♣❛ss❛♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✉ q✉♦t✐❡♥t✷✽✱ ♦♥ ❛ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✿
(D4) K
′ π //
π2

H
id
K
′
N
′′ π
// H.
❆ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s ❡t ❞❡ (S1)✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞ér✐✈❡r ✉♥❡
♥♦✉✈❡❧❧❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ✿
(S2) 1 //
N
′
N
′′
i // K
′
N
′′
π // H // 1.
❈❡tt❡ s✉✐t❡ s✬♦❜t✐❡♥t ❡♥ é❝r✐✈❛♥t ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ s✉✐✈❛♥t✷✾✱ ❢❛✐✲
✷✽❖♥ ❛ π(N
′′
) = 1 ❝❛r N
′′ ⊂ N′ ❡t π(N′) = 1 ✭❝♦♠♠❡ N′ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s K′ ✱
♦♥ s❡ ♣❡r♠❡t ❞✬é❝r✐r❡ N
′
à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ i(N
′
) ❀ ❞❡ ♠ê♠❡ ♦♥ é❝r✐t N
′′
♣♦✉r i(N
′′
)✮✳
✷✾❉✐r❡ q✉❡ (S2) ❡st ❡①❛❝t❡ r❡✈✐❡♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t à ❞✐r❡ q✉❡ π ◦ i = 1 ✭♣❛r ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡
1✱ ♦♥ ❡♥t❡♥❞ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥✈♦②❛♥t t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts s✉r ❧❡ ♥❡✉tr❡ 1✮✳ ❈♦♠♠❡ π1 ❡st
s✉r❥❡❝t✐✈❡✱ s✐ π ◦ i ◦ π1 = 1 ❛❧♦rs π ◦ i = 1✳ ❖r ❝♦♠♠❡ (D3) ❡st ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✱ i ◦ π1 = π2 ◦ i✳
❆✐♥s✐✱ π ◦ i ◦ π1 = π ◦ π2 ◦ i✳ ▼❛✐s ❝♦♠♠❡ (D4) ❡st ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✱ π ◦ π2 = id ◦ π = π✳ ❖♥
♦❜t✐❡♥t ✜♥❛❧❡♠❡♥t π ◦ i ◦ π1 = π ◦ i = 1 ❝❛r (S1) ❡st ❡①❛❝t❡✳
✹✾
s❛♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ (S1)✱ (D3) ❡t (D4) ✿
1 // N
′ i //
π1

K
′ π //
π2

H //
id

1
1 //
N
′
N
′′
i // K
′
N
′′
π // H // 1.
❖♥ ❛ ♣✉ ♥♦t❡r ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t q✉❡ r❛❥♦✉t❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✽✮ r❡✈❡♥❛✐t à
❢❛✐r❡ ❧❡ q✉♦t✐❡♥t ♣❛r N
′′
✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r N ❝♦♠♠❡ ❧❡ q✉♦t✐❡♥t
N
′
N
′′ ❡t K
❝♦♠♠❡ ❧❡ q✉♦t✐❡♥t
K
′
N
′′ ✳ ■❧ ❛♣♣❛r❛ît ❛❧♦rs✱ ✈✐❛ (S2)✱ q✉❡ K ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
❞❡ H ♣❛r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ N✱ ❝❡ q✉✐ r❡❥♦✐♥t ❝❡ q✉✬❛✣r♠❡ ❙❝❤✉r✳
❘❡♣r❡♥♦♥s ❧❡ ✜❧ ❞❡s ♣❡♥sé❡s ❞❡ ❙❝❤✉r✳ ■❧ ❛ r❡♠❛rq✉é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t q✉❡
s✐ ❧✬♦♥ ♣r❡♥❞ ♣♦✉r ❧❡s yα ❞❡s r❛❝✐♥❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s eα✲✐è♠❡s ❞❡ ❧✬✉♥✐té ❡t ♣♦✉r
zβ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ♥♦♥ ♥✉❧s✱ ❛❧♦rs ❧❡s ♥♦♠❜r❡s xν ✱ ν =
1, ..., p✱ ❞é✜♥✐s ♣❛r xν = yaν11 ...y
aνρ
ρ z
bν1
1 ...z
bνs
s , ✈ér✐✜❡♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✼✮✳ P♦✉r
✉♥ t❡❧ ❝❤♦✐① ❞❡s yα ❡t ❞❡s zβ✱ (xν)ν=1,...,h2 ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s
s❛t✐s❢❛✐s❛♥t (A.)✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs✳ ❙♦✉✈❡♥♦♥s✲♥♦✉s ❛✉ss✐
q✉✬❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✐❧ ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r ❞❡ ❙❝❤✉r
ét❛✐t ✜♥✐✱ ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t ❧✬❛r❣✉♠❡♥t s❡❧♦♥ ❧❡q✉❡❧ t♦✉t❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ M ❛❞♠❡t ✉♥
r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞♦♥t t♦✉s ❧❡s ♥♦♠❜r❡s sP,Q s♦♥t ❞❡s r❛❝✐♥❡s h✲✐è♠❡s ❞❡ ❧✬✉♥✐té✳
❙❝❤✉r ❛ r❡♥♦♠♠é ❧❡s JHλ,Hµ ✱ λ✱ µ = 0, ..., h − 1 ❡♥ X1✱✳✳✳✱Xp✱ p = h2✳
❉✐s♦♥s q✉❡ JP,Q s♦✐t é❣❛❧ à Xν ✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❛ttr✐❜✉❡ à JP,Q ❧❡ ♥♦♠❜r❡ rP,Q✱ ❧❡
♥♦♠❜r❡ xν ❛ss♦❝✐é à Xν ✈ér✐✜❡✱ ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ xν = rP,Q✳ ▲❡s yα ❡t zβ ❞é✜♥✐s
❝♦♠♠❡ s✉✐t
yα = x
sα1
1 ...x
sαp
p , α = 1, ..., ρ; zβ = x
tβ1
1 ...x
tβp
p , β = 1, ..., s,
s♦♥t ❛❧♦rs ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡s rP,Q✳ ❙❝❤✉r ♥♦t❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s fα ❡t gβ✱ ❞❡ s♦rt❡
q✉✬♦♥ ❛ ✿
yα = fα(rR,S), zβ = gβ(rR,S).
❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ✈✉ ❛✉♣❛r❛✈❛♥t✱
rP,Q = xν = y
aν1
1 ...y
aνρ
ρ z
bν1
1 ...z
bνs
s .
❙❝❤✉r ✐♥tr♦❞✉✐t ❞♦♥❝ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s FP,Q ❡t GP,Q t❡❧❧❡s q✉❡
yaν11 ...y
aνρ
ρ = FP,Q(yα), z
bν1
1 ...z
bνs
s = GP,Q(zβ),
✺✵
❝❡ q✉✐ ❧✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬é❝r✐r❡ ❧❡s rP,Q s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
rP,Q = FP,Q(yα)GP,Q(zβ).
❆♣rès ❛✈♦✐r ♠♦♥tré q✉❡ s = h ✕ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ N
′
❛
♣♦✉r r❛♥❣ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ H ✕ ❙❝❤✉r ♣r♦✉✈❡ q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❧❡s rR,S s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
cRcS
cRS
❛❧♦rs ❧❡s fα(rR,S)✱ α = 1, ..., ρ s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t é❣❛✉① à 1✱ ✐✳ ❡✳ ✈❛❧❡♥t
1 ♣♦✉r t♦✉t ❝❤♦✐① ❞❡s cP ✳ ■❧ ♣r♦✉✈❡ ❡♥s✉✐t❡ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝❤♦✐① q✉❡❧❝♦♥q✉❡
❞❡s z1✱✳✳✳✱zh✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s q✉❛♥t✐tés aH0 ✱✳✳✳✱aHh−1 t❡❧❧❡s q✉❡ zβ = gβ
(
aRaS
aRS
)
✱
β = 1, ..., h✳ ❈❡❝✐ ❧✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❞❡✉① s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs (rP,Q)
❡t (r
′
P,Q)✱ q✉✐ s✬é❝r✐✈❡♥t ❞♦♥❝ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ rP,Q = FP,Q(yα)GP,Q(zβ) ❡t r
′
P,Q =
FP,Q(y
′
α)GP,Q(z
′
β)✱ s♦♥t ❛ss♦❝✐és s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ yα = y
′
α ♣♦✉r t♦✉t α ❞❡
{1, ..., ρ}✳
❆✈❡❝ ❝❡❝✐✱ ❙❝❤✉r ❛✣r♠❡ ❛✈♦✐r ♣r♦✉✈é q✉❡ M ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à N ❝❛r ✐❧
♥♦t❡ q✉❡ t♦✉t s②stè♠❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❡st ❛ss♦❝✐é à ❧✬✉♥ ❞❡s m = e1...eρ s②stè♠❡s
rP,Q = FP,Q(yα) ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❞é❝r✐r❡ à ❝❤❛q✉❡ yα ❧❡s r❛❝✐♥❡s eα✲✐è♠❡s
❞❡ ❧✬✉♥✐té✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝❧❛r✐✜❡r ❝❡tt❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐❡ ❡♥tr❡ M ❡t N✳ ▲♦rsq✉❡✱ ♣❛rt❛♥t ❞✉
❣r♦✉♣❡ N
′
✱ ❙❝❤✉r ❛✛❡❝t❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♥✉♠ér✐q✉❡s xν ❛✉① Xν ✱ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡
q✉✬❛✉① Yα ❡t Zβ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❧❡s yα = xsα11 ...x
sαp
p ❡t ❧❡s zβ = x
tβ1
1 ...x
tβp
p ✱
✐❧ ♥❡ ❢❛✐t ✜♥❛❧❡♠❡♥t r✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡ q✉❡ s❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ N
′
❞❛♥s
(C×)✳ ◆♦t♦♥s (N
′
)∗ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ N
′
❞❛♥s C×✳ ■♥tr♦❞✉✐s♦♥s
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ f ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
f : (N
′
)∗ −→ (C×)p
ϕ 7−→ (ϕ(X1), ..., ϕ(Xp)).
❆ttr✐❜✉❡r ❛✉①Xν ❞❡s ✈❛❧❡✉rs xν ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❢❛✐t ❙❝❤✉r r❡✈✐❡♥t à s❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥
é❧é♠❡♥t ϕ ❞❡ (N
′
)∗ ❡t à ❝♦♥s✐❞ér❡r f(ϕ) = (ϕ(X1), ..., ϕ(Xp)) = (x1, ..., xp)✳
◆♦t♦♥s q✉❡ (N
′
)∗ ❡st ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡t
q✉❡ f ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ✐♥❥❡❝t✐❢✳ ❊♥ ♦✉tr❡ Im(f) ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ✈ér✐✜❛♥t (A.)✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ f ❡st ❞♦♥❝
✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥tr❡ (N
′
)∗ ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs✳
▲❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ L ❞❡ (N
′
)∗ ❢♦r♠é ❞❡s é❧é♠❡♥ts ϕ ❞♦♥t ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ à
N
′′
❡st 1 ✭♦✉ ❡♥❝♦r❡ t❡❧s q✉❡ ϕ(Zβ) = 1✱ β = 1, ..., h✮ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à
N∗ = {♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❞❡ N ❞❛♥s C×}✳ ❖r N∗ ♥✬❡st r✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡ q✉❡
❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tèr❡s ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ N ❞♦♥❝ N∗ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à N ❡t
✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ L ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à N✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t f ✐♥❞✉✐t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ L s✉r f(L)✳ ■❧ r❡st❡ à ✈♦✐r q✉❡
f(L) ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à M✳ ❚♦✉t s②stè♠❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❡st ♦❜t❡♥✉ ❝♦♠♠❡ ✐♠❛❣❡
✺✶
♣❛r f ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ (N
′
)∗✳ ❙♦✐t ❞♦♥❝ ϕ ✉♥ é❧é♠❡♥t q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ (N
′
)∗✳ ❙✐
❧✬♦♥ ♥♦t❡ ϕ˜ ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡ L ❝♦ï♥❝✐❞❛♥t ❛✈❡❝ ϕ s✉r N✱ f(ϕ˜) ❡st ❛ss♦❝✐é à f(ϕ)
❝❛r✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛ ♣r♦✉✈é ❙❝❤✉r✱ ❞❡✉① s②stè♠❡s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s (rP,Q) ❡t (r
′
P,Q) ✈é✲
r✐✜❛♥t (A.) s♦♥t ❛ss♦❝✐és s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ yα = y
′
α ♣♦✉r t♦✉t α ❞❡ {1, ..., ρ}✳
❆✐♥s✐ t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ M ❛❞♠❡t ✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ f(ϕ˜)✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱
❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞✐st✐♥❝ts ϕ˜ ❡t ψ˜ ❞❡ L s✬❡♥✈♦✐❡♥t ♣❛r f s✉r ❞❡✉① s②stè♠❡s ♥♦♥
❛ss♦❝✐és✱ ❝❛r ✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ Yα t❡❧ q✉❡ ϕ˜(Yα) 6= ψ˜(Yα)✳ ❖♥ ✈♦✐t ❛✐♥s✐
q✉✬♦♥ ❛ ✉♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❜✐✉♥✐✈♦q✉❡ ❡♥tr❡ f(L) ❡t M✱ ❞♦♥t ✐❧ ❡st ❛✐sé ❞❡
✈ér✐✜❡r q✉✬❡❧❧❡ ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t f(L) ❡st ❜✐❡♥ ✐s♦✲
♠♦r♣❤❡ à M✱ ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t N ❡t M s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s✳
▲❡s ❣r♦✉♣❡s N ❡t K ❝♦♥str✉✐ts ♣❛r ❙❝❤✉r ♦♥t ❞♦♥❝ ♣♦✉r ❝❛r❞✐♥❛✉① r❡s♣❡❝✲
t✐❢s m = m ❡t mh✳ ❈❤❛q✉❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ψ ❞❡ N ❢♦✉r♥✐t ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs
(ψ(JP,Q) = ψ(Xν)) ❡t ❞❡✉① s②stè♠❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ ❝❛r❛❝tèr❡ ❞✐✛ér❡♥t
❞❡ N s♦♥t ♥♦♥ ❛ss♦❝✐és✱ ❞♦♥❝ m
′
= m✳ ❆✐♥s✐ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ K ♦❜t❡♥✉ ❝♦♠♠❡
❡①t❡♥s✐♦♥ ❝❡♥tr❛❧❡ ❞❡ H ♣❛r N ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ét❡♥❞✉✱ ❡t ❝✬❡st
♠ê♠❡ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛r ✐❧ ❡st ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣♦ss✐❜❧❡✳
❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ s♦♥ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ❙❝❤✉r ❞♦♥♥❡ q✉❡❧q✉❡s ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥s q✉✬✐❧ ❛ ♣✉ ♦❜t❡♥✐r s✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡✉①✲♠ê♠❡s✳ ■❧
❡①♣❧✐q✉❡ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ✉♥✐❝✐té✸✵ ✭♠ê♠❡ à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣rès✮ ❞❡ t❡❧s ❣r♦✉♣❡s
❝❛r ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ K ❡st ❢❛✐t ✉♥ ❝❤♦✐① ❞❡ ❣é♥ér❛t❡✉rs Z1✱✳✳✳✱Zh ❞❡
❧❛ ♣❛rt✐❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ N
′
✳ ■❧ ♠♦♥tr❡ ♣❛r ❝♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥✐❝✐té à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡
♣rès ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞ér✐✈é ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ ❞♦♥♥é H✳
▲❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✷✵✹❪ s✬❛tt❛r❞❡ s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡
✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❝❡♥tr❛❧❡ G ❞❡ H ♣❛r A✱ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛✲
t✐♦♥s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ❞❡ G ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ ❝❛r❛❝tèr❡ ❞❡ A✳ ▲❡ ❝✐♥q✉✐è♠❡ ❡t
❞❡r♥✐❡r ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣r♦♣♦s❡ q✉❛♥t à ❧✉✐ q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❛✐❞❛♥t✱ ❞❛♥s
❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✱ à ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r ❞❡ ❙❝❤✉r ❡t ❞❡s
❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ ❞♦♥♥é✳ ◆♦✉s ♥✬❡♥ ❞✐r♦♥s ♣❛s ♣❧✉s
s✉r ❝❡s ❞❡✉① ♣❛r❛❣r❛♣❤❡s ❝❛r✱ ét❛♥t s✉rt♦✉t ✐♠♣♦rt❛♥ts ♣♦✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❡♥ s♦✐✱ ✐❧s ♥❡ ♣rés❡♥t❡♥t ♣❛s ❞❡ ré❡❧ ✐♥térêt ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡
♥♦tr❡ ét✉❞❡✳
❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❞r❡ss♦♥s ✉♥ ❜✐❧❛♥ ❞❡s ❛s♣❡❝ts ❧❡s ♣❧✉s ❡ss❡♥✲
t✐❡❧s ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❙❝❤✉r q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❡♥ ♣❛rt✐❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡r✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♠♦t✐✈❛♥t ❙❝❤✉r ❞❛♥s ❬✷✵✹❪ ❡st r❡♠❛rq✉❛❜❧❡✳ ❊♥ r❡❝❤❡r✲
❝❤❛♥t ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ r❡❧❡✈❡r t♦✉t❡s ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♣r♦❥❡❝t✐✈❡s
✸✵❈❡tt❡ ♥♦♥✲✉♥✐❝✐té r❡❥♦✐♥t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❧❡ ❢❛✐t ✕ ♥♦♥ ét✉❞✐é ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❙❝❤✉r
✕ q✉✬✐❧ ♣❡✉t ② ❛✈♦✐r ♣❧✉s✐❡✉rs ❡①t❡♥s✐♦♥s ♥♦♥ ✐s♦♠♦r♣❤❡s ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♣❛r ✉♥ ❛✉tr❡✳
✺✷
❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞♦♥♥é✱ ❙❝❤✉r s❡ ♣♦s❡ ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ q✉✐ ❝♦♥♥❛ît ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉①
❛♥❛❧♦❣✉❡s ❞❛♥s ❧✬❛❧❣è❜r❡ ♠♦❞❡r♥❡✳ ❙♦♥ ♣r♦❜❧è♠❡ s♦✉✛r❡ ❞✉ ❞é❢❛✉t ❞❡ ♥❡ ♣❛s
êtr❡ ✏✉♥✐✈❡rs❡❧✑ ❛✉ s❡♥s ♦ù ♦♥ ❧✬❡♥t❡♥❞ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✸✶ ♠❛✐s ✐❧ ❡st ♥é❛♥♠♦✐♥s
♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✉♥✐✈❡rs❛❧✐té q✉✐ ❡st ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r
❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♦❜❥❡ts ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✸✷✱ ❝❛r ✐❧ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥ ♦❜❥❡t ✕ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❡✲
♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✕ ✈ér✐✜❛♥t ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été r❡❧❛t✐✈❡ à t♦✉s ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡
❝❧❛ss❡ ✕ ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♣r♦❥❡❝t✐✈❡s ❞❡ H✳
◆♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉✬êtr❡ ❢r❛♣♣és ♣❛r ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ♥♦✈❛t❡✉r ❞✉
r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉❡ ❙❝❤✉r ♠❡t ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❬✷✵✹❪✳
▲✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐té ❛✈❡❝ ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❡st ♠❡♥é❡ s❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦♥t
♣❡✉ à ❡♥✈✐❡r ❛✉① r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥ts ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t à ♣❛rt✐r ❞❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✷✵ ❛✈❡❝
❧✬❡ss♦r ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ♠♦❞❡r♥❡ ❡t q✉✐ s✬✐♠♣♦s❡r♦♥t ♣❡✉ à ♣❡✉ ❝♦♠♠❡ ❧❡ st②❧❡
❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡✱ ❥✉sq✉✬à ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✳ ▲✬✐❞é❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡r à ❧✬❛✐❞❡
❞❡ ❣é♥ér❛t❡✉rs ❡t r❡❧❛t✐♦♥s ✕ ♦♥ ❛ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ♣✉ ♦❜s❡r✈❡r ❝♦♠♠❡♥t ❙❝❤✉r ❛
❥✉❞✐❝✐❡✉s❡♠❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❝♦❞❛♥t ❝❡❧❧❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡✲
♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✕ s✬❛✈èr❡ ❞❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ très ♣❡rt✐✲
♥❡♥t❡ ❝❛r ✐❧ ♦❜t✐❡♥t✱ ❛✉✲❞❡❧à ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ✉♥
♣r♦❝é❞é ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ t❡❧s ❣r♦✉♣❡s✱ ♣r♦❝é❞é q✉✐ ❢♦✉r♥✐t ❡♥ ♦✉tr❡ t♦✉s
❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✭❡t r❡♥❞ ♠❛♥✐❢❡st❡✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬ét❛✐t ❛ ♣r✐♦r✐ ♣❛s
é✈✐❞❡♥t✱ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ✉♥✐❝✐té ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥
❣r♦✉♣❡ ❞♦♥♥é✮✳ ◆♦✉s ❛✉r♦♥s ❞✬❛✐❧❧❡✉rs✱ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✱ ❧✬♦♣♣♦rt✉✲
♥✐té ❞✬♦❜s❡r✈❡r ❞✬❛✉tr❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✱ t♦✉t ❛✉ss✐ ❛❜str❛✐t❡s ❡t ❣é♥ér❛❧❡s q✉❡
❝❡❧❧❡ ❞❡ ❙❝❤✉r✱ ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ♣❛r ❣é♥ér❛t❡✉rs
❡t r❡❧❛t✐♦♥s✸✸✳ ◆♦✉s ♣♦✉rr♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❝❡ ♣r♦❝é❞é ✐♠❛❣✐♥é
✸✶▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❙❝❤✉r✱ ✐✳❡✳ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥✐q✉❡ à
✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣rès✳
✸✷▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ♦❜❥❡t ❡♥ t❛♥t q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧ ❡st ❞❡ ❧❡
❝❛r❛❝tér✐s❡r ✈✐❛ s❛ ♣r♦♣r✐été ✈✐s✲à✲✈✐s ❞✬✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬❛✉tr❡s ♦❜❥❡ts✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ K ❡st
✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ❡t A ❡t B ❞❡✉① K✲♠♦❞✉❧❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧
A⊗B ❝♦♠♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧ s✉✐✈❛♥t ✿
✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ K✲♠♦❞✉❧❡ A ⊗ B ❡t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ K✲❜✐❧✐♥é❛✐r❡ ϕ : A × B → A ⊗ B t❡❧s
q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t K✲♠♦❞✉❧❡ C ❡t t♦✉t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ f : A × B → C✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
✉♥✐q✉❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ g t❡❧❧❡ q✉❡ f = g ◦ϕ ✭♦♥ ❞✐t q✉❡ f s❡ ❢❛❝t♦r✐s❡ à ❞r♦✐t❡ ♣❛r ϕ✮✳
❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ s✉✐✈❛♥t ✿
A⊗B
g

A×B
ϕ
99
t
t
t
t
t
t
t
t
t
f
// C.
✸✸❈♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❝❡❧❧❡ ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡
❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✷✶❪ ❞❡ ❍❡✐♥③ ❍♦♣❢✳
✺✸
♣❛r ❙❝❤✉r s❡r❛ r❡♣r✐s ✕ ♠❛✐s ♣♦✉r ❛✉t❛♥t s❡♠❜❧❡✲t✲✐❧ s❛♥s ❛✈♦✐r ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡
❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❙❝❤✉r ❛♥❛❧②sé ✐❝✐ ✕ ❡t ✉t✐❧✐sé ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s②sté♠❛t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s
❢✉t✉r❡s ét✉❞❡s ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✳
❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s t❡rr❡ à t❡rr❡✱ ♦♥ ❛ ♣✉ r❡❧❡✈❡r ❞❛♥s ❬✷✵✹❪ ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡
❝♦♥❝❡♣ts ✐♠♣♦rt❛♥ts ❞❛♥s ❧✬é♠❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✳ ◆♦✉s ②
✈♦②♦♥s ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ✭❛ ♣r✐♦r✐ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡✮ ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs✳
◆♦✉s ❛✉r♦♥s ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞❡ r❡✈❡♥✐r à ♠❛✐♥t❡s r❡♣r✐s❡s s✉r ❝❡s ♦❜❥❡ts ❛✉ ❝♦✉rs
❞❡ ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ❝❛r ✐❧s s♦♥t ✐♥❞✐ss♦❝✐❛❜❧❡s ❞❡ ❧✬é♠❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s
❣r♦✉♣❡s✳ ■❧s ❛♣♣❛r❛îtr♦♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣❧✉s t❛r❞ ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❇r❛✉❡r s✉r
❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❡t ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s✳ ■❧s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱
❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❡♥ ✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ❝❛s ❞❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❙❝❤✉r✱ ❧♦rsq✉✬♦♥
s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉① ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✸✹✳ ◆♦✉s s♦✉❧❡✈♦♥s ❛✐♥s✐ ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s
✉♥ ❛✉tr❡ ♣♦✐♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❬✷✵✹❪✱ q✉✐ ❡st ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐❞é❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥
❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♣❛r ✉♥ ❛✉tr❡✳ ❙❝❤✉r ♣♦s❡ ✐❝✐ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❣é♥ér❛❧ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ✕
à s❛✈♦✐r✱ ét❛♥t ❞♦♥♥és ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ H ❡t ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ ❛❜é❧✐❡♥ A✱ tr♦✉✈❡r
✉♥ ❣r♦✉♣❡ G ❝♦♥t❡♥❛♥t A ❡t t❡❧ q✉❡
G
A
≃ H ✕ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ♥✬② ❛
❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣❛s ✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳
❊♥✜♥✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✭♣♦✉r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥✮
❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❙❝❤✉r ❡st à ❧✉✐ s❡✉❧ ✉♥ ♦❜❥❡t q✉✐ ❥✉st✐✜❡
♥♦tr❡ ✐♥térêt ♣♦✉r ❬✷✵✹❪✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬❛♣♣❡❧❧❛t✐♦♥ ✏♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r ❞❡ ❙❝❤✉r✑ ❧✉✐
❛✐t été ❛ttr✐❜✉é ♣❡r♠❡t ❞é❥à ❛✉ ❧❡❝t❡✉r ❞❡ s❡ ❝♦♥✈❛✐♥❝r❡ ❞❡ s♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳
◆♦✉s ét❛❜❧✐r♦♥s ♣❧✉s t❛r❞ s♦♥ ❧✐❡♥ ❞✐r❡❝t ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✱
❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s ❡①♣❧✐q✉❡r♦♥s q✉❡ ❧❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r ❞❡ ❙❝❤✉r ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐
H ♥✬❡st r✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡ q✉❡ s♦♥ ❞❡✉①✐è♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❞❛♥s C×✳
✸✹◆♦✉s ❝♦♥s❛❝r❡r♦♥s ✉♥ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛✉① ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✱ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t à ❧❡✉r ❝♦❞✐✲
✜❝❛t✐♦♥ ♣❛r ❙❝❤r❡✐❡r ❞❛♥s ❬✶✾✾❪✳ ❱♦✐❝✐ ❝❡ q✉✬✐❧ ❢❛✉t ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧♦rsq✉✬♦♥ ❛✣r♠❡ q✉❡ ❧❡s
s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✳ ❙♦✐t G
✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ H ♣❛r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ A✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ t❡❧❧❡ q✉✬♦♥ ❛✐t ✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ✿
1→ A i→ G p→ H → 1.
❙✐ ❧✬♦♥ ✜①❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ h ❞❡ H ✉♥ ❛♥té❝é❞❡♥t s(h) ❞❛♥s G t❡❧ q✉❡ p ◦ s(h) = h✱ ❛❧♦rs
s(h)s(h
′
)s(hh
′
)−1 ❡st ❞❛♥s ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ p✱ ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ i✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡ A ❡t
i(A)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ♣♦✉r t♦✉s é❧é♠❡♥ts h✱ h
′
❞❡ H ✉♥ é❧é♠❡♥t a(h, h
′
) ❞❡ A t❡❧ q✉❡
s(h)s(h
′
) = a(h, h
′
)s(hh
′
)✳ ❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t s(hh
′
h
′′
) ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té ❞❡ H✱
✐❧ ❡st ❛✐sé ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s a(h, h
′
) ✈ér✐✜❡♥t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ à (A.)✳ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
{a(h, h′), h, h′ ∈ H} ❡st ❛♣♣❡❧é s②stè♠❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❛ss♦❝✐é à ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥✳
✺✹
❈❤❛♣✐tr❡ ✸
❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❡t
❛❧❣è❜r❡s ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡s
❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❡t ❞❡s r❡✲
♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ♦♥t été r❡❢♦r♠✉❧és ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡
❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐q✉❡✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ♣❧✉s ❝♦♥♥✉✱ ❡t ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡ ♣❧✉s ❛♥❝✐❡♥✱ ❡st
❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✾✵ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ✐♥t❡r♣rét❡r ❝♦♠♠❡ ❧❛ tr✐✈✐❛❧✐té ❞✬✉♥
❝❡rt❛✐♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✳
◆♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ✐❝✐ ✉♥ s✉r✈♦❧ ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s t❤é♦r✐❡s
❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❛✉①q✉❡❧❧❡s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡✱ ✉♥❡ ❢♦✐s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡✱ s❡
s♦♥t ❛❞❛♣tés ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✳ ❈❡ q✉✐ ✐♠♣♦rt❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ♥♦tr❡ ♣r♦♣♦s
❡st ❞❡ r❡♣ér❡r ❝❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ♥❛t✉r❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐q✉❡ q✉✐ ♦♥t été ét❛❜❧✐s ❡♥
❛❧❣è❜r❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t✐❡rs ❞✉ ✈✐♥❣t✐è♠❡ s✐è❝❧❡ ❡t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧s s♦♥t
s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s ❞❛♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s t❤é♦r✐❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✳
▲❡ ❜✉t ❡st q✉❡ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r s❡ ❢❛ss❡ ✉♥❡ ✐❞é❡ ❞❡ ❧✬❡ss♦r ❧✐é✱ ❞❛♥s ❧❡s tr♦✐s
♣r❡♠✐èr❡s ❞é❝❡♥♥✐❡s ❞✉ ✈✐♥❣t✐è♠❡ s✐è❝❧❡✱ ❞❡ t❤é♦r✐❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ✈❛r✐é❡s ❡t
♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ② ♦♥t ❛❝q✉✐s ✉♥❡
✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❛❝❝r✉❡✱ ❝❛r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs s♦♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts t②♣✐q✉❡♠❡♥t
❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐q✉❡s ✈✉ q✉✬✐❧s ✈ér✐✜❡♥t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ 2✲❝♦❝②❝❧❡✶✳ ❙✐ ❧❡s s②stè♠❡s
✶❙❡❧♦♥ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ✉♥ 2✲❝♦❝②❝❧❡ ❡st✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡
Z2(G,M)✳ ❯♥ 2✲❝♦❝②❝❧❡ f ✈ér✐✜❡ ❞♦♥❝ d2f = 0✱ ❝❡ q✉✐ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✿
g1f(g2, g3) + f(g1, g2g3) = f(g1, g2) + f(g1g2, g3).
▲❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs q✉❡ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t
t♦✉s ❞❡ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ♦ù G ❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡
K/k ❡t M = K× ♠✉♥✐ ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ G✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❛ ❧✬❤❛❜✐t✉❞❡ ❞❡ ♥♦t❡r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦✲
s✐t✐♦♥ ✐♥t❡r♥❡ ❞❡ K× s♦✉s ❢♦r♠❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡
❢❛❝t❡✉rs ❛♣♣❛r❛îtr❛ ❡♥ ré❛❧✐té s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭♦♥ ♣ré❢èr❡ ❛❧♦rs ♥♦t❡r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❡♥ ❡①♣♦s❛♥t✮ ✿
g1f(g2, g3)f(g1, g2g3) = f(g1, g2)f(g1g2, g3).
✺✺
❞❡ ❢❛❝t❡✉rs s♦♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡s ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❧❡s
♣❧✉s ❢réq✉❡♠♠❡♥t ❡♥ ❛❧❣è❜r❡ ❛✉ ❞é❜✉t ❞✉ ❳❳❡ s✐è❝❧❡✱ ✐❧s ♥❡ s♦♥t ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉
♣❛s ❧❡s s❡✉❧s✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ rés✉❧t❛t r❡❧❡✈❛♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s
❣r♦✉♣❡s ❡st ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙♣❡✐s❡r ✭q✉❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❡♥ ✸✳✷✳✷✮✱ ét✉❞✐❛♥t ❧❡
❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❝r♦✐sés ❡t ♠♦r♣❤✐s♠❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉①✳
✸✳✶ ▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s
❥✉sq✉✬❛✉ ❞é❜✉t ❞❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✸✵
▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♣♣❛r❛ît ❧✐é ❛✉① q✉❡st✐♦♥♥❡✲
♠❡♥ts s♦✉❧❡✈és ♣❛r ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡✳ ■❧ ❡st ❤♦rs ❞❡ ♣r♦♣♦s ❞❡ s✬❛tt❛r❞❡r ❡♥ ❞ét❛✐❧
s✉r ❝❡ ♣♦✐♥t✱ ❞♦♥t ❧✬❡①♣❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡♠❛♥❞❡r❛✐t ✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❡♥ ❧✉✐✲♠ê♠❡ très ✐♠✲
♣♦rt❛♥t✱ ❡t q✉✐ ❛ r❡ç✉ ❞é❥à ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛✉①q✉❡❧❧❡s ♥♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s✳
●ü♥t❤❡r ❋r❡✐✱ ❞❛♥s ❬✽✷❪✱ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ s✉r✈♦❧ ❞❡ ❧✬❤✐st♦✐r❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐✲
❝✉❧✐❡r ❞❡s q✉❡st✐♦♥s ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s q✉✐ ② s♦♥t ❧✐é❡s✳ ■❧ ❡st ♣♦✉r ❧✬❡ss❡♥t✐❡❧ r❡♣r✐s
❞❛♥s ❬✽✸❪ ♠❛✐s ♠✐s ❛✉ ❝÷✉r ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ r❡❝❤❡r❝❤❡s ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s s✉r
❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❡t ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s✳ ▲❡ ♠ê♠❡
s✉❥❡t ❡st tr❛✐té ♣❛r ❈❤❛r❧❡s ❲✳ ❈✉rt✐s ✭❬✹✺❪✮ ❞❛♥s ❧❛ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ✈♦❧♦♥té✱
✐♥❝❛r♥é❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣❛r ◆♦❡t❤❡r✱ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥♦♥ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡s
❡♥ t❤é♦r✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s✳ P❡t❡r ❘♦q✉❡tt❡✱ ❞❛♥s ❬✶✾✸❪✱ r❡✈✐❡♥t s✉r
❧❛ ❣❡♥ès❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s s✉r ❧❡s ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s✷✳
❈❡ t❤é♦rè♠❡ rés✉❧t❡ ❞❡s ❡✛♦rts ❝♦♥❥✉❣✉és ❞❡ ❇r❛✉❡r✱ ❍❛ss❡ ❡t ◆♦❡t❤❡r✱ ❝❢✳
❬✷✼❪✳ ❙✉r ❧❛ ♣❛rt ❞✬❆❞r✐❛♥ ❆✳ ❆❧❜❡rt ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡✱ ❡t s❡s
r❛♣♣♦rts ❛✈❡❝ ❍❡❧♠✉t ❍❛ss❡✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❝♦♥s✉❧t❡r ❬✽✵❪✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥s♣✐r♦♥s ❡♥ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❬✽✸❪✳ ◆♦✉s ♥❡
♣rét❡♥❞♦♥s r✐❡♥ ❛❥♦✉t❡r ❞✬♦r✐❣✐♥❛❧ s✉r ❧❡ s✉❥❡t✱ ♥♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ét❛♥t
q✉❡ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ♣✉✐ss❡ ❛♣♣ré❤❡♥❞❡r ❝♦♠♠❡♥t s✬❡st t✐ssé ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ t❤é♦r✐❡
❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❡t t❤é♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❡t ❧❡ rô❧❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs
❞❛♥s ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s✳
❉❛♥s ❬✽✸❪✱ ❋r❡✐ ❡①♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ ✈♦❧♦♥té ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥♦♥✲
❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡s à ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❛ ♣r✐♦r✐ ❞✬❡ss❡♥❝❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ t❤é♦✲
r✐❡ ❞✉ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❡t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s✱ ✏❡✉t ❝♦♠♠❡
❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ♣❛r ❊♠♠② ◆♦❡t❤❡r ❡t ❍❛ss❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❝♦❤♦♠♦✲
❧♦❣✐q✉❡s ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❡t ♦✉✈r✐t ❧❛ ✈♦✐❡ à ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s
❣r♦✉♣❡s✑✸✳ ❈❡tt❡ ❛✣r♠❛t✐♦♥ s✉s❝✐t❡ ♣♦✉r ♥♦✉s ❧❛ q✉❡st✐♦♥✱ q✉✐ s❡ ♣♦s❡ ❡♥ ✜❧✐✲
✷❯♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✱ ♦✉ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s✱ ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
✜♥✐❡ ✭❞♦♥❝ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✮ ❞❡ Q✳
✸❈❢✳ ❬✽✸❪✱ ♣✳ ✶✶✽ ✿ ✏■t ✇❛s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✐♥
❝❧❛ss ✜❡❧❞ t❤❡♦r② ❜② ❊♠♠② ◆♦❡t❤❡r ❛♥❞ ❍❛ss❡ ❛♥❞ ♣❛✈❡❞ t❤❡ ✇❛② ❢♦r t❤❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣② ♦❢
✺✻
❣r❛♥❡ ❞ès ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❞✬é❧✉❝✐❞❡r s✐ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s
q✉❡ ♥♦✉s ❛❜♦r❞♦♥s ✐❝✐ ❛ ❝♦♥❞✉✐t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à ❧❛ ♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡
❞❡s ❣r♦✉♣❡s ♦✉ s✐✱ s✐♠♣❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛ ♣✉ ② tr♦✉✈❡r✱
✉♥❡ ❢♦✐s ❝réé❡✱ ✉♥ t❡rr❛✐♥ ♥❛t✉r❡❧ ♦ù s✬❡①♣r✐♠❡r✳
✸✳✶✳✶ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❡t ❛❧❣è❜r❡s à ❞✐✈✐s✐♦♥
▲❡ t❡①t❡ ❬✷✸✹❪ ❞❡ ❲❡❞❞❡r❜✉r♥✱ ❞é❥à é✈♦q✉é ❡♥ ✶✳✶✱ ❡st ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❛♥s
❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❛❝t✉❡❧✱
✐❧ ét❛❜❧✐t ✿
✶✳ t♦✉t❡ ❛❧❣è❜r❡✹ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡
♥✐❧♣♦t❡♥t❡✺ ♠❛①✐♠❛❧❡✻ ✭q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ♥♦♠♠❡r ✏r❛❞✐❝❛❧✑✮ ❀
✷✳ t♦✉t❡ ❛❧❣è❜r❡ ❡st s♦♠♠❡ ❞❡ s♦♥ r❛❞✐❝❛❧ ❡t ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡✼ ❀
✸✳ t♦✉t❡ ❛❧❣è❜r❡ s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡ ❡st s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s s✐♠♣❧❡s✽ ❀
✹✳ t♦✉t❡ ❛❧❣è❜r❡ s✐♠♣❧❡ ❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞✐r❡❝t ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ à ❞✐✈✐s✐♦♥ ❡t
❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ t♦t❛❧❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s✾✳
❲❡❞❞❡r❜✉r♥ ♦✛r❡ ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♣ré❝✐s❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s✱ ❞✬❛✉✲
t❛♥t ♣❧✉s q✉❡ ❞❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ♦♥ ❛ ✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛
❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭❡t ✉♥✐❝✐té à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣rès ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ à ❞✐✈✐s✐♦♥ ❞é✲
t❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ s✐♠♣❧❡✮✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞♦✐t ❛❧♦rs s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡r s✉r ❧❡s
❣r♦✉♣s✑✳
✹Pré❝✐s♦♥s à ♥♦✉✈❡❛✉ q✉❡ ♣❛r ✏❛❧❣è❜r❡✑✱ ✐❧ ❢❛✉t ❡♥t❡♥❞r❡ ✏❛❧❣è❜r❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡✑
✭q✉✐ ❡st✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❡♥ t❛♥t q✉✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ s✉r ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡ ❜❛s❡✮✳
✺❲❡❞❞❡r❜✉r♥ ❞♦♥♥❡ ❞❡✉① ❞é✜♥✐t✐♦♥s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ♥✐❧♣♦t❡♥t❡✳ ■❧ ❝♦♠♠❡♥❝❡
♣❛r ❞✐r❡ ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ A q✉✬❡❧❧❡ ❡st ♥✐❧♣♦t❡♥t❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n t❡❧ q✉❡ An = 0
✭❬✷✸✹❪ ♣✳ ✽✼✮ ♣✉✐s r❡♠❛rq✉❡ q✉✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❡st ♥✐❧♣♦t❡♥t❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ t♦✉s s❡s é❧é♠❡♥ts
s♦♥t ♥✐❧♣♦t❡♥ts ✭❬✷✸✹❪ ♣✳ ✾✶✮✳
✻❈❢✳ ❬✷✸✹❪✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✸✱ ♣✳ ✽✾✳
✼❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♥✬❛❞♠❡tt❛♥t ❛✉❝✉♥❡ s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡ ♥✐❧♣♦t❡♥t❡✳
✽❈❢✳ ❬✷✸✹❪✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✼✱ ♣✳ ✾✹✳ ❯♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞✐t❡ s✐♠♣❧❡ ❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ♥✬❛❞♠❡tt❛♥t✱ ❡♥
t❛♥t q✉✬❛♥♥❡❛✉✱ ❛✉❝✉♥ ✐❞é❛❧ ❜✐❧❛tèr❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧✳
✾■❜✐❞✳✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✷✱ ♣✳ ✾✾✳ ❈❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ❞✐r❡ q✉❡ t♦✉t❡ ❛❧❣è❜r❡ s✐♠♣❧❡ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡
à Mk(D) ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❛❧❣è❜r❡ à ❞✐✈✐s✐♦♥ D ❡t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❡♥t✐❡r k✳ ❲❡❞❞❡r❜✉r♥
❡①♣❧✐q✉❡ ❝❡ q✉✬✐❧ ❡♥t❡♥❞ ♣❛r ♣r♦❞✉✐t ❞✐r❡❝t ❛✉① ♣❛❣❡s ✶✶✹✲✶✶✻✳ ❯♥❡ ❞❡s ♠❛♥✐èr❡s ❞❡ ❞é✜♥✐r
❧❡ ♣r♦❞✉✐t A × B ❞❡ ❞❡✉① ❛❧❣è❜r❡s A ❡t B ❡st ❞❡ ❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❡st ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❝♦✉♣❧❡s (x, y)✱ ♦ù x ❡st ❞❛♥s A ❡t y ❞❛♥s B✱ s♦✉♠✐s ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s (x+ x
′
, y + y
′
) =
(x, y) + (x
′
, y
′
) + (x, y
′
) + (x
′
, y) ❡t (x, y)(x
′
, y
′
) = (xx
′
, yy
′
)✳ ❖♥ tr♦✉✈❡ ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ✕ s❛♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ♥❡ s♦✐t ❡♥❝♦r❡ ❢♦r♠❛❧✐sé❡ ✕ ❞ès
✶✽✼✽✱ ❞❛♥s ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❲✐❧❧✐❛♠ ❑✳ ❈❧✐✛♦r❞ ✭❝❢✳ ❬✹✶❪ ♣♣✳ ✷✼✸✲✹✮✱ q✉✐ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❝❡tt❡
♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❡r ❞❡✉① ❛❧❣è❜r❡s ❡st ❞✉❡ à ❇❡♥❥❛♠✐♥ P❡✐r❝❡✳ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t ❞✐r❡❝t ❞✬❛❧❣è❜r❡
❡st ❡♥ ❢❛✐t ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ✏♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧✑✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦r♣s ❞❡ ❜❛s❡ ♥❡
s♦✐t ♣❛s ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ q✉✬❡♥ ❞♦♥♥❡ ❲❡❞❞❡r❜✉r♥ ❡t s❡s ❝♦♥t❡♠♣♦r❛✐♥s✳
❈❡tt❡ ❛❝t✐♦♥ ❡st ❡♥ ❡✛❡t ♣rés❡♥t❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡✉rs ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s✳
✺✼
❛❧❣è❜r❡s ♥✐❧♣♦t❡♥t❡s ❡t ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s à ❞✐✈✐s✐♦♥✳ ▼❛✐s ✐❧ s❡ tr♦✉✈❡ q✉✬à ❧✬é♣♦q✉❡
❞❡ ❲❡❞❞❡r❜✉r♥✱ très ♣❡✉ ❞✬❛❧❣è❜r❡s à ❞✐✈✐s✐♦♥ s♦♥t ❝♦♥♥✉❡s✳ ❊❧❧❡ s❡ ❧✐♠✐t❡♥t
❡♥ ❡✛❡t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉① ❛❧❣è❜r❡s à ❞✐✈✐s✐♦♥ s✉r R ❡t C✱ ❝❡❧❧❡s s✉r R ❝♦♥s✐s✲
t❛♥t ❡♥ R✱ C ❡t H ❡t ❧✬✉♥✐q✉❡ ❛❧❣è❜r❡ à ❞✐✈✐s✐♦♥ s✉r C ét❛♥t C ❧✉✐✲♠ê♠❡✳ ❊♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❛❧❣è❜r❡ à ❞✐✈✐s✐♦♥ ét❛✐t r❡❝❡♥sé❡✱ q✉✐ ♥❡
s♦✐t ♣❛s ✉♥ ❝♦r♣s✳
❈❡❧❛ ❞✐t✱ ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ❧✬❆♠❡r✐❝❛♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t② ❛✈❛✐❡♥t✱ ❞❡♣✉✐s
♣❡✉✱ ♣✉ ❞é❝♦✉✈r✐r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❛❧❣è❜r❡s à ❞✐✈✐s✐♦♥ ❝❛r ❡♥ ✶✾✵✻✱ s♦✐t ✉♥ ❛♥ à
♣❡✐♥❡ ❛✈❛♥t ❧❛ ♣❛r✉t✐♦♥ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❲❡❞❞❡r❜✉r♥✱ ▲❡♦♥❛r❞ ❉✐❝❦s♦♥ ❛✈❛✐t
♣rés❡♥té ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ t②♣❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s à ❞✐✈✐s✐♦♥ ❧♦rs ❞✬✉♥❡
sé❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❆▼❙✶✵✳ ❉✐❝❦s♦♥ ❛✈❛✐t ❝♦♥s✐❞éré ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❡♥❣❡♥❞ré❡s s✉r ✉♥
❝♦r♣sK q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ♣❛r ❧❡s q✉❛♥t✐tés isjk✱ 0 ≤ s, k ≤ r−1✱ ♦ù i ❡st r❛❝✐♥❡ ❞✬✉♥
♣♦❧②♥ô♠❡ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❞❡ ❞❡❣ré r ❞❡K[X] ❞♦♥t t♦✉t❡s ❧❡s r❛❝✐♥❡s s✬❡①♣r✐♠❡♥t✱
à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ θ ❞❡ K[X]✱ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ θl(i) ♣♦✉r 0 ≤ l ≤ r − 1✱ j
❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ✈ér✐✜❛♥t ji = θ(i)j ❡t jr ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t g ❞❡ K✳ ❙♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❛♥♥✉❧❛t❡✉r ❞❡ i ❡t s✉r g✱ ❞❡ t❡❧❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ♣❡✉✈❡♥t
❜✐❡♥ êtr❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s à ❞✐✈✐s✐♦♥✳ ❉✐❝❦s♦♥ ❛✈❛✐t ❛✐♥s✐ ♠♦♥tré q✉✬✐❧ ét❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡
❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s à ❞✐✈✐s✐♦♥ ✈✐❛ ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r r = 2 ❡t r = 3✳
❲❡❞❞❡r❜✉r♥ ❛ ❡♥s✉✐t❡ ♠♦♥tré✱ ❞❛♥s ❬✷✸✺❪✱ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡
❛❧❣è❜r❡ à ❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❉✐❝❦s♦♥✱ ♣♦✉r ✉♥ r q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ❡st
q✉✬❛✉❝✉♥ ❞❡s gl✱ 1 ≤ l < r✱ ♥❡ s♦✐t ❧❛ ♥♦r♠❡✶✶ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t s✬❡①♣r✐♠❛♥t
❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❡♥ i à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s K✳✶✷
●râ❝❡ à ❝❡ ❝r✐tèr❡✱ ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡s q✉❛t❡r♥✐♦♥s ❣é✲
♥ér❛❧✐sés ❝♦♥s✐❞éré❡ ♣❛r ❉✐❝❦s♦♥ ❞❛♥s ❬✺✶❪✶✸ ❞♦♥♥❡ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❛❧❣è❜r❡s à
❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❞❡❣ré 4 s✉r ✉♥ ❝♦r♣s q✉❡❧❝♦♥q✉❡ K ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✐✛ér❡♥t❡
❞❡ 2✳ ❈❡tt❡ ❛❧❣è❜r❡ ❡st ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧❡s ✉♥✐tés ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s 1✱ α✱ β✱ αβ✱ ♦ù
❧❡s é❧é♠❡♥ts α ❡t β ✈ér✐✜❡♥t αβ = −βα ❡t ♦♥t ♣♦✉r ❝❛rrés ❞❡s é❧é♠❡♥ts
❞❡ K✳ ■❧ s✉✣t q✉❡ β2 ♥❡ s♦✐t ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞✬❛✉❝✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ K ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r
✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ à ❞✐✈✐s✐♦♥✶✹✳ ❉❛♥s s♦♥ ❧✐✈r❡ ❆❧❣❡❜r❛s ❛♥❞ t❤❡✐r ❆r✐t❤♠❡t✐❝s ❬✺✸❪✱
❉✐❝❦s♦♥ ❝♦♥str✉✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❞❡❣ré 32 = 9 s✉r
Q✳✶✺
✶✵❈❢✳ ❧❡ rés✉♠é q✉✐ ❡♥ ❡st ❢❛✐t ❛✉ ❇✉❧❧❡t✐♥ ♦❢ t❤❡ ❆▼❙ ✶✷ ✭✶✾✵✻✮✱ ♣♣✳ ✹✹✶✲✹✹✷✳ ❈❢✳ ❛✉ss✐
❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✺✷❪ t✐ré✱ ❛✈❡❝ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛❥♦✉ts✱ ❞❡ ❧✬❡①♣♦sé ❞❡ ❉✐❝❦s♦♥✳
✶✶▲❛ ♥♦r♠❡ ✭r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à L/K✮ N(t) ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t t ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ L/K ❞❡
❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s G ❡st ❧❛ q✉❛♥t✐té N(t) =
∏
σ∈G
σ(t)✳
✶✷❉♦♥❝✱ ❞✐t ❛✉tr❡♠❡♥t✱ ❛✉❝✉♥ ❞❡s gl ♥❡ ❞♦✐t êtr❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ K[i] = K(i)✳
✶✸▲✬❛♣♣❡❧❧❛t✐♦♥ ✏q✉❛t❡r♥✐♦♥s ❣é♥ér❛❧✐sés✑ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❬✺✷❪✳
✶✹▲✬❛❧❣è❜r❡ H s❡ r❡tr♦✉✈❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ❡♥ ♣r❡♥❛♥t K = R ❡t
α2 = β2 = −1✳
✶✺❈❢✳ ❬✺✸❪ ➓✹✽✳
✺✽
▲❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ♣❛r ❧✬é❝♦❧❡ ❛♠ér✐❝❛✐♥❡ ❢✉r❡♥t
q✉❛s✐ ✐♥❝♦♥♥✉s ❡♥ ❊✉r♦♣❡✶✻✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡♥ ❊✉r♦♣❡ ❣❡r♠❛♥♦♣❤♦♥❡✱ ❥✉s✲
q✉✬à ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ ❛❧❧❡♠❛♥❞✱ ❡✛❡❝t✉é❡ ❡♥ ✶✾✷✼✱ ❞✉ tr❛✐té ❬✺✸❪ ❞❡ ❉✐❝❦s♦♥✳
❊♠♠② ◆♦❡t❤❡r ❢✉t s❡♠❜❧❡✲t✲✐❧ ✉♥❡ ❞❡s r❛r❡s à s✬✐♥tér❡ss❡r ❛✉① tr❛✈❛✉① ❞❡
❲❡❞❞❡r❜✉r♥ ❡t ❉✐❝❦s♦♥ ❛✈❛♥t ✶✾✷✼✳✶✼ ❊❧❧❡ r❡♣r✐t ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❝♦♥str✉✐t❡s ♣❛r
❉✐❝❦s♦♥ ❡♥ ❡♥ ♠♦❞✐✜❛♥t ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❧✬✐❞é❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡
♣r♦♣✐❝❡ à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❞✬✉♥ t②♣❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✶✽✳
▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♠♣♦sé❡s ♣❛r ❉✐❝❦s♦♥ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ i ❢♦♥t q✉❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥
k(i) ❞❡ k ❡st ❝②❝❧✐q✉❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❝②❝❧✐q✉❡✳ P❧✉tôt q✉❡
❞❡ r❛✐s♦♥♥❡r ❛✈❡❝ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s θ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❢❛✐t ❉✐❝❦s♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❜✐❡♥
❝♦♥s✐❞ér❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r S ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs
❞é❝r✐r❡ ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❉✐❝❦s♦♥ ♣❛r ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❝②❝❧✐q✉❡ Z
❞✬✉♥ ❝♦r♣s k✱ ❞♦♥t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❡st ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ✉♥ é❧é♠❡♥t S✱ ❡t ❧❡s
r❡❧❛t✐♦♥s ✿
✕ A = Z + uZ + ...+ un−1Z ❀
✕ zu = uzS ♣♦✉r t♦✉t z ❞❡ Z ❀✶✾
✕ un = a ∈ k∗✳
❉❡ t❡❧❧❡s ❛❧❣è❜r❡s s♦♥t ❞✐t❡s ❝②❝❧✐q✉❡s✳ ❘✐❡♥ ♥✬❡♠♣ê❝❤❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❡ ♣r♦✲
❝é❞é à ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡s K/k ♥♦♥ ❝②❝❧✐q✉❡s✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ❞❡s
❛❧❣è❜r❡s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ✏♣r♦❞✉✐t ❝r♦✐sé✑✷✵ ✿
✕ A = uS1K + ...+ uSn−1K ✭♦ù ❧❡s Si s♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ G✮ ❀
✕ zuS = uSzS ♣♦✉r t♦✉t z ❞❡ K ❀
✕ uSuT = uSTaS,T ❛✈❡❝ aS,T ∈ K∗ ❀
✕ aST,RaRS,T = aS,TRaT,R✳
❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧❡ ✈♦✐t✱ ❧❡s q✉❛♥t✐tés aS,T q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡ ✈ér✐✜❡♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡
❢❛❝t❡✉rs✷✶✳ ❈❡❧❛ ✈✐❡♥t ❞❡ ❧✬❡①✐❣❡♥❝❡ ❞✬❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡✱ ♣ré❝✐✲
sé♠❡♥t ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ (uSuT )uR = uS(uTuR)✳
✶✻❈❢✳ ❬✽✸❪ ♣✳ ✶✶✼✳
✶✼■❜✐❞✳ ❖♥ ❛ tr❛❝❡ ❞❡ ❝❡t ✐♥térêt ❞❡ ◆♦❡t❤❡r ❞ès ✶✾✷✸✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞✬✉♥ r❛♣♣♦rt ♣♦✉r ❧❡
❏❛❤r❜✉❝❤ ü❜❡r ❞✐❡ ❋♦rts❝❤r✐tt❡ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ s✉r ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❲❡❞❞❡r❜✉r♥✳
✶✽❈❢✳ ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ q✉✬❡❧❧❡ ❡♥ ❢❛✐t ❞❛♥s ❬✶✼✹❪✳
✶✾▲❛ ♥♦t❛t✐♦♥ zS ✱ ✉s✉❡❧❧❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ ❡t ♣❧✉s ❧❛r❣❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❛❧❣é✲
❜r✐q✉❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s✱ ❞és✐❣♥❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ z s♦✉s ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t S✱ s♦✐t S(z)
s✐ ❧✬♦♥ ♣ré❢èr❡✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s s✉r ❝❡tt❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ✈♦✐r ❧❛ ♥♦t❡ ✸✵ ❞✉ ♠ê♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳
✷✵❊♥ ✈❡rs✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✱ ✏✈❡rs❝❤rä♥❦t❡ Pr♦❞✉❦t✑✳ ◆♦❡t❤❡r ❛ ♣rés❡♥té ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s
❝❡s ♣r♦❞✉✐ts ❝r♦✐sés ❞❛♥s s♦♥ ❝♦✉rs ✏◆✐❝❤t❦♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❆r✐t❤♠❡t✐❦✑ ❞❡ ✶✾✷✾✴✸✵✳ ❈❡ ❝♦✉rs
❢✉t ré❞✐❣é ♣❛r ✉♥ ❞❡ s❡s é❧è✈❡s✱ ▼❛① ❉❡✉r✐♥❣✱ s♦✉s ❧✬✐♥t✐t✉❧é ❆❧❣❡❜r❛ ❞❡r ❤②♣❡r❦♦♠♣❧❡①❡♥
●röß❡♥ ❀ ❝❢✳ ❬✶✼✸❪✳
✷✶❈❢✳ ✸✳✷✳✷✳
✺✾
✸✳✶✳✷ ❆❧❣è❜r❡s ❡t t❤é♦r✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s
▲♦rsq✉❡ ♣❛r✉t ❡♥ ✶✾✷✼✱ à ❧✬✐♥✐t✐❛t✐✈❡ ❞✬❆♥❞r❡❛s ❙♣❡✐s❡r✱ ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❛❧✲
❧❡♠❛♥❞❡ ❞✉ tr❛✐té ❬✺✸❪ ❞❡ ❉✐❝❦s♦♥✱ ❝❡ s♦♥t ❛✈❡❝ ❧✉✐ ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ str✉❝t✉r❡
❞❡s ❛❧❣è❜r❡s s✉r ✉♥ ❝♦r♣s q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ét❛❜❧✐s ♣❛r ❲❡❞❞❡r❜✉r♥✱ ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉
t②♣❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❉✐❝❦s♦♥ ❡t s❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s s✉r ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡
❛✉ s❡✐♥ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s✷✷ q✉❡ ❧❡ ♣✉❜❧✐❝ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❛❧❧❡♠❛♥❞ ♣✉t ❞é❝♦✉✈r✐r✳
❈❡❝✐ ♦✉✈r✐t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s à ❞❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs ❝♦♠♠❡ ◆♦❡t❤❡r✱
❆rt✐♥ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❍❛ss❡✱ ♣♦✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❜✐❡♥ sûr ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t
♣♦✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s✳ ❊♠♠② ◆♦❡t❤❡r ét❛✐t ❞é❥à ❡♥❣❛❣é❡
❞❛♥s ✉♥❡ ré✢❡①✐♦♥ s✉r ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❡t ❧❡✉r ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛✲
t✐♦♥s✱ q✉✬❡❧❧❡ ♣r♦❧♦♥❣❡❛ ❡♥ ♠❡tt❛♥t ❛✉ ♣♦✐♥t ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡s ❛♥♥❡❛✉①
♥♦♥ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s✷✸✳ ❆rt✐♥ s✬♦❝❝✉♣❛ ❧✉✐ ❞❡s ❛s♣❡❝ts ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s t❛♥❞✐s q✉❡
❍❛ss❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❛ ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s✳✷✹
❊♥ ♦✉tr❡✱ s❡❧♦♥ ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ♠✐s ❡♥ ❛✈❛♥t à ♣❧✉s✐❡✉rs r❡♣r✐s❡s ♣❛r ❊♠♠②
◆♦❡t❤❡r✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧♦rs ❞✉ ❈♦♥❣rès ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❞❡s ▼❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s ❞❡
❩ür✐❝❤ ✭✶✾✸✷✮✱ ❝♦♥s✐st❛♥t ❡♥ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ♥♦♥ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡s
❛✉① t❤é♦r✐❡s ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡s✷✺✱ ❆rt✐♥ ❡t ❍❛ss❡ ✈✐r❡♥t ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛
t❤é♦r✐❡ ✕ ♥♦♥ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ✕ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡
❞❡s ♥♦♠❜r❡s✱ ❞✬❡ss❡♥❝❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✷✻✳
Pré❝✐sé♠❡♥t✱ ✐❧ ❧❡✉r ❡st ❛♣♣❛r✉ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s s✉r ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ♣♦✉r✲
r❛✐❡♥t s❡r✈✐r à ét❡♥❞r❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❧❛ss❡s✷✼✳ ❯♥ rés✉❧t❛t ❢♦♥❞❛♠❡♥✲
t❛❧ ❞❡ ✶✾✷✵ ❞❡ ❚❡✐❥✐ ❚❛❦❛❣✐✷✽ ét❛❜❧✐t q✉❡ t♦✉t❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛❜é❧✐❡♥♥❡ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❣❛❧♦✐s ❛❜é❧✐❡♥✮ ✜♥✐❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s k ❡st
✷✷❈✬❡st ✉♥ s✉❥❡t q✉✐ r❡t✐♥t ✉♥❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt ❞❡ ❉✐❝❦s♦♥✳ ❙❡s r❛❝✐♥❡s s❡
tr♦✉✈❡♥t ❞❛♥s ❧❡s s✉♣♣❧é♠❡♥ts ❞❡ ❉❡❞❡❦✐♥❞ ❛✉① ❱♦r❧❡s✉♥❣❡♥ ü❜❡r ❩❛❤❧❡♥t❤❡♦r✐❡ q✉❡ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ❞é❥à é✈♦q✉és ❡♥ ✶✳✶✱ ♦ù ❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ✕
❞♦♥t ❧❛ tâ❝❤❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡❛✉
❞❡s ❡♥t✐❡rs ❞✉ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❝♦♥s✐❞éré✱ q✉✐ ♣❛ss❡ ♣❛r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ✐❞é❛✉① ❞❡ ❝❡t ❛♥♥❡❛✉✳
❉❡❞❡❦✐♥❞ ❛✈❛✐t r❡♠❛rq✉é q✉❡ ❧❡s ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✈✉s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s
❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡s s✉r Q ❀ ❆❞♦❧❢ ❍✉r✇✐t③ t❡♥t❛ ❞❡ tr❛♥s♣♦s❡r ❧❡s t❤é♦r✐❡s ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s é❧❛❜♦✲
ré❡s ♣❛r ❉❡❞❡❦✐♥❞ à ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ✭q✉✐ ♥❡ s♦✐❡♥t ♣❧✉s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦r♣s✮ s✉r ❞❡s ❝♦r♣s
❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡t ✐♥st❛✉r❛ ✉♥❡ tr❛❞✐t✐♦♥ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s
❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞♦♥t ❉✐❝❦s♦♥ ❞❡✈✐♥t ✉♥❡ ✜❣✉r❡ ❞❡ ♣r♦✉❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❛❥❡✉r ♣♦sé ♣❛r ❧✬é❧❛✲
❜♦r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ét❛✐t ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❛❞éq✉❛t❡
❞✬❡♥t✐❡r✳ ❙✉r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡ ❥✉sq✉✬à ❉✐❝❦s♦♥✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❝♦♥s✉❧t❡r ❬✼✾❪✳
✷✸❈❢✳ ❬✶✼✷❪✳
✷✹❈❢✳ ❬✽✸❪✱ ♣✳ ✶✷✼✳
✷✺❈❡t ❛s♣❡❝t ❡st ❛♥❛❧②sé ❞❛♥s ✉♥ ♣❛♣✐❡r ❞❡ ❈✉rt✐s ❬✹✺❪ q✉✐ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❡rt❛✐♥s
❞❡s ♣♦✐♥ts q✉❡ ♥♦✉s é✈♦q✉♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳
✷✻❈❢✳ ❬✽✸❪ ♣♣✳ ✶✷✼✲✽✳
✷✼❈❡tt❡ t❤é♦r✐❡ ❡st ♥♦♠♠é❡ ❛✐♥s✐ ❡♥ ré❢ér❡♥❝❡ ❛✉ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❧❛ss❡s ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❍✐❧❜❡rt
❞❛♥s ❬✶✶✵❪✳
✷✽❈❢✳ ❬✷✶✼❪✳
✻✵
✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❧❛ss❡s s✉r k✱ ❡t ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❧❛ss❡s s❡
r❛♠è♥❡ ❞♦♥❝ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❛❜é❧✐❡♥♥❡s ❞❡ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s✳ ▲✬❡s✲
♣♦✐r ❞✬❆rt✐♥ ❡t ❍❛ss❡ ét❛✐t q✉❡ ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s s✉r ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s s❡r✈✐r❛✐❡♥t
à ét❡♥❞r❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❧❛ss❡s à ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ♥♦♥ ❛❜é❧✐❡♥♥❡s ❞❡
❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s✳
▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❡st t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❡t ✈✉ q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ ❝♦♥❝❡r♥❡
♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♥♦tr❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥✬❡♥tr❡r♦♥s ♣❛s ❞❛♥s ❧❡s ❞ét❛✐❧s ❞❡ ❝❡❧❧❡✲
❝✐✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r ♣❡✉t s❡ ❝♦♥t❡♥t❡r ❞✬❛✈♦✐r à ❧✬❡s♣r✐t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡
❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡ ❢✉r❡♥t r❡❢♦r♠✉❧és à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✳ ▲❡ ♣❧✉s
❝♦♥♥✉ ❞✬❡♥tr❡ ❡✉①✱ ❞✐t ✏t❤é♦rè♠❡ ✾✵ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt✑✷✾ st✐♣✉❧❡ q✉❡ t♦✉t é❧❡♠❡♥t
A ❞❡ ♥♦r♠❡ 1 ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❝②❝❧✐q✉❡ ✜♥✐❡ K/k✱ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s G ❡♥✲
❣❡♥❞ré ♣❛r ❧✬é❧é♠❡♥t S✱ s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡✸✵ B1−S ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ é❧é♠❡♥t
B ❞❡ K✳ ❈❧❛✐r❡♠❡♥t ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✈r❛✐❡✳ ❊♥
t❡r♠❡s ♠♦❞❡r♥❡s✱ ✐❧ ❡①♣r✐♠❡ ❧❛ tr✐✈✐❛❧✐té ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡
❞❡ G à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s K∗✳
▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ♣r✐t ✉♥ t♦✉r ♥♦✉✈❡❛✉ à ❧❛ ✜♥ ❞❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✷✵
❣râ❝❡ à ❧❛ ♠✐s❡ à ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♣✉❜❧✐❝ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❛❧❧❡♠❛♥❞ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐s✲
s❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬é❝♦❧❡ ❛♠ér✐❝❛✐♥❡✱ ❡t ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡st
✐♥t✐♠❡♠❡♥t ❧✐é❡ à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s✱ t❤é♦r✐❡ très ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❡♥
❊✉r♦♣❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡♥ ❆❧❧❡♠❛❣♥❡✳ ◆♦✉s ✐♥❞✐q✉♦♥s ❞♦♥❝ ❞❡ ❣r❛♥❞s tr❛✐ts
❞❡ ❧✬é❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❛✉ ❞é❜✉t ❞✉ ❳❳❡ s✐è❝❧❡✱ ❡♥
s♦✉❧✐❣♥❛♥t q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ❞✬❡ss❡♥❝❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐q✉❡✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❧❡ rô❧❡
❝r✉❝✐❛❧ ❥♦✉é ♣❛r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❞❛♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡
❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❡t ❧❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ s♦♥ ❧✐❡♥ étr♦✐t ❛✈❡❝ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s
❛❧❣è❜r❡s✳
✸✳✷ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❥✉sq✉✬à ❇r❛✉❡r
✸✳✷✳✶ ▲✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❙❝❤✉r
❙✉✐t❡ à s♦♥ ❛rt✐❝❧❡ ❬✷✵✹❪ s✉r ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♣r♦❥❡❝t✐✈❡s✱ ❙❝❤✉r ❢✉t ✈r❛✐✲
s❡♠❜❧❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡ s❡✉❧ ❞✉r❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♥♥é❡s à ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡
✷✾◆♦♠♠é ❛✐♥s✐ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ♥✉♠ér♦t❛t✐♦♥ ❛❞♦♣té❡ ♣❛r ❉❛✈✐❞ ❍✐❧❜❡rt ❞❛♥s s♦♥ r❛♣♣♦rt
s✉r ❧✬ét❛t ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s à ❧❛ ✜♥ ❞✉ ❳■❳❡ s✐è❝❧❡✱ ❧❡ ❝é❧è❜r❡ ❩❛❤❧❜❡r✐❝❤t
❬✶✶✵❪✳
✸✵❍✐❧❜❡rt ❡♠♣❧♦✐❡ ❝❡ q✉✬✐❧ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s s②♠❜♦❧✐q✉❡s✱ ❝❢✳ ❬✶✶✵❪✱ ➓✺✹✳ ◆♦✉s ❧❡s
✈❡rr♦♥s à ♥♦✉✈❡❛✉ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐st❛♥t à réé❝r✐r❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥
Aa(SA)a1(S2A)a2 ...(Sl−1A)al−1 s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ Aa+a1S+a2S
2+...+al−1S
l−1
✳ ▲❛ q✉❛♥t✐té B1−S
❞és✐❣♥❡ ❞♦♥❝ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡
B
S(B)
✳
✻✶
❢❛❝t❡✉rs✳ ▼❛✐s ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❧❡s ✜t r❡s✉r❣✐r
❡♥ ✶✾✶✾✳
❉ès ❧❡ t♦✉t ❞é❜✉t ❞✉ ✈✐♥❣t✐è♠❡ s✐è❝❧❡✱ ❍❡✐♥r✐❝❤ ▼❛s❤❦❡ ❡t ❲✐❧❧✐❛♠ ❇✉r♥✲
s✐❞❡ s✬ét❛✐❡♥t ♣♦sé ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ r❛t✐♦♥❛❧✐té ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐✳ Pré❝✐sé♠❡♥t✱ ✐❧s ❛✈❛✐❡♥t ❝❤❡r❝❤é à ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ t♦✉t❡ r❡✲
♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❛♥s GLn(C) ét❛✐t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❞❡s
♠❛tr✐❝❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❝♦r♣s ❝②❝❧♦t♦♠✐q✉❡✱ ✐✳❡✳ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ✉♥❡ r❛✲
❝✐♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐té✳ ■❧s ❛✈❛✐❡♥t ré♣♦♥❞✉ ♣❛r ❧✬❛✣r♠❛t✐✈❡ à ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥
❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✸✶✳
❉❛♥s ❬✷✵✻❪✱ ❙❝❤✉r r❡❢♦r♠✉❧❛ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ♣❧✉s ❧❛r❣❡ ❞❡s ❝♦r♣s
❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✱ très ❡♥ ✈♦❣✉❡ à ❧✬é♣♦q✉❡✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ♣rés❡♥té à
❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ♥♦✉✈❡❧❧❡✱ ❝❡❧❧❡ ❞✬✏✐♥❞✐❝❡✑✱ q✉✐ ❡st ❞❡♠❡✉ré❡ ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❛❝t✉❡❧ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✏✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❙❝❤✉r✑✳
❉✐r❡ ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✸✷ ✭♦✉✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❢❛✐t ♣❧✉tôt ❙❝❤✉r✱ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡
♠❛tr✐❝❡s q✉✬❡❧❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❡✮ q✉✬❡❧❧❡ ❡st K✲r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ♦ù K ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡
♥♦♠❜r❡s✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❞❡s ♠❛✲
tr✐❝❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s K✳ ❙❝❤✉r ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s ❛ ♠♦♥tré q✉❡ t♦✉t❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❡st r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s✱ ❞♦♥❝
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ Q(µ) ❛✈❡❝ µ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ♣r✐♠✐✲
t✐❢✳ ❚♦✉t❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❡st ❞♦♥❝ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
✜♥✐❡ ❞❡ Q ❡t ❙❝❤✉r ✈❡✉t ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ❞❡❣ré ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥✳
❈❤❡r❝❤❛♥t à ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s ❝♦r♣s K ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡st
r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❙❝❤✉r r❡♠❛rq✉❡ q✉✬✐❧s ❞♦✐✈❡♥t ❝♦♥t❡♥✐r t♦✉s ❧❡s χ(R)✱ ♦ù χ ❡st
❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡t R ♣❛r❝♦✉rt t♦✉s ❧❡s
é❧é♠❡♥ts ❞✉ ❣r♦✉♣❡✳ ❙✐ k ❡st ✉♥ s♦✉s✲❝♦r♣s ❞♦♥♥é ❞❡ C✱ ❧❡ ❝♦r♣s k({χ(R)})
❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❡♥tr❡ k ❡t K ❞❡ ❞❡❣ré s✉r k ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ l✳
❙✐ K ❡st ♠✐♥✐♠❛❧✱ ❛❧♦rs ❝✬❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❞❡❣ré ✜♥✐ n ❞❡ k ❡t l ❞✐✈✐s❡ n✳
▲❡ ♥♦♠❜r❡ m =
n
l
❡st ❝❡ q✉❡ ❙❝❤✉r ❛♣♣❡❧❧❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡
✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ k✳✸✸
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦sé ♣❛r ❙❝❤✉r ❞❛♥s ❬✷✵✻❪ ❡t ❛✉q✉❡❧ ✐❧ ❝♦♠♠❡♥❝❡ à s✬❛tt❛q✉❡r✱
à ❧✬❛✐❞❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❙❝❤✉r ❞❛♥s ✉♥ s♦✉s✲❝♦r♣s
q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ C✱ ❡st ❞♦♥❝ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬✉♥ ❝❛r❛❝tèr❡
✐rré❞✉❝t✐❜❧❡✳ ❈✬❡st ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ très ❞✐✣❝✐❧❡ q✉❡ ❙❝❤✉r ❡st ❧♦✐♥ ❞✬❛✈♦✐r é♣✉✐sé❡✱
❡t q✉✐ ♦♣♣♦s❡ t♦✉❥♦✉rs ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♦❜st❛❝❧❡s✳ ▼❛✐s ❡♥ ✶✾✶✾ ✉♥ é❝❧❛✐r❛❣❡
✐♥tér❡ss❛♥t ❢✉t ❞♦♥♥é à ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s ❝♦r♣s✳
✸✶❈❢✳ ❬✹✹❪ ■■■✳✹✳
✸✷◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✐❝✐ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞é❥à ❡①♣♦sés ❡♥ ✶✳✸✳
✸✸◆♦✉s ♣❛r❧❡r♦♥s ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡
♣❧✉tôt q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ q✉✐ ❧✉✐ ❡st ❛ss♦❝✐é✳
✻✷
✸✳✷✳✷ ❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs
❊♥ ✶✾✶✾✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❙❝❤✉r ♠♦t✐✈❛ ✉♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞✬❆♥✲
❞r❡❛s ❙♣❡✐s❡r✱ ✉♥ ❛♥❝✐❡♥ ét✉❞✐❛♥t ❞❡ ❍✐❧❜❡rt à ●ött✐♥❣❡♥✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ✜t ♣❛r✈❡♥✐r
à ❧❛ r❡✈✉❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❩❡✐ts❝❤r✐❢t ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ♣❛❣❡s ✭❬✷✶✸❪✮ ét❛✲
❜❧✐ss❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❙❝❤✉r ✈❛✐❧❧❡ 1✳ ▼❛✐s ♣❧✉s
q✉❡ ❧✬❛♣♣♦rt à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❡♥ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡✱ ❝❡ s♦♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❙♣❡✐✲
s❡r r❡❧❡✈❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s q✉✐ ♦✉✈r✐r❡♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s
♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳
❙♦✐t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐✱ ♦✉ ❧❡ ❣r♦✉♣❡
Γ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s q✉✬❡❧❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❡✱ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡
K ❞❡ Q✳ ❙♦✐t é❣❛❧❡♠❡♥t k ❧❡ ❝♦r♣s ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡
❛ss♦❝✐é à ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳ ▲✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❙♣❡✐s❡r ❡st q✉❡
❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❝♦♥❥✉❣✉é❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s G
❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ K/k s♦♥t t♦✉t❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✸✹✳ ❆✐♥s✐ à t♦✉t é❧é♠❡♥t S ❞❡ G
❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ MS t❡❧❧❡ q✉❡ M−1S Γ
SMS = Γ✳✸✺ ▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❙♣❡✐s❡r
❡st q✉❡✱ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ♦♥ ❞♦✐t ♣♦✉✈♦✐r ❞é❞✉✐r❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❞é♣❛rt✱ q✉✐ s❡r❛✐t ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣❛r ❧✬❛❝t✐♦♥
❞❡ G✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s❡r❛✐t ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡MΓM−1 ❡t
❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ♥❛t✉r❡❧ ✭❝✬❡st ✉♥ ♣r♦❝é❞é ❛ss❡③ ❝❧❛ss✐q✉❡✮ ♣♦✉rM s❡r❛✐t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
M =
∑
S∈GMS✳ ▲❛ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❙♣❡✐s❡r ✈✐❡♥t ❞❡ ❝❡ q✉✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
✐♥✈❛r✐❛♥t❡ s❡❧♦♥ G✱ ❞✬❛♣rès ❧❡s rés✉❧t❛ts ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s✱ ❡st
✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s k✱ ❞♦♥❝ ❞✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❙❝❤✉r é❣❛❧ à ✶✳
▼❛✐s ❙♣❡✐s❡r ♥❡ ♣rés❡♥t❡ ♣❛s s❡s ré✢❡①✐♦♥s ❛✐♥s✐✱ ❧❛✐ss❛♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ à ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ s♦♥ ❛rt✐❝❧❡✳ ■❧ ♣ré❢èr❡ ❝♦♠♠❡♥✲
❝❡r ♣❛r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ t②♣❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳ ❙✐ G ❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡
❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ K/k✱ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ G ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❙♣❡✐✲
s❡r ❝♦♥s✐st❡ à ❛ss♦❝✐❡r à t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts E,A,B, ... ❞❡ G ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡
GLn(K) ✈ér✐✜❛♥t✱ ♣♦✉r t♦✉s S, T ❞❡ G✱
MTSMT = MST .
▲❛ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✱ ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ❞✐r❡❝t❡✲
♠❡♥t ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞é❝r✐t❡ ♣❧✉s ❤❛✉t✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❛ ❡♥ ❡✛❡tM−1S Γ
SMS =
Γ✱ M−1T Γ
TMT = Γ ❡t M−1STΓ
STMST = Γ✱✸✻ ❛❧♦rs (MTS )
−1ΓSTMTS = Γ
T ❞✬♦ù
✸✹❈❛r ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡❣ré ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ ❝❛r❛❝tèr❡✱ ❝❢✳ ❧❛ ✜♥ ❞✉
❝❤❛♣✐tr❡ ✶✳
✸✺❙✐ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ Γ s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ A = (aij)i,j ✱ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ΓS s♦♥t ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡ (S(aij)i,j)
✸✻▲❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ tr♦♠♣❡✉s❡ ♣♦✉r ✉♥ ÷✐❧ ♥♦♥ ❛✈❡rt✐✳ ❊♥ ❡✛❡t ét❛♥t
❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ A = (aij)i,j ✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ AST ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts TS(aij) ❡t
♥♦♥ ST (aij)✳
✻✸
M−1T (M
T
S )
−1ΓSTMTSMT = M
−1
T Γ
TMT = Γ = M
−1
STΓ
STMST ✱ ❡t ✐❧ ❡st ❞♦♥❝
♥❛t✉r❡❧ ❞✬❡①❛♠✐♥❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ MTSMT = MST . ❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ❝❡❧❧❡
r❡❝❤❡r❝❤é❡ ♣❛r ❙♣❡✐s❡r✱ ❝❛r ❡❧❧❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ Γ ❡st k✲r❛t✐♦♥♥❡❧✳
❙♣❡✐s❡r ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❞❡ t❡❧❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❡①✐st❡♥t✳ ■❧ ② ❡♥ ❛ ♠ê♠❡ ✉♥❡
✐♥✜♥✐té ✈✉ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♠❛tr✐❝❡ M ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✱ MS = (MS)−1M ❝♦♥✈✐❡♥t✳
▼❛✐s ❙♣❡✐s❡r ♣r♦✉✈❡ ❜✐❡♥ ♠✐❡✉① q✉❡ ❝❡❧❛✱ à s❛✈♦✐r q✉❡ t♦✉t❡ r❡♣rés❡♥t❛✲
t✐♦♥ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡✸✼✳ ❊♥ ❞é❝rét❛♥t q✉❡ ❞❡✉① r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s
ME,MA,MB, ... ❡t M ′E,M
′
A,M
′
B, ...s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s s✬✐❧ ❡①✐st❡ N ∈ GLn(K)
t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t S ❞❡ G✱ M ′S = (N
S)−1MSN ✱ ❝❡ q✉✬ét❛❜❧✐t ❙♣❡✐s❡r ❡st
❞♦♥❝ q✉❡ t♦✉t❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐té✳
❙♣❡✐s❡r r❡♠❛rq✉❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ s♦♥ rés✉❧t❛t ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✾✵ ❞❡
❍✐❧❜❡rt✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ A ❞❡ ♥♦r♠❡ 1 ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
❝②❝❧✐q✉❡ K ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r S ♣❡r♠❡t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❙♣❡✐s❡r ❞✬♦r❞r❡ 1 ✈✐❛ ✿
1 7→ 1, S 7→ A, S2 7→ AAS, ..., Sl 7→ AASAS2 ...ASl−1 , ...
❡t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❙♣❡✐s❡r ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t B ❞❡ K× t❡❧ q✉❡
S 7→ (BS)−1B✱ ❞♦♥❝ A = (BS)−1B✳
▲❛ r❡✈✉❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❩❡✐ts❝❤r✐❢t ❢✉t ❝réé❡ ❡♥ ✶✾✶✽ ❡t ❙❝❤✉r ❡♥ ❢✉t ✉♥
❞❡s ♣r❡♠✐❡rs é❞✐t❡✉rs✳ ■❧ ♣✉t ❞♦♥❝ ét✉❞✐❡r ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❙♣❡✐s❡r ❞ès ré❝❡♣t✐♦♥
❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❧❡ ✶✺ ❢é✈r✐❡r ✶✾✶✾ ❡t r❡❜♦♥❞✐t s✉r ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ❙♣❡✐s❡r ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉
t②♣❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳ ▲❡ ✽ ❛✈r✐❧✱ ❙❝❤✉r s♦✉♠✐t q✉❡❧q✉❡s r❡♠❛rq✉❡s ❛✉ s✉❥❡t
❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❙♣❡✐s❡r✱ q✉✐ ❢✉r❡♥t ♣✉❜❧✐é❡s à ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❞❛♥s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡
✺ ❞✉ ▼❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❩❡✐ts❝❤r✐❢t ✭❬✷✶✵❪✮✳
❙♣❡✐s❡r ❛✈❛✐t ❜✐❡♥ ✐♥❞✐q✉é q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ MS t❡❧❧❡ q✉❡ M−1S Γ
SMS = Γ
♥✬❡st ♣❛s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡✳ ❊❧❧❡ ♥✬❡st ❡♥ ❡✛❡t ✉♥✐q✉❡ q✉✬à ✉♥ ❢❛❝t❡✉r
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ ♥♦♥ ♥✉❧ ♣rès✳ ❈❡❝✐ ❞♦♥♥❛ à ❙❝❤✉r ❧✬✐❞é❡ ❞❡ r❡♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥
❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❙♣❡✐s❡r✱ s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✱ ❡♥ ❞❡✲
♠❛♥❞❛♥t q✉❡ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✈ér✐✜❡♥t ❝❡tt❡ ❢♦✐s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✿
MTSMT = rS,TMST ,
♦ù ❧❡s rS,T s♦♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ K✳
❙❝❤✉r ❛✈❛✐t ❡♥ ❡✛❡t r❡❝♦♥♥✉ q✉✬❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❡s q✉❛♥t✐tés rS,T ✱ ✐❧ ♣♦✉✲
✈❛✐t ❢♦r♠✉❧❡r ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❙♣❡✐s❡r ❡♥ ❞❡s t❡r♠❡s ❛♥❛❧♦❣✉❡s
✸✼P♦✉r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ 1✱ ❝❡ rés✉❧t❛t ♣❡✉t êtr❡ r❡❢♦r♠✉❧é ❡♥ t❡r♠❡s ❝♦❤♦✲
♠♦❧♦❣✐q✉❡s ♣❛r ❧❛ tr✐✈✐❛❧✐té ❞❡ H1(G,K×)✳ P♦✉r ❧❡ ❞✐r❡ ❛✉tr❡♠❡♥t✱ K× ❡st ✐❝✐ ♠✉♥✐ ❞❡
❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ G ❡t ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞éré❡s ♣❛r ❙♣❡✐s❡r s♦♥t ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❞❡s ✏♠♦r✲
♣❤✐s♠❡s ❝r♦✐sés✑ ✭❝r♦ss❡❞ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠s✮ ❞❡ G ❞❛♥s K×✳ ▲❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❝r♦✐sés ❞❡
❧❛ ❢♦r♠❡ S 7→ (MS)−1M s♦♥t ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞✐ts ✏♣r✐♥❝✐♣❛✉①✑✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ t♦✉s ❧❡s
♠♦r♣❤✐s♠❡s ❝r♦✐sés s♦♥t ❞♦♥❝ ♣r✐♥❝✐♣❛✉①✳
✻✹
à ❝❡✉① ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♣r♦❥❡❝t✐✈❡s q✉✬✐❧ ❛✈❛✐t ét✉❞✐é❡s ❞❛♥s s♦♥ ❛rt✐❝❧❡
❬✷✵✹❪ ❞❡ ✶✾✵✹✱ ❛✉q✉❡❧ ✐❧ ❢❛✐t ré❢ér❡♥❝❡✳ ❙✐ ❧✬♦♥ s✬❛❜str❛✐t ❞✉ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❡①t❡♥✲
s✐♦♥s ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡s ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥ ❣r♦✉♣❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s
♣r♦❥❡❝t✐✈❡s ❞❡ ❙❝❤✉r s❡ r❡tr♦✉✈❡♥t ❝♦♠♠❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
s❛t✐s❢❛✐s❛♥t MTSMT = rS,TMS,T ✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ tr✐✈✐❛❧❡✳
❯♥❡ t❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❞♦♥❝ à ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s (rS,T )S,T∈G✱
q✉❡ ❙❝❤✉r ♥♦♠♠❡✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❬✷✵✹❪✱ s②stè♠❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡
t♦✉t❡s ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s MS ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❞❡s é❧é♠❡♥ts cS ❞❡ K×✱ ♦♥
♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs
(r′S,T =
cTScT
cST
rS,T )✳ ❆ ♥♦✉✈❡❛✉✱ ❞❡ t❡❧s s②stè♠❡s s♦♥t ❞✐ts ❛ss♦❝✐és✳ ▲✬❛ss♦❝✐❛✲
t✐✈✐té ✐♥❤ér❡♥t❡ à G ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ g2 ♥♦♠❜r❡s ♥♦♥ ♥✉❧s ❞❡ K✱ s✐ g ❞és✐❣♥❡
❧✬♦r❞r❡ ❞❡ G✱ ❢♦r♠❡♥t ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧s ✈ér✐✜❡♥t ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✿
(A) rUS,T rST,U = rS,TUrT,U , S, T, U ∈ G.
❈❡rt❛✐♥s rés✉❧t❛ts q✉❡ ❙❝❤✉r ❛✈❛✐t ♦❜t❡♥✉s ✉♥❡ q✉✐♥③❛✐♥❡ ❞✬❛♥♥é❡s ❛✉♣❛r❛✈❛♥t
s✉r ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♣r♦❥❡❝t✐✈❡s s❡ r❡tr♦✉✈❡♥t s❛♥s ♠❛❧ ♣♦✉r ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉
t②♣❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳ ■❧ s❛✐t ❛✐♥s✐ ♠♦♥tr❡r q✉✬à t♦✉t s②stè♠❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs
❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✭❞✬♦r❞r❡ g✮ ❡t q✉❡ s❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ g✲✐è♠❡✱ (rgS,T )✱
❡st ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs (ρS,T = 1)✳ ■❧ ♣❛r✈✐❡♥t ❡♥ ♦✉tr❡ à ét❛❜❧✐r
q✉❡ ❞❡✉① r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ❞❡ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡✱ ❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉
♠ê♠❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs✱ s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ t♦✉t❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❛✉ s❡♥s ❞❡ ❙♣❡✐s❡r ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐té ❛♣♣❛r❛ît ❝♦♠♠❡
❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t✱ ♣♦✉r (rS,T = 1)✳
❙❝❤✉r ❝♦♥❝❧✉t ♣❛r ✉♥ t❤é♦rè♠❡ st✐♣✉❧❛♥t q✉✬à t♦✉t s②stè♠❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs
❝♦rr❡s♣♦♥❞✱ à éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣rès✱ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡✳ ❙✐ m
❞és✐❣♥❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ s②stè♠❡
(rS,T )✱ ❛❧♦rs m ❞♦✐t ❞✐✈✐s❡r ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ t♦✉t❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à
❝❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r m ❞♦✐t ❞✐✈✐s❡r g✳
❆✐♥s✐✱ ❛✈❡❝ ❝é❧ér✐té ❡t s✐♠♣❧✐❝✐té ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ s♦♥ ét✉❞❡ ❛♥tér✐❡✉r❡ ❞❡s r❡✲
♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♣r♦❥❡❝t✐✈❡s✱ ❙❝❤✉r ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ♥♦✉✈❡❛✉tés ❞❡ ❙♣❡✐s❡r s♦✉s ✉♥
❛♥❣❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✱ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❛♣♣❡❧ ❛✉① s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs✳ ❙♣❡✐s❡r ❛ ♠♦♥✲
tré q✉❡ s❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s s♦♥t ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❝❧❛s✲
s✐q✉❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡✱ ❡t ❙❝❤✉r ❝♦♥✜r♠❡
❧✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❡♥ ♠♦♥tr❛♥t ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐é✲
tés ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❛♣♣♦rt❡♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s✳
✻✺
✸✳✸ ▲✐❡♥ ❡♥tr❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❡t ❛❧❣è❜r❡s ❛ss♦✲
❝✐❛t✐✈❡s✳
✸✳✸✳✶ ▲❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ❇r❛✉❡r
❚rès tôt✱ ❋r♦❜❡♥✐✉s ❡t ❙❝❤✉r ♦♥t ❝♦♥s✐❞éré ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s s♦✉s ✉♥
❛s♣❡❝t ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ✜♥✐s✸✽✱
❡♥ ♠❡tt❛♥t ❧✬❛❝❝❡♥t s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ✏❣r♦✉♣❡s ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s✑ ❡♥
❧❡sq✉❡❧s ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s s❡ r❡tr♦✉✈❡♥t ❛✐sé♠❡♥t✳ ❈❡s ✏❣r♦✉♣❡s✑✸✾ ♥✬❡♥ s♦♥t
♣❛s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝❛r ✐❧s ❝♦♥s✐st❡♥t ❡♥ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ✭♦✉✱ ❝❡
q✉✐ ❡st é❣❛❧✱ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s✮ st❛❜❧❡s ♣❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠❛✐s ❞♦♥t ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s
s✉♣♣♦sé q✉❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts s♦✐❡♥t ✐♥✈❡rs✐❜❧❡s✱ ♥✐ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐❞❡♥t✐té
❧❡✉r ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡✳ ❊♥ ♦✉tr❡ ✐❧s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✜♥✐s✳ ❉❛♥s ✉♥ ❛rt✐❝❧❡
❞❡ ✶✾✵✾ ❬✷✵✽❪ ✭❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣✳ ✶✻✽✮✱ ❙❝❤✉r ❛❞❛♣t❛ s❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ à ❝❡s
✏❣r♦✉♣❡s✑✳
❘✐❝❤❛r❞ ❇r❛✉❡r✹✵ ✭✶✾✵✶✲✶✾✼✼✮ ❡st ♥é ❡t ❛ ❢❛✐t t♦✉t❡s s❡s ét✉❞❡s à ❇❡r✲
❧✐♥✱ ✈✐❧❧❡ ❞✬❡①❡r❝✐❝❡ ❞✬■ss❛✐ ❙❝❤✉r✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❡✉t ✉♥❡ ♣r♦❢♦♥❞❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧✉✐✳
❇r❛✉❡r ♣❛rt✐❝✐♣❛ ❛✉① sé♠✐♥❛✐r❡s q✉✬✐❧ ♦r❣❛♥✐s❛✐t ✕ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡sq✉❡❧s ✐❧ ♣✉t
ét✉❞✐❡r ❡t ♣rés❡♥t❡r ❝❡rt❛✐♥s ❛rt✐❝❧❡s ❞❡ ❙❝❤✉r✱ ❝♦♠♠❡ ❬✷✵✺❪ ❡t ❬✷✵✻❪ ✕ ❡t
❡♥tr❡♣r✐t ✉♥❡ t❤ès❡ s♦✉s s❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❞é❞✐é❡ ❛✉① r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞✉ ❣r♦✉♣❡
♦rt❤♦❣♦♥❛❧✳
❇r❛✉❡r ét❛✐t ❞♦♥❝ s♣é❝✐❛❧✐st❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❡t ♣❛rt✐✲
❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❙❝❤✉r ❡♥ ❧❛ ♠❛t✐èr❡✳ ■❧ ♣♦✉rs✉✐✈✐t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t
s♦♥ tr❛✈❛✐❧ ❞❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡t ♣r♦❧♦♥❣❡❛ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ✏❣r♦✉♣❡s✑ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s
✐♥✐t✐é❡ ♣❛r ❙❝❤✉r ❞❛♥s ❬✷✵✽❪✳ ■❧ tr❛✐t❛ ♥♦t❛♠♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡
❞❡ s♦♥ ✏❍❛❜✐❧✐t❛t✐♦♥ss❝❤r✐❢t✑ ✭✶✾✷✻✮✱ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝
❧❡s ✏❣r♦✉♣❡s✑✱ ❞❛♥s ❧❛ ✈♦✐❡ ♦✉✈❡rt❡ ♣❛r ❧❡s r❡♠❛rq✉❡s ❞❡ ✶✾✶✾ ❞❡ ❙❝❤✉r✳ ❈❡tt❡
♣❛rt✐❡ ❞❡ s❛ t❤ès❡ ❞✬❤❛❜✐❧✐t❛t✐♦♥ ❢✉t r❡♣r♦❞✉✐t❡ ❛✈❡❝ ♣❡✉ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❛♥s
✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞✉ ▼❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❩❡✐ts❝❤r✐❢t ❬✷✸❪✳ ■❧ ♣♦✉rs✉✐✈✐t ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❛♥s ✉♥
❛rt✐❝❧❡ ❬✷✷❪ ♣❛r✉ ❛✈❛♥t ❝❡❧✉✐ ❞✉ ▼❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❩❡✐ts❝❤r✐❢t✳
❉❛♥s ❬✷✸❪✱ ❇r❛✉❡r ♥❡ s✬✐♥tér❡ss❡ ♣❛s t❛♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ q✉✬à ❧❛
♠✐s❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡ q✉❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ✐♥tr♦❞✉✐ts
♣❛r ❙❝❤✉r✹✶ ❞ét❡r♠✐♥❡♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s ✭❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧✬♦r❞r❡✮
✸✽❈❢✳ t♦✉t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❬✾✹❪✳
✸✾◆♦✉s ❝♦♥t✐♥✉❡r♦♥s à ❡♠♣❧♦②❡r ❧❡s ❣✉✐❧❧❡♠❡ts ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❝❡s ❣r♦✉♣❡s q✉✐ ♥✬❡♥ s♦♥t
♣❛s✳
✹✵❈❢✳ ❬✹✹❪ ❱■✳ ✶✳ ❡t ❬✼✽❪✳
✹✶P♦✉r ❝❡ q✉✐ ❡st ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs✱ ❇r❛✉❡r ❝✐t❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ✶✾✶✾ ❞❡ ❙❝❤✉r ❡t s♦♥
♣r♦♣r❡ ❛rt✐❝❧❡ ❬✷✷❪ ❞❡ ✶✾✷✻✳ ■❧ ❡st s✉r♣r❡♥❛♥t ❞❡ ♥❡ ♣❛s ✈♦✐r ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ✶✾✵✹ ❞❡
❙❝❤✉r ❬✷✵✹❪✳ ❇r❛✉❡r ❝♦♥s✐❞èr❡ ♣❡✉t✲êtr❡ q✉❡ ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡s
❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s s♦♥t à ❞✐ss♦❝✐❡r ❞❡ ❝❡✉① ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s✳✳✳ ▼❛✐s
✻✻
❞❡s ✏❣r♦✉♣❡s✑ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts✳
❇r❛✉❡r s✬✐♥s♣✐r❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❙♣❡✐s❡r ❡t ❞❡ ❙❝❤✉r ♣♦✉r ✐♥tr♦✲
❞✉✐r❡ ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs✱ ♠❛✐s ♠♦❞✐✜❡ ♥é❛♥♠♦✐♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♠❡♥❛♥t
à ❧❡✉r ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥✳ ■❧ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❝♦r♣s K q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❡t ✉♥ ✏❣r♦✉♣❡✑ ✐r✲
ré❞✉❝t✐❜❧❡ H ❞♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ s♦♥t ❞❛♥s K ✭s✐t✉❛t✐♦♥ à ❧❛q✉❡❧❧❡
♦♥ ♣❡✉t s❡ r❛♠❡♥❡r s❛♥s ♣r♦❜❧è♠❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❙♣❡✐s❡r ♦✉ ❞❡
❙❝❤✉r✮✳ ▲❡ ✏❣r♦✉♣❡✑ H ❡st ❛❧♦rs r❛t✐♦♥♥❡❧ ❞❛♥s ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ✜♥✐❡
K(θ) ❞❡ ❞❡❣ré r ❞❡ K✳ ▲❡s ✏❣r♦✉♣❡s✑ H1✱H2✱✳✳✳✱ Hr ♦❜t❡♥✉s à ♣❛rt✐r ❞❡ H ❡♥
r❡♠♣❧❛ç❛♥t θ ♣❛r s❡s ❝♦♥❥✉❣✉és θ1 = θ✱ θ2✱✳✳✳✱ θr s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts à H✳✹✷ ❆✐♥s✐
❡①✐st❡✲t✲✐❧ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s Pαβ✱ ♦ù α, β s♦♥t ❞❛♥s {1, ..., r}✱ t❡❧❧❡s q✉❡
HαPαβ = PαβHβ
❡t ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❞✐t❡s (A) ✿
✶✳ Pαβ ❡st à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s K(θα, θβ) ❡t ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❀
✷✳ s✐ ❧✬♦♥ ❢❛✐t ♦♣ér❡r s✉r Pαβ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡K(θ1, ..., θr)/K
❡♥✈♦②❛♥t θα s✉r θγ ❡t θβ s✉r θδ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t Pγδ ❀
✸✳ P11 ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐❞❡♥t✐té✳
❊♥ ♦✉tr❡✱ s✐ ✉♥ t❡❧ s②stè♠❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s Pαβ ❡st ❞♦♥♥é✱ ❛❧♦rs✹✸ ✐❧ ❞ét❡r♠✐♥❡
✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ r3 q✉❛♥t✐tés cαβγ ❞❡ K(θ1, ..., θr) t❡❧❧❡s q✉❡ ✿
PαβPβγ = cαβγPαγ .
❈✬❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s (cαβγ)α,β,γ q✉❡ ❇r❛✉❡r ♥♦♠♠❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs✳ ▲❡
✏❣r♦✉♣❡✑ H ❞ét❡r♠✐♥❡ ❞♦♥❝ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❀ ❡♥ ré❛❧✐té✱ ✐❧ ❡♥ ❞ét❡r♠✐♥❡
♣❧✉s✐❡✉rs✱ ❝❛r ♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ✉♥✐❝✐té ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡s Pαβ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à
H t♦✉t s②stè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (kαβPαβ)✱ ♦ù ❧❡s kαβ s♦♥t ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ✈ér✐✜❛♥t
❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s (A)✳ ❯♥ s②stè♠❡ (kαβPαβ) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs
(c
′
αβγ)α,β,γ ✈ér✐✜❛♥t c
′
αβγ =
kαβkβγ
kαγ
cαβγ✳ ❈❡❝✐ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡
s✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❡t ❇r❛✉❡r ❞✐t q✉❡ (cαβγ)α,β,γ ❡t (c
′
αβγ)α,β,γ s♦♥t
❛ss♦❝✐és✳
❝❡❝✐ ♥♦✉s s❡♠❜❧❡ ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t ❝♦♥❝❡✈❛❜❧❡✱ ♥❡ s❡r❛✐t✲❝❡ ❞✉ ❢❛✐t ❞✉ tr❛♥s❢❡rt ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡
❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❛✉① ❛❧❣è❜r❡s q✉✬✐❧ ❡✛❡❝t✉❡ ♣❡✉ ❛♣rès✱ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ q✉✬✐❧ ♥✬❛✈❛✐t
♣❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ré❡❧ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s
❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✐✛ér❡♥ts✳ P❧✉s ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❇r❛✉❡r ♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛✐t ♣❛s ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡
✶✾✵✹ ❞❡ ❙❝❤✉r✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥ ❛✉tr❡ ✐♥❞✐❝❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉✬à ♣❡✉ ♣rès ❛✉❝✉♥ ❞❡ s❡s ❝♦♥t❡♠♣♦r❛✐♥s
♥❡ ❧✬❛✈❛✐t ❡♥ ♠é♠♦✐r❡✳
✹✷❈❛r ✐❧s ♦♥t t♦✉s ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ❡t ♠ê♠❡ ❝❛r❛❝tèr❡✳
✹✸❊♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ HαPαβ = PαβHβ ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t HαPαβPβγ = PαβPβγHγ ✳ ❖r✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❛
❛✉ss✐ HαPαγ = PαγHγ ✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❙❝❤✉r ♠♦♥tr❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ q✉❛♥t✐tés cαβγ t❡❧❧❡s q✉❡
PαβPβγ = cαβγPαγ ✳
✻✼
❊✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❞ét❡r♠✐♥és ♣❛r ✉♥ ✏❣r♦✉♣❡✑ ✭❡♥
❢❛✐t✱ t♦✉t❡ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❞✬❛♣rès ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❇r❛✉❡r✮
❛♣♣♦rt❡♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥ts s✉r ❧❡ ✏❣r♦✉♣❡✑✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥ ✏❣r♦✉♣❡✑
❡st K✲r❛t✐♦♥♥❡❧ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ s❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs s♦♥t ❛ss♦❝✐és ❛✉
s②stè♠❡ ✐❞❡♥t✐té✹✹ ét❛✐t ❞é❥à ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ♣rés❡♥t ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❙♣❡✐s❡r ❡t
❡st ❞é♠♦♥tré ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✷✷❪ ❞❡ ❇r❛✉❡r✳ ❙❝❤✉r✱ ❞❛♥s ❬✷✶✵❪✱ ❛✈❛✐t ❞é❥à r❡✲
❣❛r❞é ❧❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs✱ ❡♥ ♠♦♥tr❛♥t q✉❡ t♦✉t s②stè♠❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ ✏❣r♦✉♣❡✑ ✜♥✐ ❞✬♦r❞r❡ g ❛ s❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ g✲✐è♠❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉
s②stè♠❡ ✐❞❡♥t✐té✹✺✳ ❇r❛✉❡r ♥❡ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡ ♣❛s ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts✳ ■❧ ❛ ❧✬✐❞é❡ q✉❡
❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❛ ✉♥ s❡♥s ♣♦✉r ✉♥ ✏❣r♦✉♣❡✑ ❜✐❡♥ ♣ré❝✐s
❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r H ❡t✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❞❡ s②stè♠❡s✱ ✐❧ ❧❡s
♠✉❧t✐♣❧✐❡ ❡♥tr❡ ❡✉①✳ ■❧ ♠✉♥✐t ❛✐♥s✐ ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥✱ ❡t ✐♥t❡r♣rèt❡ ❝❡tt❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ✏❣r♦✉♣❡s✑ ❡✉①✲♠ê♠❡s✳
❙✐ ❞❡✉① ✏❣r♦✉♣❡s✑ G ❡t H s♦♥t ❞♦♥♥és✱ ❇r❛✉❡r ❞é✜♥✐t ❧❡✉r ♣r♦❞✉✐t G×H
❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❝❡r✹✻ G×H✱ ♦ù G ❡t H ♣❛r❝♦✉r❡♥t
G ❡t H✳ ■❧ s✬❛❣✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ✏❣r♦✉♣❡✑ ❡t s✐ G ❡t H s♦♥t ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s✱ ♦♥t
❧❡✉rs ❝❛r❛❝tèr❡s ❞❛♥s K ❡t s♦♥t K(θ)✲r❛t✐♦♥♥❡❧s✱ ✐❧ ❡♥ ✈❛ ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡ ❧❡✉r
♣r♦❞✉✐t✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ G ❡t H ❞ét❡r♠✐♥❡♥t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s Pαβ ❡tQαβ✱ ❛✐♥s✐ q✉❡
❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs (cαβγ) ❡t (dαβγ)✱ ❡t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s Qαβ × Pαβ ✈ér✐✜❡♥t
❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s (A) ❡t ❞ét❡r♠✐♥❡♥t✹✼ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs (cαβγdαβγ)✳
●râ❝❡ ❛✉ ♣r♦❞✉✐t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❞✬✉♥ ✏❣r♦✉♣❡✑ H ♣❛r
❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s H2 = H× H✱ H3 = H2 × H✱ ❡t❝✳ ❈♦♠♠❡ ✉♥ ✏❣r♦✉♣❡✑ Hn ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞ ❛✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉r (cnαβγ)✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡❧✐❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s
❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs à ❞❡s ♣r♦♣r✐étés s✉r ❧❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❞✉ ✏❣r♦✉♣❡✑✳ ❊♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❡♥ ❛♣♣❡❧❛♥t ✏❡①♣♦s❛♥t✑ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs s❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡
✹✹❈♦♠♠❡ t♦✉s ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts à ✉♥ ✏❣r♦✉♣❡✑ s♦♥t ❛ss♦❝✐és✱ ✐❧
s✉✣t ❡♥ ❢❛✐t q✉✬✉♥ s❡✉❧ s♦✐t ❛ss♦❝✐é ❛✉ s②stè♠❡ ✐❞❡♥t✐té ✭♦♥ ♣❡✉t ♠ê♠❡ ♣❛r❧❡r ❞✉ ✕ ❡t ♥♦♥
❞✬✉♥ ✕ s②stè♠❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❞✬✉♥ ✏❣r♦✉♣❡✑✮✳ ▲❡ s②stè♠❡ ✐❞❡♥t✐té ❡st ❧❡ s②stè♠❡ ❞♦♥t t♦✉s
❧❡s é❧é♠❡♥ts ✈❛❧❡♥t 1✳
✹✺❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ✉♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞✬✉♥ rés✉❧t❛t ♣❧✉s ❛♥❝✐❡♥ ❞❡ ❙❝❤✉r s✉r ❧❡s s②s✲
tè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✱ ❝❢✳ ❬✷✵✹❪ ♣✳ ✷✼✳
✹✻▲❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r G ×H ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ G ❞❡ t❛✐❧❧❡ m × n ♣❛r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ H
❞❡ t❛✐❧❧❡ p× q ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ mp× nq g11H . . . g1nH✳✳✳ ✳✳✳
gm1H . . . gmnH
 .
✹✼■❧ ❡st ❡♥ ❡✛❡t ❝♦♥♥✉ q✉❡✱ ♣♦✉r ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❝❛rré❡s G1✱ G2✱ H1✱ H2✱ ❛✈❡❝ G1✱ G2
❞❡ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ❡t H1✱ H2 ❞❡ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡✱ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❝❡r ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ✈ér✐✜❡
(G1×H1)(G2×H2) = G1G2×H1H2✳ ❉❡ ❧à ✈✐❡♥t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ (Qαβ×Pαβ)(Qβγ×
Pβγ) = cαβγdαβγ(Qαγ × Pαγ)✳
✻✽
♣✉✐ss❛♥❝❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ s②stè♠❡ ✐❞❡♥t✐té✱ ❡t ❧❡ ♥♦t❛♥t l✱ ❇r❛✉❡r ét❛❜❧✐t✹✽ ✿
❙✐ ❧❡ ❝♦r♣s K ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ❞✉ ✏❣r♦✉♣❡✑ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ H✱
❡t s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ H ❡st ❞✬❡①♣♦s❛♥t l✱ ❛❧♦rs Hλ ❡st K✲r❛t✐♦♥♥❡❧
s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ l ❞✐✈✐s❡ λ✳
❇r❛✉❡r ♣r♦✉✈❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r H
′
❧❡ ✏❣r♦✉♣❡✑ ❢♦r♠é ❞❡s
♠❛tr✐❝❡s tH✱ ♦ù H ♣❛r❝♦✉rt H✱ ❛❧♦rs ✿
❙✐ ❧❡ ❝♦r♣s K ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ❞✉ ✏❣r♦✉♣❡✑ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ H✱
❡t s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ H ❡st ❞✬❡①♣♦s❛♥t l✱ H× H′ ❡st K✲r❛t✐♦♥♥❡❧✳✹✾
❚❡❧s q✉✬✐♥tr♦❞✉✐ts ♣❛r ❇r❛✉❡r✱ ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs s♦♥t ❞é✜♥✐s à ✉♥ ♣❛rt✐r
❞❡ ✏❣r♦✉♣❡s✑ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s H ❡t ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s Pαβ ✈ér✐✜❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
▼❛✐s ❇r❛✉❡r ♣❛r✈✐❡♥t à ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐s❡r ♣❛r ❧❡✉rs ♣r♦♣r✐étés ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s✺✵✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧s ❞♦✐✈❡♥t s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ t②♣✐q✉❡ ❞❡s s②s✲
tè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ✿
cαβγcαγδ = cαβδcβγδ.
◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❞❛♥s s❡s rés✉❧t❛ts ❡t ♠❛♥✐♣✉❧❛t♦♥s✱ ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs
❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ✐♥❞✐ss♦❝✐❛❜❧❡s ❞❡s ✏❣r♦✉♣❡s✑✱ ❜✐❡♥ q✉✬✐❧s ♣✉✐ss❡♥t êtr❡ ❞é✜♥✐s
s❛♥s✳ ❉❛♥s ❝❡t ♦r❞r❡ ❞✬✐❞é❡✱ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❱■■■ ✭♣✳ ✻✽✾✮ ❡st ✉♥❡ ❞❡s ♣❧✉s
✐♠♣♦rt❛♥t❡s✳ ❊❧❧❡ st✐♣✉❧❡ q✉❡ ❞❡s ✏❣r♦✉♣❡s✑ éq✉✐✈❛❧❡♥ts ♦♥t ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡
❢❛❝t❡✉rs ❛ss♦❝✐és ❡t✱ ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ q✉❡ s✐ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ H ❛ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡
❢❛❝t❡✉rs (cαβγ) ❡t s✐ (dαβγ) ❡st ❛ss♦❝✐é à (cαβγ)✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✏❣r♦✉♣❡✑
éq✉✐✈❛❧❡♥t à H ❞❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs (dαβγ)✳
❈♦♠♠❡ ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs s♦♥t ❝❛r❛❝tér✐sés ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡♠❡♥t✱ ♦♥
♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs✱ s✉r
❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r ❞❡ ❙❝❤✉r✳ ▼❛✐s ❇r❛✉❡r ♥✬❡♥
♣❛ss❡ ♣❛s ♣❛r ❧à✱ t❡♥❛♥t ❛❜s♦❧✉♠❡♥t à ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❡ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ✏❣r♦✉♣❡s✑✳
■❧ ❡①♣❧✐q✉❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡
❢❛❝t❡✉rs✺✶ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❞❡✉① s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs (cαβγ) ❡t (dαβγ)
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ à ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s H ❡t G✱ ❡t ❡♥
✹✽❙❛t③ ■✳ ♣✳ ✻✽✵✳
✹✾❊♥ tr❛♥s♣♦s❛♥t ❧✬é❣❛❧✐té HαPαβ = PαβHβ ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t P ′αβH
′
α = H
′
βP
′
αβ ✱ ❞✬♦ù H
′
αP
′−1
αβ =
P ′−1αβ H
′
β ✳ ❊♥ tr❛♥s♣♦s❛♥t ❡t ✐♥✈❡rs❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ PαβPβγ = cαβγPαγ ✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❡s P
′−1
αβ
s❛t✐s❢♦♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ P ′−1αβ P
′−1
βγ =
1
cαβγ
P ′−1αγ ✳ ▲❡ ✏❣r♦✉♣❡✑ H
′ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❞♦♥❝ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡
❢❛❝t❡✉rs ( 1
cαβγ
)α,β,γ ❡t ❧❡ ✏❣r♦✉♣❡✑ H× H′ ❞ét❡r♠✐♥❡ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❡ s②stè♠❡ ✐❞❡♥t✐té✳
✺✵❈❢✳ ❙❛t③ ■❱ ♣♣✳ ✻✽✷✲✸✳
✺✶■❧ ♥❡ ♣❛ss❡ ♣❛s ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❛✉ q✉♦t✐❡♥t ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ s❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t
❞❡ ❞✐r❡ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡✉① s②stè♠❡s ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ❝❧❛ss❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❡t ♠ê♠❡
❡♥t✐té✳
✻✾
❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① s②stè♠❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t
H ×G✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉ ❡st ❛❜é❧✐❡♥ ❡t t♦✉s s❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t ❞✬♦r❞r❡
✜♥✐✱ ♦r❞r❡ q✉✐ ❡st ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧✬❡①♣♦s❛♥t✳
❙✐ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ♥✬❡st ♣❛s
✉♥❡ ♥♦✉✈❡❛✉té✱ ❧❡ ❧✐❡♥ q✉✬ét❛❜❧✐t ❇r❛✉❡r ❡♥tr❡ ❧❡s s②stè♠❡s ❡t ❧❡s ✏❣r♦✉♣❡s✑
❡st ♣❧✉s ♣r♦❢♦♥❞ ❡t ♣ré❝✐s q✉❡ ❝❡❧✉✐ q✉✬❛✈❛✐t ♣rés❡♥té ❙❝❤✉r ❡♥tr❡ ❧❡s s②stè♠❡s
❡t ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❱■■■ ❞❡ ❇r❛✉❡r✱ ♦♥ ❛ ✉♥ ✐s♦✲
♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❡t ❧❡ ❣r♦✉♣❡
❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ✏❣r♦✉♣❡s✑✳ ❈❡t ❛s♣❡❝t ♥✬❡st ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ♠✐s ❡♥
❛✈❛♥t ♣❛r ❇r❛✉❡r✱ q✉✐ ♥❡ ❞é✜♥✐t ♣❛s ✉♥ t❡❧ ❣r♦✉♣❡✱ ♠❛✐s t♦✉s ❧❡s rés✉❧t❛ts
s♦♥t ♣rés❡♥ts ♣♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✳ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝✲
t❡✉rs s❡ r❡tr♦✉✈❡♥t ❞♦♥❝ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ✏❣r♦✉♣❡s✑✳
▲❛ s✉✐t❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞❡ ❝❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ♠❡♥❛ ❇r❛✉❡r à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❛❧✲
❣è❜r❡s ❝❡♥tr❛❧❡s✺✷ s✐♠♣❧❡s✱ ✈✐❛ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ❝♦r♣s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❙✐♠✉❧✲
t❛♥é♠❡♥t✱ ◆♦❡t❤❡r ❛rr✐✈❛✐t ❛✉ ♠ê♠❡ ♣♦✐♥t q✉❡ ❧✉✐ s✉r ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❝❡♥tr❛❧❡s
s✐♠♣❧❡s✺✸✱ ♠❛✐s ♣❛r ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♣❧✉s ❞✐r❡❝t rés✉❧t❛♥t ❞❡ s♦♥ ✐♥térêt ♣r♦♣r❡ ♣♦✉r
❧❡s ❛❧❣è❜r❡s✱ s❛♥s ❞ét♦✉r ♣❛r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♦✉ ❞❡s ✏❣r♦✉♣❡s✑✳
❯♥ ✏❣r♦✉♣❡✑ H à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s K ❡st ❞✐t ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ s✬✐❧
❡st ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❞❛♥s t♦✉t❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ K✳ ❯♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙❝❤✉r✺✹ ét❛❜❧✐t
q✉❡ t♦✉t ✏❣r♦✉♣❡✑ r❛t✐♦♥♥❡❧ ❡t ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❞❛♥s K s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❞❛♥s C
❡♥ r ✏❣r♦✉♣❡s✑ ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s✱ ❞✐st✐♥❝ts ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡❣ré✳ ❈❡s r
✏❣r♦✉♣❡s✑ s♦♥t ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s✳
❯♥ ❝♦r♣s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡
❞❡❣ré ✜♥✐ ❞❡ K ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ H s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❛❜s♦❧✉♠❡♥t
✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s✳ ▲❡ ❞❡❣ré s✉r K ❞❡ t♦✉t ❝♦r♣s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❞✐✈✐s✐❜❧❡
♣❛r ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❙❝❤✉r ❞❡ H r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à K✳
❉✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡✱ ◆♦❡t❤❡r ❡t ❇r❛✉❡r s❡ r❡♥❞✐r❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡
❧❛ ♣r♦①✐♠✐té ❞❡ ❧❡✉rs ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s✺✺✱ ❡t ❞é❝✐❞èr❡♥t ❞✬✉♥❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠✲
♠✉♥❡ ❬✷✻❪✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ tr❛❝❡ ❧❡s ❣r❛♥❞❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡s ❝♦r♣s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❡t
❞❡ ❧❡✉rs ♣r♦♣r✐étés ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✳ ❊❧❧❡ ❞✐s❝✉t❡ s✉rt♦✉t ❞✬✉♥ ❢❛✐t q✉✐ ♥♦✉s
✐♥tér❡ss❡ ♠♦✐♥s✱ à s❛✈♦✐r q✉❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞✬✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧
✺✷❯♥❡ K✲❛❧❣è❜r❡ ❡st ❞✐t❡ ❝❡♥tr❛❧❡ s✐ s♦♥ ❝❡♥tr❡ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t K✳
✺✸▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ◆♦❡t❤❡r à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s s♦♥t ❬✶✼✷❪✱ ❬✶✼✸❪ ❡t
❬✶✼✺❪✳ ◆♦❡t❤❡r r❡♣❧❛❝❡ ❡♥ ❢❛✐t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❛♥s ✉♥
❝❛❞r❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✱ à s❛✈♦✐r ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❛♥♥❡❛✉① ♥♦♥ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s s♦✉♠✐s à ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡
✜♥✐t✉❞❡ ✕ ❡♥ t❡r♠❡s ♠♦❞❡r♥❡s✱ ❞❡s ❛♥♥❡❛✉① à ❧❛ ❢♦✐s ♥♦❡t❤❡r✐❡♥s ❡t ❛rt✐♥✐❡♥s✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♥s✉❧t❡r ❬✹✹❪✱ q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡ ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ◆♦❡t❤❡r
❞❛♥s ❬✶✼✷❪ ❡t ❬✶✾✻❪ q✉✐ tr❛✐t❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧✬❛♣♣♦rt ❞❡ ◆♦❡t❤❡r ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡
❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s✳
✺✹❈❢✳ ❬✷✵✽❪✱ ■❱ ♣✳ ✶✻✼✳
✺✺❈❢✳ ❬✹✹❪ ♣✳ ✷✵✸✳
✼✵
❡st ♥♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❜♦r♥é✳ ❯♥❡ ét✉❞❡ ♣❧✉s ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡s ❝♦r♣s ❞❡ ❞é❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥✱ ❡t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞✉ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❝❡♥tr❛❧❡s s✐♠♣❧❡s ❡t
❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❇r❛✉❡r ❞❛♥s ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t ♣❧✉s
t❛r❞✐❢✱ s♦✉♠✐s ❡♥ ❛✈r✐❧ ✶✾✷✽ ❬✷✹❪✳
✸✳✸✳✷ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇r❛✉❡r
❉❛♥s s♦♥ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❧✐❡♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ✏❣r♦✉♣❡s✑ ❡t ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs✱
❇r❛✉❡r ✈♦✉❧✉t ♣ré❝✐s❡r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♣❛rt❛❣é❡s ♣❛r t♦✉s ❧❡s ✏❣r♦✉♣❡s✑ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞❛♥t à ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❛ss♦❝✐és✳ ■❧ ❡♥ ✈✐♥t à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s
✏❣r♦✉♣❡s✑ q✉✬✐❧ q✉❛❧✐✜❛ ❞❡ ✏❝♦♠♣❧❡ts ♣❛r r❛♣♣♦rt à K✑✺✻✳ ❈❡s ✏❣r♦✉♣❡s✑ s♦♥t
❝❡✉① q✉✐ s♦♥t st❛❜❧❡s ♣❛r ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s K✱ ❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡ ❝❡✉① ❢♦r♠❛♥t ✉♥❡ K✲❛❧❣è❜r❡✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ♣❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥
✐♥❤ér❡♥t❡ ❛✉① ✏❣r♦✉♣❡s✑✳ ▲❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ✏❣r♦✉♣❡✑ ❝♦♠♣❧❡t ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ✉♥
✏❣r♦✉♣❡✑ ❞♦♥♥é H✱ q✉✐ ♥✬❡st r✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡ q✉❡ K[H]✱ ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t
❝❛r ✐❧ ❡st r❛t✐♦♥♥❡❧ ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❝♦r♣s K(θ) q✉❡ H✱ ❡t ❛❞♠❡t ❧❡ ♠ê♠❡ s②s✲
tè♠❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs✳ ■❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s ✏❣r♦✉♣❡s✑ ❞❡ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ❛②❛♥t
❧❡ ♠ê♠❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs✺✼✳ ❆✐♥s✐ ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t✲❡❧❧❡s ❞❛♥s ❧❡
tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❇r❛✉❡r✱ ✈✐❛ ❧❡ ❢❛✐t q✉✬à ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❞♦♥♥é ❝♦rr❡s♣♦♥❞
✉♥ ✉♥✐q✉❡ ✏❣r♦✉♣❡✑ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡t ❞✬♦r❞r❡ ✜①é✳ ❉❛♥s ❬✷✹❪✱ ❇r❛✉❡r s✬❛t✲
t❛q✉❡ à ❧✬ét✉❞❡ s②sté♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s✺✽ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s s✉r
❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❣râ❝❡ ❛✉① s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ s✬ét❡♥❞ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t à ❝❡❧❧❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡✱ ✈✉ q✉✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ✏❣r♦✉♣❡✑
❝♦♠♣❧❡t✺✾✳ ❇r❛✉❡r ♣❛r✈✐❡♥t à ét❛❜❧✐r ✉♥ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬✉♥❡
❛❧❣è❜r❡ s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ s❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❉❛♥s ❝❡t ♦r❞r❡ ❞✬✐❞é❡✱
♦♥ r❡t✐❡♥❞r❛ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ t♦✉t❡ ❛❧❣è❜r❡ s✐♠♣❧❡ s✉r K ❛❞♠❡t ✉♥❡
✺✻❈❢✳ ❬✷✸❪✱ ♣✳ ✻✽✻ ✿ ✏✐♥ ❜❡③✉❣ ❛✉❢ ❡✐♥❡♠ ❩❛❤❧❦ör♣❡r K ❦♦♠♣❧❡tt✑✳
✺✼❈✬❡st ❝❡ q✉✬✐♥❞✐q✉❡ ❧❛ ❙❛t③ ❱✱ ♣✳ ✻✽✻✱ ❞❡ ❬✷✸❪✱ q✉✐ st✐♣✉❧❡ ✿
❙♦✐t ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s F ❡t H✱ ❛✈❡❝ H ❝♦♠♣❧❡t✱ ❞♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❝❛r❛❝tèr❡s
r❡s♣❡❝t✐❢s s♦♥t ❞❛♥s K✳ ❙✬✐❧s s♦♥t t♦✉s ❞❡✉① K(θ)✲r❛t✐♦♥♥❡❧s✱ ❛❞♠❡tt❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ s②stè♠❡
❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❡t s♦♥t ❞❡ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡✱ ❛❧♦rs F ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ H✳
✺✽❇r❛✉❡r s✉♣♣♦s❡ t♦✉❥♦✉rs ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡ ❜❛s❡ ♣❛r❢❛✐t✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥ ❛s♣❡❝t ✉♥ ♣❡✉ ♠♦✐♥s
s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❞❡ s♦♥ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ◆♦❡t❤❡r✱ q✉✐ s❡ ♣❧❛❝❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s
q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳
✺✾Pré❝✐sé♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❇r❛✉❡r✱ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ A ❡st ✉♥ ✏❣r♦✉♣❡✑ A ❞❡
♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ n✱ t❡❧ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉r❥❡❝t✐✈❡ ❞❡ A ❞❛♥s A r❡s♣❡❝t❛♥t
❧✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❡t ❡♥✈♦②❛♥t t♦✉t é❧é♠❡♥t x ❞❡ K s✉r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ xIn✳ ❯♥❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ A ❡st ❞♦♥❝ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ A ❞❛♥s Mn(C) ♣♦✉r
✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❡♥t✐❡r n✳
✼✶
✉♥✐q✉❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡✻✵✳ ❙♦✐t ❞♦♥❝ A ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐rré❞✉❝✲
t✐❜❧❡ ❞❛♥s K ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ K✲❛❧❣è❜r❡ s✐♠♣❧❡ A✱ ❧❡ ✏❣r♦✉♣❡✑ A s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡
❡♥ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ r ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s✱ ♥é❝❡ss❛✐✲
r❡♠❡♥t ❞✐st✐♥❝t❡s✱ ❞❡ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ f ✳✻✶ ▲❡ r❛♥❣ ❞❡ A s✉r K ✈❛✉t ❞♦♥❝ rf 2✳ ❙✐
F ❞és✐❣♥❡ ✉♥❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ ❝❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✱ ❛❧♦rs ❧❡ ❝♦r♣s Z ♦❜t❡♥✉ ♣❛r
❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ K à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ❞❡ F ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ K
❞❡ ❞❡❣ré r✳ ■❧ s❡ tr♦✉✈❡ q✉❡ ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ A ❝♦♥s✐st❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❡♥ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s
cIf ✱ ♦ù c ♣❛r❝♦✉rt Z✱ ❞♦♥❝ ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ A ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à Z✳✻✷
▲♦rsq✉❡ r = 1✱ K ❡st ❝♦♥❢♦♥❞✉ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ A✱ q✉✐ ❡st ❞♦♥❝
❝❡♥tr❛❧❡ s✐♠♣❧❡ s✉r K✳ ❇r❛✉❡r ♠♦♥tr❡✻✸ q✉❡ A ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉❝✉♥ ❞✐✈✐s❡✉r ❞❡
③ér♦✻✹ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ f = m✱ ♦ù m ❡st ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❙❝❤✉r A r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t
à K✳ ❖r✱ ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s à ❞✐✈✐s✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t s❡ r❡str❡✐♥❞r❡ ❛✉ ❝❛s
♦ù ❧❡ ❝❡♥tr❡ Z ❞❡ A ❡st é❣❛❧ à K ❝❛r ♦♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ✈♦✐r ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ à
❞✐✈✐s✐♦♥ s✉r K ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ à ❞✐✈✐s✐♦♥ s✉r Z✳
❆✐♥s✐✱ s✐ ❧✬♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ à ❞✐✈✐s✐♦♥ ❝❡♥tr❛❧❡ s✉r K✱ ❡❧❧❡ ❡st ❞❡
r❛♥❣ m2 ❡t s♦♥ ✉♥✐q✉❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ F ❡st ❞✬♦r❞r❡ m✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐
❛❞♠❡t ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❞♦♥t ❇r❛✉❡r ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❡✻✺✳ ■❧ s❛✐t
❞♦♥❝ ❛ss♦❝✐❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❜✐✉♥✐✈♦q✉❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs à ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡
à ❞✐✈✐s✐♦♥ ❝❡♥tr❛❧❡✳ ❆✐♥s✐ ❇r❛✉❡r r❛♠è♥❡✲t✲✐❧ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s à
❞✐✈✐s✐♦♥ s✉r K à ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ t♦✉s ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs s✉r Z✱ ♦ù
Z ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ✜♥✐❡ ❞❡ K✳
❇r❛✉❡r ré✉ss✐t ❛✐♥s✐ à r❛♠❡♥❡r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s s✐♠♣❧❡s✱ q✉✐ s❡ ré✲
❞✉✐t à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s à ❞✐✈✐s✐♦♥✱ à s❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛
t❤é♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❡t ✉t✐❧✐s❡ ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs
♣♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r s❡s ♦❜❥❡ts ❞✬ét✉❞❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ♣✉ ✈♦✐r ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t
q✉❡ ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ét❛✐❡♥t ❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❜✐✉♥✐✈♦q✉❡
❛✈❡❝ ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ✏❣r♦✉♣❡s✑✳ ❇r❛✉❡r ❡♥ ✈✐❡♥t ♣❡✉ ❛♣rès à ♠❡ttr❡ ❡♥ ❧✉♠✐èr❡
❡t ♣ré❝✐s❡r ❝❡tt❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡✳
✻✵■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ✏❙❛t③ ✶✑ ♣✳ ✽✼✳
✻✶▲❡s rés✉❧t❛ts ✉t✐❧✐sés ♣❛r ❇r❛✉❡r ❛✉ s✉❥❡t ❞❡s ✏❣r♦✉♣❡s✑ s♦♥t ❧✐stés ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r
♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❬✷✹❪✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ✜♥✐❡ ❞❡ K ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ✉♥❡
t❡❧❧❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛ ❧✐❡✉ ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳
✻✷❈❢✳ ➓✸ ❞❡ ❬✷✹❪ ♣♦✉r t♦✉t ❝❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t✳
✻✸❈❢✳ ❬✷✹❪✱ ❙❛t③ ✷ ♣✳ ✾✶✳
✻✹A ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ à ❞✐✈✐s✐♦♥✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ t♦✉t❡ ❛❧❣è❜r❡ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✉♥✐t❛✐r❡
❞❡ r❛♥❣ ✜♥✐ ✭t♦✉t❡s ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ét❛♥t ❛✐♥s✐✮ ❡t s❛♥s ❞✐✈✐s❡✉r
❞❡ ③ér♦ ❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ à ❞✐✈✐s✐♦♥ ✭❝❡❧❛ ✈✐❡♥t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡ q✉❡ t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡
s❛t✐s❢❛✐t à ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s K✮✳
✻✺❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ✐❧ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❡ à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠♦♠❡♥t ♦ù ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡✉① ✏❣r♦✉♣❡s✑
éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❡t ♠ê♠❡ ❡♥t✐té✱ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❞❡✉① s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs
❛ss♦❝✐és✳
✼✷
❯♥ ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ❞é♠♦♥trés ♣❛r ❇r❛✉❡r ❞❛♥s ❬✷✹❪ ✭❙❛t③ ✶✵ ♣✳ ✶✵✹✮ ❡st
♠❡♥t✐♦♥♥é ❞❛♥s ❧❡ ❏❛❤r❡s❜❡r✐❝❤t ❞❡r ❉❡✉ts❝❤❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r✲❱❡r❡✐♥✐❣✉♥❣ ❞❡
✶✾✷✾✳✻✻ ■❧ st✐♣✉❧❡ ✿
❙✐ A ❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❝❡♥tr❛❧❡ s✉r K✱ ❞❡ r❛♥❣ m2 ❡t s❛♥s ❞✐✈✐s❡✉r ❞❡ ③ér♦✱ ♦ù
m = pα11 p
α2
2 ...p
αr
r ✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ A ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❞✉✐t
A1 × A2 × ...× Ar✱✻✼ ♦ù Aρ✱ ♦ù ❝❤❛q✉❡ Aρ ❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ s❛♥s ❞✐✈✐s❡✉r ❞❡
③ér♦✱ ❝❡♥tr❛❧❡ s✉r K ❡t ❞❡ r❛♥❣ (p
αρ
ρ )2✳
❉❛♥s ❧❡ ❝♦✉rt t❡①t❡ ❛❝❝♦♠♣❛❣♥❛♥t ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❏❛❤r❡s❜❡r✐❝❤t✱
❇r❛✉❡r ❧✐✈r❡ q✉❡❧q✉❡s ré✢❡①✐♦♥s ✐♥s♣✐ré❡s ♣❛r ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✳ ■❧
♣❛rt ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ t♦✉t❡ K✲❛❧❣è❜r❡ s✐♠♣❧❡ ❡st✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡
❞❡ ❲❡❞❞❡r❜✉r♥✱ ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ t♦t❛❧❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❞❛♥s ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ à ❞✐✈✐s✐♦♥ ∆✱ ❞ét❡r♠✐♥é❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣rès✳
❙✐ ❧✬♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ❞❡✉① ❛❧❣è❜r❡s A1 ❡t A2 ❝❡♥tr❛❧❡s s✐♠♣❧❡s s✉r K✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t
♠♦♥tr❡r q✉❡ A1 × A2 = A3 ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❡♥tr❛❧❡ s✐♠♣❧❡ s✉r K✳ ❈❤❛❝✉♥❡
❞❡s Ai ❞ét❡r♠✐♥❡✱ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❲❡❞❞❡r❜✉r♥✱ ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ à ❞✐✈✐s✐♦♥
∆i✳ ■❝✐✱ ∆3 ❡st ❜✐❡♥ ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ∆1 ❡t ∆2✱✻✽ ❝❡ q✉✐ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t
♠✉♥✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s à ❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❝❡♥tr❡K ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
✭❛ss♦❝✐❛♥t ❞♦♥❝ ∆3 à (∆1,∆2)✮✱ q✉✐ ❡♥ ❢❛✐t ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥✳ ❚♦✉t é❧é♠❡♥t
❞❡ ❝❡ ❣r♦✉♣❡ ❡st ❞✬♦r❞r❡ ✜♥✐✱ ❡t ❧✬♦♥ ♣❡✉t ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ l ❞❡ t♦✉t❡
❛❧❣è❜r❡ à ❞✐✈✐s✐♦♥ ∆ ✭❡♥ t❛♥t q✉✬é❧é♠❡♥t ❞❡ ❝❡ ❣r♦✉♣❡✮ ❞✐✈✐s❡ m✱ s✐ ∆ ❡st ❞❡
r❛♥❣ m2✳ ❉❡ ♣❧✉s t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ❞✐✈✐s❛♥t m ❞✐✈✐s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t l✳
❈❡ ❣r♦✉♣❡ ❞♦♥t ❇r❛✉❡r ❡sq✉✐ss❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♣♣❛r❛ît ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
❢♦✐s ❞❛♥s ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❡♥ ✶✾✸✷✳✻✾ ■❧ ❡st r❡t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡
s♦✉s ❧✬❛♣♣❡❧❧❛t✐♦♥ ✏❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇r❛✉❡r✑✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ❞❡s
❛❧❣è❜r❡s à ❞✐✈✐s✐♦♥ ❝❡♥tr❛❧❡s s✉r ✉♥ ❝♦r♣s K ✜①é✼✵✱ ❡t ✐❧ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ ❛✉
❣r♦✉♣❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs q✉❡ ❇r❛✉❡r s❛✐t ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡✲
♠❡♥t✳ ▲✬✐❞é❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇r❛✉❡r ét❛✐t ❞é❥à ♣rés❡♥t❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ✏❣r♦✉♣❡s✑
✻✻Pré❝✐sé♠❡♥t✱ ❝❢✳ ❏❛❤r❡s❜❡r✐❝❤t ❞❡r ❉❡✉ts❝❤❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r✲❱❡r❡✐♥✐❣✉♥❣ ✸✽ ✭✶✾✷✾✮✱
✹✼✲✹✽✳
✻✼❇r❛✉❡r ❞és✐❣♥❡ ❜✐❡♥ ♣❛r ❝❡tt❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞✐r❡❝t ❞✬❛❧❣è❜r❡s ✕ ❝✬❡st ❞✬❛✐❧❧❡✉rs
❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ q✉✬✐❧ ✉t✐❧✐s❡✳ ■❧ ♣r❡♥❞ ♥é❛♥♠♦✐♥s ❧❛ ♣❡✐♥❡ ❞✬❡♥ r❡❞♦♥♥❡r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❛♥s
❬✷✹❪✱ ♣✳ ✶✵✷✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❲❡❞❞❡r❜✉r♥ ❞❛♥s ❬✷✸✹❪✱ ❇r❛✉❡r
♠❡♥t✐♦♥♥❡ ❜✐❡♥ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦r♣s ❞❡ ❜❛s❡ K ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞✬❛❧❣è❜r❡s s✉r
K✱ ✈✐❛ k(α × β) = (kα) × β = α × (kβ)✳ ▲✬✉s❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ × ♣♦✉r ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❡st
❝♦❤ér❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡s ✏❣r♦✉♣❡s✑ ❛✉ s❡♥s ♦ù s✐ A ❡st ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
❛❧❣è❜r❡ A ❡t B ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ B✱ ❛❧♦rs ❧❡ ✏❣r♦✉♣❡✑ ❝♦♠♣❧❡t ❡♥❣❡♥❞ré
♣❛r A×B ❡st ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ A×B✳
✻✽❝❛r✱ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❛❧❣è❜r❡s t♦t❛❧❡s ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s Ms(∆1) ❡t Mt(∆2)✱ ♦♥ ❛ Ms(∆1) ×
Mt(∆2) ≃Mst(∆3)✳
✻✾❈❢✳ ❬✷✺❪✳
✼✵❡♥❝♦r❡ s✉♣♣♦sé ♣❛r❢❛✐t ♣❛r ❇r❛✉❡r ❞❛♥s ❬✷✺❪✱ ♠❛✐s ♦♥ ♣❡✉t ❡♥❧❡✈❡r ❝❡tt❡ r❡str✐❝t✐♦♥✳
✼✸
❞❛♥s ❬✷✸❪ ❡t ❧✬✐❞é❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs r❡♠♦♥t❡ à ❙❝❤✉r ❞❛♥s ❧❡
❝❛❞r❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✱ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇r❛✉❡r
♣♦ssè❞❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❛♥s ❞✐✈❡rs❡s t❤é♦r✐❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✼✶✳
✸✳✹ ❉✬❛✉tr❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ♥❛t✉r❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐q✉❡
■❧ ② ❛✉r❛✐t ❡♥❝♦r❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ à ❞✐r❡ s✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐q✉❡s q✉❡
❧✬♦♥ ♣❡✉t ✐❞❡♥t✐✜❡r ❞❛♥s ❧✬❤✐st♦✐r❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛✈❛♥t q✉❡ ♥❡ s♦✐t ♠✐s❡ ❛✉
♣♦✐♥t ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✳ ◆♦✉s ♥❡ ♣rét❡♥❞♦♥s ♣❛s à ❧✬❡①❤❛✉st✐✈✐té ❡t
❛✈♦♥s s✉rt♦✉t ✐♥s✐sté s✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❡t ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❧✐é ❞❡ ❣r♦✉♣❡
❞❡ ❇r❛✉❡r✱ q✉✐ s✬✐♥t❡r♣rèt❡♥t ♣❛r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
2✱ ❡t s♦♥t ✈ér✐t❛❜❧❡♠❡♥t très ♣rés❡♥ts ❡♥ ❛❧❣è❜r❡ à ❝♦♠♣t❡r ❞❡ ❧❛ ✜♥ ❞❡s
❛♥♥é❡s ✶✾✷✵✳ ✼✷ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✾✵ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt ❡t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❙♣❡✐s❡r ✈✉ ❞❛♥s
❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ r❡❧è✈❡♥t ❡✉① ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✳ ■❧s s♦♥t ❧♦✐♥ ❞✬❡♥
êtr❡ ❧❡s s❡✉❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♠❛✐s ❡♥ s♦♥t ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s✳ ■❧s s♦♥t
t♦✉s ❞❡✉① ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❛♥s ❞❡s ❝❛❞r❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❞✬✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❣❧♦❜❛❧✱
❞✐t ✏t❤é♦rè♠❡ ❞✉ ❣❡♥r❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✑✱ ❞♦♥t ❧✬❤✐st♦✐r❡ ❛ été ❞r❡ssé❡ ♣❛r ❋r❛♥③
▲❡♠♠❡r♠❡②❡r ❞❛♥s ❬✶✹✼❪✳
❖♥ ♣❡✉t ♠ê♠❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥✼✸ t②♣✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥ 3 ❞❛♥s ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ✶✾✹✵ ❞✬❖s✇❛❧❞ ❚❡✐❝❤♠ü❧❧❡r ❬✷✷✵❪✱ q✉✐ s❡ s✐t✉❡ ❞❛♥s
❧❛ ❧✐❣♥é❡ ❞❡ ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❛✉① ❛❧❣è❜r❡s✳ ◆♦✉s r❡✈❡✲
♥♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❞❡ss✉s ❡♥ ✾✳✻✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝r✉❝✐❛❧❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♠❛✐s ♦♥ ❡♥ tr♦✉✈❡r❛ ♥é❛♥♠♦✐♥s ✉♥❡✱ s✉♣❡r✜❝✐❡❧❧❡✱ ❡♥
❛♥♥❡①❡✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡ttr❛ ❛✉ ❧❡❝t❡✉r é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥tér❡ssé ❞✬❛❜♦r❞❡r ♣❧✉s s❡✲
r❡✐♥❡♠❡♥t ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ♣❡✉ ❝♦♥♥✉✼✹ ❞❡ ❚❡✐❝❤♠ü❧❧❡r✱ q✉✐ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r q✉❡❧q✉❡s
❝❛❧❝✉❧s ❛❧❛♠❜✐q✉és ❡t s❡ ♣rés❡♥t❡ ré❞✐❣é ✐♥té❣r❛❧❡♠❡♥t à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛✲
❜❡t ❋r❛❦t✉r✼✺✳ ❈❡t ❛rt✐❝❧❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ✐❞é❡ ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t
s❡ ♣rés❡♥t❡r à ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬❡ss❡♥❝❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐q✉❡ s❛♥s ❛✈♦✐r à
❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✳
✼✶❖♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❙❝❤✉r ❛✈❛✐t ❝♦♥s✐❞éré ✉♥ t❡❧ ❣r♦✉♣❡ ❞❛♥s ❬✷✵✹❪ ❝❛r ✐❧
❧✉✐ ♠❛♥q✉❛✐t ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t
❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❡ ♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇r❛✉❡r ❞❛♥s ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❡st ❞é✜♥✐
♣❛r ❇❛❡r ❡♥ ✶✾✸✹✱ ❞❛♥s ❬✶✻❪✳ ❱♦✐r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✸✳
✼✷◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡
❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳
✼✸Pré❝✐sé♠❡♥t✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ✉♥ 3✲❝♦❝②❝❧❡✳
✼✹■❧ ❢✉t ♣✉❜❧✐é ❞❛♥s ❧✬é♣❤é♠èr❡ r❡✈✉❡ ❉❡✉ts❝❤❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❢♦♥❞é❡ ♣❛r ▲✉❞✇✐❣ ❇✐❡❜❡r✲
❜❛❝❤ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ ❚r♦✐s✐è♠❡ ❘❡✐❝❤✱ q✉✐ ❡♥t❡♥❞❛✐t ♠❡ttr❡ ❡♥ ❛✈❛♥t ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s
✏❛❧❧❡♠❛♥❞❡s✑ ❡t s✬♦♣♣♦s❛✐t ✉♥ s♦✐✲❞✐s❛♥t st②❧❡ ✏❥✉✐❢✑ ❞❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳ ❆ ❝❡ s✉❥❡t✱ ♦♥
♣♦✉rr❛ ❝♦♥s✉❧t❡r ❬✶✻✺❪✳ ❙✐ ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ❡st r❛r❡♠❡♥t ❝✐té ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱
♦♥ ♠❡♥t✐♦♥♥❡r❛ ❝❡♣❡♥❞❛♥t à ❝❡ s✉❥❡t ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ♥♦t❛❜❧❡ ❞❡ ❙❛✉♥❞❡rs ▼❛❝ ▲❛♥❡✳
✼✺❧✬é❝r✐t✉r❡ ❋r❛❦t✉r ❡st ✉♥ t②♣❡ ❞✬❛❧♣❤❛❜❡t ❣♦t❤✐q✉❡✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✹
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡
❣r♦✉♣❡s
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❝♦♥s✐st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r✱
ét❛♥t ❞♦♥♥és ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s A ❡t B✱ t♦✉s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s E ❞♦♥t A
❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✐st✐♥❣✉é ❡t t❡❧s q✉❡ E/A ≃ B✳ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t ❞✐r❡❝t ❡t ❧❡s
♣r♦❞✉✐ts s❡♠✐✲❞✐r❡❝ts s♦♥t ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❧❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s ❡t ❧❡s ♣❧✉s ❝❧❛ss✐q✉❡s
❞✬❡①t❡♥s✐♦♥✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❛ été ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ❛❜♦r❞é
s♦✉s ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❡♥ ✶✾✷✻ ♣❛r ❖tt♦ ❙❝❤r❡✐❡r ✭❬✶✾✾❪✮✳
P♦✉r ❛✉t❛♥t✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♣❛r ✉♥ ❛✉tr❡ ❡st ❛♥tér✐❡✉r❡
à ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ❬✶✾✾❪ ❞❡ ✶✾✷✻✳ ❉❛♥s ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs ❛rt✐❝❧❡s ❡t tr❛✐tés ❝♦♥s❛❝rés ❛✉①
❣r♦✉♣❡s ❛❜str❛✐ts✱ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❞❡s ♣ré❝✉rs❡✉rs ❞❡ ❧✬✐❞é❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✬✉♥
❣r♦✉♣❡ ♣❛r ✉♥ ❛✉tr❡✱ ♦✉ ❞❡s ♠❛♥✐❢❡st❛t✐♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ❞❡ t❡❧❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s✳
❉❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞✬❍ö❧❞❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡❝♦♥♥❛îtr❡ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts
s❡♠✐✲❞✐r❡❝ts ❞❛♥s ❬✶✶✺❪ ❞❛♥s ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ❣r♦✉♣❡s✶ ♦✉ ❡♥❝♦r❡
✈♦✐r ❢♦r♠✉❧é ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❛♥s ❬✶✶✻❪✷✳
✶❍ö❧❞❡r ❝❤❡r❝❤❛✐t à ❞é❝r✐r❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✱ à s❛✈♦✐r ❝❡✉① ❞✬♦r❞r❡s
p3✱ pq2✱ pqr✱ p4✳
✷❍ö❧❞❡r ② ❝♦♥s✐❞èr❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ✜♥✐s✳ ■❧ ♣❛rt ❡♥ ❢❛✐t ❞✉ t❤é♦rè♠❡
❞✐t ❞❡ ❏♦r❞❛♥✲❍ö❧❞❡r✱ q✉✬✐❧ ❛✈❛✐t ❧✉✐✲♠ê♠❡ ét❛❜❧✐ s♦✉s s❛ ❢♦r♠❡ ❞é✜♥✐t✐✈❡ ✭❝❢✳ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡
❈♦rr②✱ ❬✹✸❪ ■✳✶✳✱ s✉r ❧❛ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ♣❛r ❍ö❧❞❡r ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ♦r✐❣✐♥❡❧ ❞❡
❏♦r❞❛♥✮ ❞❛♥s ❬✶✶✹❪✳ ❈❡ t❤é♦rè♠❡ é♥♦♥❝❡ q✉❡ t♦✉t ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ G ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ✉♥❡
s✉✐t❡ ❞❡ ❏♦r❞❛♥✲❍ö❧❞❡r✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s G = G0 ⊃ G1 ⊃ G2 ⊃ ... ⊃
Gn−1 ⊃ Gn = {1} t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ {0, ..., n − 1}✱ Gi+1 ❡st ❞✐st✐♥❣✉é ❞❛♥s Gi ❡t
Gi/Gi+1 ❡st s✐♠♣❧❡✳ Pré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ n ❡t ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s q✉♦t✐❡♥ts
Gi/Gi+1 ❞ét❡r♠✐♥❡ G✳ ❍ö❧❞❡r ♣r♦♣♦s❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿ r❡tr♦✉✈❡r G à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛
❞♦♥♥é❡ ❞❡ n ❡t ❞❡s q✉♦t✐❡♥ts✳ ❖r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡ r❛♠è♥❡ à ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❞❡
n ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✱ ❝❡ q✉✬✐❧ ❢♦r♠✉❧❡ ❛✐♥s✐ ✿
✏▼❛♥ ❤❛t ❞❛❜❡✐ ♠❡❤r♠❛❧s ❞❛s Pr♦❜❧❡♠ ③✉ ❧ös❡♥ ✿ ❡✐♥❡ ●r✉♣♣❡ ∆ ③✉ ❜✐❧❞❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❡✐♥❡
❣❡❣❡❜❡♥❡ ●r✉♣♣❡ Γ ❛✉❢ ❞✐❡ ❲❡✐s❡ ❛✉s❣❡③❡✐❝❤♥❡t ❡♥t❤ä❧t✱ ❞❛ss ③✉❣❧❡✐❝❤ ∆/Γ ♠✐t ❡✐♥❡r
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❖♥ tr♦✉✈❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❛❜♦r❞é ❞❛♥s ❧❡ tr❛✐té ❬✷✶✶❪
❞❡ ✶✾✵✹ ❞❡ ❞❡ ❙é❣✉✐❡r✱ s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❛ss❡③ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❍ö❧❞❡r✳ ■❧
② ❝♦♥s✐❞èr❡ ❡♥ ❡✛❡t ✉♥ ❣r♦✉♣❡ G ❞é✜♥✐ ♣❛r ❣é♥ér❛t❡✉rs ❡t r❡❧❛t✐♦♥s ❡t ét✉❞✐❡
❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬♦♥ ❞✐✈✐s❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ❡♥ ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡s a1, a2, ... ❡t
b1, b2, ...✳ ■❧ r❡❣❛r❞❡ ❝❡ q✉✬✐❧ ❛❞✈✐❡♥t s✐✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ t♦✉s ❧❡s ai ♣❛r
1 ❀ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ♥♦✉✈❡❧❧❡♠❡♥t ❢♦r♠é❡s ❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥ ❣r♦✉♣❡ B q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s
❢♦r❝é♠❡♥t ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s G✳ ■❧ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s s②stè♠❡s ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s✱ ❧❡
❣r♦✉♣❡ G ❡st ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞✐r❡❝t ❞❡ B ❡t ❞✉ ❣r♦✉♣❡ A ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t bi = 1
♣♦✉r t♦✉t i✳ ■❧ ❝♦♥s✐❞èr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ♦♥
♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ G ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s q✉❛♥t✐tés ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ α(a)β(b)✳
❆ ❧❛ ♠ê♠❡ é♣♦q✉❡ q✉❡ ❞❡ ❙é❣✉✐❡r✱ ❙❝❤✉r ❛✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ♣ré✲
❝é❞❡♠♠❡♥t✸✱ ❞ét❡r♠✐♥é ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❜str❛✐t❡ ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❝❡♥tr❛❧❡
❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ ♣♦✉r ré♣♦♥❞r❡ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥✲
t❛t✐♦♥s✳ ■❧ ♥❡ s✬❛❣✐ss❛✐t ♣❛s✱ ❝♦♠♠❡ ❛ ♣✉ ❧❡ ❢❛✐r❡ ❍ö❧❞❡r✱ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❞❡s
❣r♦✉♣❡s ❞✬✉♥ ♦r❞r❡ ❞♦♥♥é✳ ■❧ s✬❛❣✐ss❛✐t ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡①✐st❡♥t✐❡❧✱ à s❛✈♦✐r
♠♦♥tr❡r q✉❡ t♦✉t ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ ❛❞♠❡t ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ❡t ❙❝❤✉r
❛ ❝♦♥str✉✐t ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧ ❡♥ s❡ ❞♦♥♥❛♥t ✉♥ ❣r♦✉♣❡
❞é✜♥✐ ♣❛r ❣é♥ér❛t❡✉rs ❡t r❡❧❛t✐♦♥s✱ ❞♦♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❝♦❞❛✐❡♥t ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳
❙❝❤✉r ❛✈❛✐t r❡♠❛rq✉é q✉❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ H ♣❛r ❧❡q✉❡❧
✐❧ ✈♦✉❧❛✐t ❢❛✐r❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❡♥ ✐♥❞✉✐s❛✐❡♥t ❞❡s ❛♥❛❧♦❣✉❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥✳
❈♦♠♠❡ H ♣♦✉✈❛✐t ❞és✐❣♥❡r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❛✐t ❛✉❝✉♥❡
♠❛♥✐èr❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❧❡ ❞é❝r✐r❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t❡✉rs ❡t r❡❧❛t✐♦♥s✹✳ ■❧ ❡♥ ét❛✐t
❞♦♥❝ ré❞✉✐t à ❝♦♥s✐❞ér❡r t♦✉t❡s ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s
H✳ ❖r ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ❞é❝♦✉❧❡♥t t♦✉t❡s ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ H✳ ❈✬❡st ♣♦✉r
❝❡❧❛ q✉❡ ❙❝❤✉r s✬ét❛✐t ❞♦♥♥é ✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r Qλ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ H ❡t
❛✈❛✐t ❝❤❡r❝❤é à tr❛❞✉✐r❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❧✐❜r❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r Qλ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
HλHµ = Hϕ(λ,µ) ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ H ✭❝❢✳ ✷✳✸✮✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r ♣♦✉rr❛
❝♦♠♣❛r❡r ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤✉r ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❣é♥ér❛❧❡s✱ ❞é✈❡❧♦♣✲
♣é❡s ♣❛r ❇❛❡r ❡t ❍❛❧❧ ♥♦t❛♠♠❡♥t✱ q✉❡ ♥♦✉s é✈♦q✉❡r♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳
■❧ ♥❡ s❡ ♣❛ss❛ r✐❡♥ ❞❡ ♥♦t❛❜❧❡ ❛♣rès ❙❝❤✉r ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❥✉s✲
q✉✬à ❧✬ét✉❞❡ s②sté♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❙❝❤r❡✐❡r ❬✶✾✾❪✳ P♦✉rt❛♥t ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥
s②stè♠❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t❡✉rs ❡t r❡❧❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞♦♥t ♦♥ ❢❛✐t ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥
ét❛✐t ❢é❝♦♥❞❡✳
❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ●r✉♣♣❡ ü❜❡r❡✐♥st✐♠♠t✳✑
✸❈❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳
✹❆❧♦rs q✉❡ s✬✐❧ ❛✈❛✐t été s✉♣♣♦sé ❝②❝❧✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ n ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ ❛✉r❛✐t ♣✉ êtr❡
♣rés❡♥té très s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r z ❡t ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ zn = 1✳
✼✻
✹✳✶ ▲❛ ❝♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s
♣❛r ❙❝❤r❡✐❡r
▲❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❙❝❤✉r s✉r ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♣❛r ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s
❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡s s❡♠❜❧❡ ❛✈♦✐r été ♦✉❜❧✐é ❞❛♥s ❧❡s ❞é❝❡♥♥✐❡s q✉✐ s✉✐✈✐r❡♥t✺✳ ▲❡
s✉❥❡t ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ♥❡ ❝♦♥♥✉t ❛✉❝✉♥ r❡❜♦♥❞ ♥♦t❛❜❧❡ ♠❛❧❣ré ❧❛
♣♦rté❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡♠♣❧♦②é❡ ♣❛r ❙❝❤✉r ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥
❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳ ❈❡ ♥✬❡st q✉✬✉♥❡ ✈✐♥❣t❛✐♥❡ ❞✬❛♥♥é❡s ♣❧✉s t❛r❞ q✉❡ ❧❡
s✉❥❡t ❢✉t r❡❧❛♥❝é✱ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❞✬❖tt♦ ❙❝❤r❡✐❡r✳ ❈❡tt❡ t❤ès❡
❢✉t ♣✉❜❧✐é❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ❬✶✾✾❪ ❡t ❬✷✵✵❪✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ♠♦♥tr❡ ❜✐❡♥✱ ♣❛r
t♦✉s ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s q✉✬❡❧❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t✱ q✉❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❙❝❤r❡✐❡r ✈✐s❛✐t ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡
❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ❜✐❡♥ ♣ré❝✐s❡s✳ P♦✉r ❛✉t❛♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ♣♦s❡✱ ❡❧❧❡✱ ❧❡ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❣é♥ér❛❧❡✱ s❛♥s r❡str✐❝t✐♦♥ s✉r
❧❡s ❣r♦✉♣❡s ✐♠♣❧✐q✉és✱ ❡t s✬❡✛♦r❝❡ ❞❡ ❧❡ tr❛✐t❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛✉ss✐ s②sté♠❛t✐q✉❡
q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✕ ❥✉sq✉✬à êtr❡ ❜❧♦q✉é❡ ♣❛r ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞✉❡ à ❧❛ tr♦♣ ❣r❛♥❞❡
❣é♥ér❛❧✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ✐❞é❡ ❞❡ ❧❛
♠♦t✐✈❛t✐♦♥ q✉❡ ❙❝❤r❡✐❡r ❛✈❛✐t ❡♥ ét✉❞✐❛♥t ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s✳ ❉❛♥s ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡
t❡♠♣s ♥♦✉s ♣ré❝✐s❡r♦♥s ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ q✉✬❛ ❙❝❤r❡✐❡r ❞✬❛❜♦r❞❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s
❡①t❡♥s✐♦♥s ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❛✉①q✉❡❧s ✐❧ ❛❜♦✉t✐t✳ ◆♦✉s ♥✬❡♥tr❡r♦♥s ♣❛r ❝♦♥tr❡
♣❛s ❞❛♥s ❧❡ ❞ét❛✐❧ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s q✉✬✐❧ tr❛✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ s♦♥
tr❛✈❛✐❧ ❝❛r ❝✬❡st s❛♥s ❧✐❡♥ ❞✐r❡❝t ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ♠é♠♦✐r❡✳
✹✳✶✳✶ ❯♥❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡
❖tt♦ ❙❝❤r❡✐❡r ✭✶✾✵✶✲✶✾✷✾✮ ét❛✐t ✉♥ ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥ ❛✉tr✐❝❤✐❡♥✱ ♥é à ❱✐❡♥♥❡✳
■❧ ② ❡✛❡❝t✉❛ t♦✉t❡ s❛ s❝♦❧❛r✐té ♣✉✐s ❞é❜✉t❛ s❛ ❝❛rr✐èr❡ ❞✬❡♥s❡✐❣♥❛♥t✲❝❤❡r❝❤❡✉r
à ❍❛♠❜♦✉r❣✳ ■❧ ❢✉t ♥♦♠♠é ✏❛✉ss♦r❞❡♥t❧✐❝❤❡♥ Pr♦❢❡ss♦r✑ à ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡
❘♦st♦❝❦ ❡♥ ✶✾✷✽ ❡t ♠♦✉r✉t ❞❡ ♠❛❧❛❞✐❡ ♣❡✉ ❛♣rès✳
▼❛❧❣ré ❧❛ très ❝♦✉rt❡ ❝❛rr✐èr❡ ❞❡ ❙❝❤r❡✐❡r✱ s♦♥ ♥♦♠ ❡st ❛ss❡③ ❝♦♥♥✉ ❞❡s
♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s✳ ❈❡❝✐ ✈✐❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ s❛ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❊♠✐❧ ❆r✲
t✐♥ à ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❆❧❣❡❜r❛✐s❝❤❡ ❑♦♥str✉❦t✐♦♥ r❡❡❧❧❡r ❑ör♣❡r ❬✶✸❪✱ q✉✐ ❛❜♦r❞❡ ❧❛
t❤é♦r✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡s ❝♦r♣s ré❡❧s✳
◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s ✉♥❡ ♣❛r❡♥t❤ès❡ très s✉❝❝✐♥❝t❡ ♣♦✉r ♣rés❡♥t❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❛❜♦r❞é ❞❛♥s ❬✶✸❪✳ ❊♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ❡st r❛♣♣❡❧é❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
❞✬❊r♥st ❙t❡✐♥✐t③ ❬✷✶✺❪✱ q✉✐ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ très ❛❜str❛✐t ♣♦✉r ❛♣✲
♣ré❤❡♥❞❡r ♥♦t✐♦♥s ❡t r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥ts✱ ❡t ♣❛r✈✐❡♥t ❛✐♥s✐ à ❛ss❡r✈✐r ❞❡ ✈❛st❡s
❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡✳ ❆rt✐♥ ❡t ❙❝❤r❡✐❡r r❡♠❛rq✉❡♥t q✉❡✱ ♠❛❧❣ré ❧❡ s✉❝❝ès ❞✉
♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❙t❡✐♥✐t③✱ ❝❡rt❛✐♥s ❞♦♠❛✐♥❡s ♥✬♦♥t ❥✉sq✉✬❛❧♦rs ♣✉ êtr❡ s♦✉♠✐s
❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❛❜str❛✐t❡s q✉✬✐❧ ❛ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❀ ✐❧s ❝✐t❡♥t ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❧❛ t❤é♦r✐❡
✺◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❝❡ ♣♦✐♥t ❡♥ ✹✳✶✳✸
✼✼
❞✉ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❧❛ss❡s✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙t✉r♠ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❛❝✐♥❡s ré❡❧❧❡s
❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❡t ❧✬❛❧❣è❜r❡ ré❡❧❧❡✳ ▲❡✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ♣❛r ❞❡s ❛①✐♦♠❡s
s✐♠♣❧❡s ❧❡s ❝♦r♣s ré❡❧s✱ ❡♥ s❡ ❞❡♠❛♥❞❛♥t ❝❡ q✉✐ ❧❡s ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡s ❛✉tr❡s ❝♦r♣s✳
▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ q✉✬✐❧s r❡t✐❡♥♥❡♥t ❡st ✿
❯♥ ❝♦r♣s ❡st ❞✐t ré❡❧ s✐ ❞❛♥s ❝❡❧✉✐✲❝✐ −1 ♥✬❡st ♣❛s r❡♣rés❡♥t❛❜❧❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡
s♦♠♠❡ ❞❡ ❝❛rrés✳
❙✐ ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❙❝❤r❡✐❡r ❡st ❝♦♥♥✉ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r s❛ ♣❛r✲
t✐❝✐♣❛t✐♦♥ à ❧✬é❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡s ❝♦r♣s ré❡❧s✱ s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡
♣r✐✈✐❧é❣✐é ❞✬✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ❢✉t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✻✳ ❙♦♥ ✏❍❛❜✐❧✐t❛t✐♦♥s✲
s❝❤r✐❢t✑✼ ❛ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ♣♦✉r t❤è♠❡ ❧❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❧✐❜r❡s ❀ ✐❧ ②
♣r♦✉✈❡ q✉❡ t♦✉t s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❧✐❜r❡ ❡st ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❧✐❜r❡✳ ❊t ❝❡ q✉✐
♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐❝✐ ❡st ❧❛ ✏❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✑ ❞❡ ❙❝❤r❡✐❡r✱ q✉✐ tr❛✐t❡
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✳
❙❝❤r❡✐❡r ❛ ❡♥tr❡♣r✐s s❛ t❤ès❡ à ❱✐❡♥♥❡ s♦✉s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ P❤✐❧✐♣♣ ❋✉rt✇ä♥✲
❣❧❡r✱ s♣é❝✐❛❧✐st❡ ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r q✉❡❧ ✐♥térêt
♣♦rt❛✐t ✉♥ s♣é❝✐❛❧✐st❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s
❞❡ ❣r♦✉♣❡s✳ ❈✬❡st ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❞❡ ❙❝❤r❡✐❡r q✉✐ ré♣♦♥❞ à
❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ❀ ✐❧ ② ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
♣❛rt✐❡ ❞❡ s❛ t❤ès❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ✏♠ét❛❜é❧✐❡♥s✑ ✭✐✳❡✳ ❞♦♥t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞é✲
r✐✈é ❡st ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✮ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛✉① ❣r♦✉♣❡s ❞✬♦r❞r❡ ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✬✉♥
♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r✳ ❑❛r❧ ▼❡♥❣❡r ❡①♣❧✐q✉❡✽ q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❙❝❤r❡✐❡r
❢✉r❡♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ✉t✐❧❡s à ❋✉rt✇ä♥❣❧❡r ♣♦✉r s❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ✏❍❛✉♣t✐❞❡❛❧s❛t③✑✱
♦✉ ❡♥❝♦r❡ à ❍❡❧♠✉t ❍❛ss❡ ♣♦✉r s❡s tr❛✈❛✉① s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❧❛ss❡s✳
▲❡ ✏❍❛✉♣t✐❞❡❛❧s❛t③✑✾ é✈♦q✉é ✐❝✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❧❛ss❡s✳ ■❧
s✬❛❣✐t à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡ ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ♣♦sé ♣❛r ❍✐❧❜❡rt✱
❝♦♥s✐st❛♥t à ♠♦♥tr❡r q✉❡ s✐ I ❡st ✉♥ ✐❞é❛❧ ❞❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡s ❡♥t✐❡rs OK ❞✬✉♥
❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s K✱ ❛❧♦rs IOL ❡st ✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ OL ❞❡s
❡♥t✐❡rs ❞✉ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❍✐❧❜❡rt L✳ ▲❡ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❍✐❧❜❡rt ❞✬✉♥
❝♦r♣s k ❡st ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♥♦♥ r❛♠✐✜é❡ ❛❜é❧✐❡♥♥❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ k✳ ▲❡ ✏❍❛✉♣t✐✲
❞❡❛❧s❛t③✑ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ tr❛✐t❛♥t ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❝♦r♣s✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t s❡
r❛♠❡♥❡r✱ ✈✐❛ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥✱ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥
❞❡ ❣r♦✉♣❡s✳ ❊♥ s♦✉♠❡tt❛♥t ✉♥ s✉❥❡t ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s à
✉♥ t❤é♦r✐❝✐❡♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❝♦♠♠❡ ❙❝❤r❡✐❡r✱ ✐❧ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s s✉r♣r❡♥❛♥t q✉❡
❋✉rt✇ä♥❣❧❡r ❛✐t ♣✉ ❡s♣ér❡r ❡♥ ❡①♣❧♦✐t❡r ❝❡rt❛✐♥s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❧✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t
✻❈❢✳ ❬✶✻✻❪✳
✼Ü❜❡r ❞✐❡ ❯♥t❡r❣r✉♣♣❡♥ ❞❡r ❢r❡✐❡♥ ●r✉♣♣❡♥ ❬✷✵✶❪✳
✽❈❢✳ ❬✶✻✻❪ ♣✳ ✷✳
✾P♦✉r ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❜rè✈❡ ❡t ❝❧❛✐r❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❝♦♥s✉❧t❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❬✸✾❪ ■■✳✻✳❆✳
✼✽
❞✉ ✏❍❛✉♣t✐❞❡❛❧s❛t③✑✳ ❈❡t ❡s♣♦✐r ♥❡ ❢✉t ♣❛s ❞éç✉ ❡t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs✱ ♣❛r♠✐ ❧❡s ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❞❡ ❙❝❤r❡✐❡r✱ ❝❡rt❛✐♥❡s
♦♥t ✐♥tér❡ssé ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s s♣é❝✐❛❧✐st❡s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❧❛ss❡s✶✵✳
✹✳✶✳✷ ❯♥ tr❛✐t❡♠❡♥t s②sté♠❛t✐q✉❡
◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❞♦♥❝ ✐❝✐ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ✕ ♣✉❜❧✐é❡ ❛✈❡❝ ❞❡ ❧é❣èr❡s r❡✲
t♦✉❝❤❡s ✕ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❞❡ ❙❝❤r❡✐❡r ❬✶✾✾❪✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ tr♦✐s ♣❛r❛❣r❛♣❤❡s ❀
❧❡ ♣r❡♠✐❡r tr❛✐t❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ♣❛r
✉♥ ❛✉tr❡ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉① ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♣❛r
✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞✐r❡❝t ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❡t ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❡t ❞❡r♥✐❡r ❛✉① ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞✬✉♥
❣r♦✉♣❡ ♣❛r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥✳ ◆♦✉s ♥✬❛♥❛❧②s❡r♦♥s q✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✳
❱♦✐❝✐ ❝♦♠♠❡♥t ❙❝❤r❡✐❡r ♣♦s❡ s♦♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ✿ ét❛♥t ❞♦♥♥és ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s
q✉❡❧❝♦♥q✉❡s A ❡t B✱ ✐❧ ❝❤❡r❝❤❡ t♦✉s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s B ❞♦♥t A ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
❞✐st✐♥❣✉é✱ ❡t t❡❧s q✉❡ B/A ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à B✳ ❯♥ t❡❧ ❣r♦✉♣❡ B ❡st ❞✐t✶✶
✏❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ A à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ B✑ ♦✉✱ ♣♦✉r ❛❜ré❣❡r✱ ✏❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ A ♣❛r B✑✳
■❧ ❛❜♦r❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❛♥s ❞ét♦✉r✱ ❡♥ r❛✐s♦♥♥❛♥t ♣❛r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s✳
❆✐♥s✐ s❡ ♣♦s❡✲t✲✐❧ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡✱
q✉❡❧❧❡s ♣r♦♣r✐étés ✈ér✐✜❡✲t✲❡❧❧❡ ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡♠❡♥t ❄
■❧ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ B ❞❡ A ♣❛r B ❡t s❡ ❞♦♥♥❡
✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ B/A ❞❛♥s B✳ ❱✐❛ ❝❡t ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à t♦✉t
é❧é♠❡♥t B ❞❡ B ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ B ♠♦❞✉❧♦ A✱ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ ❝❤♦✐s✐t ✭❞❡ ♠❛♥✐èr❡
❛r❜✐tr❛✐r❡✮ ❡t ✜①❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t B✳ ■❧ ✐♠♣♦s❡ ❥✉st❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ E = E✳✶✷
❈♦♠♠❡ B/A ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à B✱ t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ B ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❞❡ ♠❛✲
♥✐èr❡ ✉♥✐q✉❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ BA ✭♥♦✉s ♣❛r❧❡r♦♥s ❞❡ ✏❧✬é❝r✐t✉r❡ ❣é♥ér✐q✉❡✑ ❞❡s
é❧é♠❡♥ts ❞❡ B✮✱ ♦ù A ♣❛r❝♦✉rt A ❡t B ♣❛r❝♦✉rt B✳ P♦✉r ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ ♠✉❧✲
t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ B✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ s❛✈♦✐r ❝♦♠♠❡♥t ✉♥ ♣r♦❞✉✐t BAB′A′
♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ B1A1✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦♥ ❞♦✐t ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧✬é❝r✐t✉r❡
❣é♥ér✐q✉❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ A′B′ ❡t B′ B′′ ❀ ❡t✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ✈é✲
✶✵❖♥ ♣❡♥s❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ❆rt✐♥ ❡t ❍❛ss❡✱ ❆rt✐♥ ✐♥❞✐q✉❛♥t à ❍❛ss❡✱ ❞❛♥s s❛ ❧❡ttr❡ ❞✉
✷ ❛♦ût ✶✾✷✼✱ ❧❛ t❤ès❡ ❞❡ ❙❝❤r❡✐❡r✱ ❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞❡✉① rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡
♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✱ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✉♥❡ ❛✐❞❡ s✉❜st❛♥t✐❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡✉rs r❡❝❤❡r❝❤❡s✳ ❈❢✳ ❊♠✐❧ ❆rt✐♥
✉♥❞ ❍❡❧♠✉t ❍❛ss❡ ✿ ❉✐❡ ❑♦rr❡s♣♦♥❞❡♥③ ✶✾✷✸✲✶✾✸✹ ❬✽✹❪ ♣✳ ✶✾✹✳ ▲❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡
❆rt✐♥ ❡t ❍❛ss❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s ✐❝✐ s✬❛✈èr❡ ♣ré❝✐❡✉s❡ ♣♦✉r q✉✐ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧✬❤✐st♦✐r❡
❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❧❛ss❡s✳
✶✶❙❛ ❞é♥♦♠✐♥❛t✐♦♥ ❡st ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❙❝❤✉r✱ q✉✐ ❛✉r❛✐t ❞✐t✱ ❧✉✐✱ s✐ ❧✬♦♥ s❡ ✜❡ à
❬✷✵✹❪✱ ✏❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ B à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ A✑✳ ▲❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❙❝❤r❡✐❡r ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❙❝❤✉r
s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❀ ❝❡ ♥✬❡st q✉✬✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✳ ❚♦✉s ❧❡s
❛rt✐❝❧❡s ♠❡♥t✐♦♥♥és ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛❞♦♣t❡♥t ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❙❝❤r❡✐❡r ❡t ♥♦✉s ❡♥ ❢❡r♦♥s
♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡ ♠ê♠❡✱ ❝❡ ♣♦✉r ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✳
✶✷❉❛♥s ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té✱ ❧❡ E ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ✏E✑ ❡st ❧❡ ♥❡✉tr❡ ❞❡ B ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ E ❞✉
t❡r♠❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ❡st ❧❡ ♥❡✉tr❡ ❞❡ B ✭q✉✐ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ♥❡✉tr❡ ❞❡ A✮✳
✼✾
r✐✜❡r ❛✐sé♠❡♥t✱ ❝❡tt❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ s✉✣t à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❝♦♠♠❡♥t ✉♥ ♣r♦❞✉✐t
BAB′A′ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ B1A1✳
▲✬é❧é♠❡♥t AB ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧❛ ❝❧❛ss❡ B A✶✸ ❡t B′B′′ ❡st ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡
❝❧❛ss❡ q✉❡ B′B′′✱ à s❛✈♦✐r B′B′′A✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ A✱ q✉❡
❙❝❤r❡✐❡r ♥♦t❡ AB ❡t AB′,B′′ ✱ t❡❧s q✉❡ AB = BAB ❡t B′B′′ = B′B′′AB′,B′′ ✳ ❊♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r EB = E✱ ♣♦✉r t♦✉t B ❞❡ B✳
❈❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♥❛❧②s❡ ❡✛❡❝t✉é❡✱ ❙❝❤r❡✐❡r r❡♣r❡♥❞ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ s❡♥s
✐♥✈❡rs❡✳ ■❧ ♥❡ s✉♣♣♦s❡ ♣❧✉s B ❝♦♥str✉✐t ♠❛✐s s❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ♣❧✉tôt q✉❡❧❧❡s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s ❞♦✐✈❡♥t ✈ér✐✜❡r ❧❡s é❧é♠❡♥ts AB ❡t AB′,B′′ ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ A✱ ❞❡
B ❡t ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s AB = BAB ❡t B′B′′ = B′B′′AB′,B′′ ❞é✜♥✐ss❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥✲
s✐♦♥ B ❞❡ A ♣❛r B✳ ■❧ ♣r❡♥❞ ♣♦✉r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ E = E ❡t s✉♣♣♦s❡ EB = E✱
♣♦✉r t♦✉t B✳
■❧ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉① é❧é✲
♠❡♥ts ❣é♥ér✐q✉❡s ❞❡ B ✿ ❛✐♥s✐B′A′B′′A′′ = B′B′′A
′B′′A′′ = B′B′′AB′,B′′A
′B′′A′′✱
❡t B′A′B′′A′′ ❛ ❜✐❡♥ été réé❝r✐t ❝♦♠♠❡ ♣r♦❞✉✐t ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ B ❡t ❞✬✉♥
é❧é♠❡♥t ❞❡ A✳ ❙❝❤r❡✐❡r ❞é❝✐❞❡ ❞✬❛❞♦♣t❡r ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❤ér✐té❡ ❞❡ ❍ö❧❞❡r✱
❝♦♥s✐st❛♥t à é❝r✐r❡ t♦✉t é❧é♠❡♥t BA ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ {B,A}✶✹✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r
é❧é♠❡♥t ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ ét❛♥t ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ B ❡t ❧❡ s❡❝♦♥❞ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ A✳ ❉❡✉①
t❡❧s ❝♦✉♣❧❡s ♥❡ s♦♥t ❞é❝rétés é❣❛✉① q✉❡ s✐ ❧❡✉rs ❞❡✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s s♦♥t é❣❛❧❡s
❡t ♦♥ ♣❡✉t✱ ❛✉ ✈✉ ❞❡ ❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡✱ ❝♦♠♣♦s❡r ❞❡✉① ❝♦✉♣❧❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡
s✉✐✈❛♥t❡ ✿
{B′, A′}{B′′, A′′} = {B′B′′, AB′,B′′A′B′′A′′}.
▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❝♦✉♣❧❡s ♥✬❡st q✉✬✉♥❡
é❝r✐t✉r❡ ❝❧❛r✐✜❛♥t ❧❡s é❣❛❧✐tés✱ ❡t ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♥❡ ❢❛✐r❡ ✐♥t❡r✈❡♥✐r q✉❡ ❧❡s
é❧é♠❡♥ts ❞❡ B ❡t ❞❡ A ✭❡t ❞❡ ♥❡ ♣❧✉s ❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❝♦♥t✐♥✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s r❡✲
♣rés❡♥t❛♥ts B ✮ ♠❛✐s ❝❡❝✐ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ r✐❡♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉❡ s❡ ♣♦s❡ ❙❝❤r❡✐❡r✳ ■❧
r❡♣r❡♥❞ ❞♦♥❝ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t s♦♥ ét✉❞❡ ❡♥ ❝❤❡r❝❤❛♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s q✉❡ ❞♦✐✈❡♥t
✈ér✐✜❡r ❧❡s AB ❡t AB′,B′′ ♣♦✉r q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛✐r❡s {B,A} ❢♦r♠❡ ✉♥
❣r♦✉♣❡ ❞❡ ♥❡✉tr❡ {E,E}✳ ■❧ ♣♦ssè❞❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✭❞❡ ♣❛✐r❡s✮
♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥t❡r♥❡✳ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❣r♦✉♣❡✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡
❝❡tt❡ ❧♦✐ s♦✐t ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡✱ q✉✬❡❧❧❡ ❛❞♠❡tt❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡ ✭❡t ✐❧ ✐♠♣♦s❡ q✉❡
❝❡t é❧é♠❡♥t s♦✐t {E,E}✮ ❡t q✉❡ t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ ❛❞♠❡tt❡ ✉♥ ✐♥✈❡rs❡✳ ❈❡s tr♦✐s
❡①✐❣❡♥❝❡s s❡ tr❛❞✉✐s❡♥t ♣❛r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
(I) ({B′, A′}{B′′, A′′}){B′′′, A′′′} = {B′, A′}({B′′, A′′}{B′′′, A′′′}),
✶✸❊♥ ❡✛❡t✱ AB = BB−1AB ❡t B−1AB ❡st ❞❛♥s A ❝❛r A ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✐st✐♥❣✉é
❞❡ B✳
✶✹❈❡tt❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❢❛✐t ♣❡✉t✲êtr❡ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ♣❧✉s ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❜✐❥❡❝✲
t✐♦♥ ❡♥s❡♠❜❧✐st❡ ❡♥tr❡ B ❡t B× A✳
✽✵
(II) {B,A}{E,E} = {B,A},
❡t✱ ♣♦✉r t♦✉s B ❡t A✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts B∗ ❡t A∗ t❡❧s q✉❡ ✿
(III) {B,A}{B∗, A∗} = {E,E}.
❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ✈ér✐✜é❡ s❛♥s q✉✬♦♥ ❛✐t ❛✉❝✉♥❡ ♣r♦♣r✐été
s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ à ❞❡♠❛♥❞❡r ✿ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ (III) ❡st ❡♥ ❡✛❡t s❛t✐s❢❛✐t❡ ♣❛r ❧❡
❝♦✉♣❧❡ {B∗ = B−1, A∗ = (AB−1)−1A−1B,B−1}✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s (I) ❡t (II) s♦♥t
q✉❛♥t à ❡❧❧❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
(1) AB′B′′,B′′′(AB′,B′′A
′B′′A′′)B
′′′
A′′′ = AB′,B′′B′′′A
′B′′B′′′AB′′,B′′′A
′′B′′′A′′′
❡t
(2) AB,EA
E = A.
❙✐ ❧✬♦♥ ♣♦s❡ A = E✱ (2) ❞❡✈✐❡♥t✶✺ ✿
(3), AB,E = E
❡t ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ✿
(4) AE = A.
❊♥ s♣é❝✐❛❧✐s❛♥t ❧❡s q✉❛♥t✐tés ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ✭✶✮ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✸✮ ❡t ✭✹✮✱
❙❝❤r❡✐❡r ♦❜t✐❡♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ✕ q✉✐ ❞é❝♦✉❧❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡ (I) ❡t (II)
✕ à ❝❡ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s {B,A} ❢♦r♠❡ ✉♥ ❣r♦✉♣❡✳ ❊♥ ♣♦s❛♥t B′′ = E
❡t B′′′ = B ❞❛♥s ✭✶✮✱ ♦♥ ❛rr✐✈❡ à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ (AB′,EA′EA′′)B = A′BAE,BA′′B
q✉✐✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ✭✸✮ ❡t ✭✹✮✱ ❢♦✉r♥✐t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ (A′A′′)B = A′BAE,BA′′B✳ ❊♥
♣♦s❛♥t A′ = A′′ = E✱ ❙❝❤r❡✐❡r ♦❜t✐❡♥t ✜♥❛❧❡♠❡♥t
(6) AE,B = E
❞♦♥t ✐❧ ❞é❞✉✐t
(5) (A′A′′)B = A′BA′′B.
❯t✐❧✐s❛♥t ✭✺✮✱ ❙❝❤r❡✐❡r réé❝r✐t ✭✶✮ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ AB′B′′,B′′′AB
′′′
B′,B′′(A
′B′′)B
′′′
=
AB′,B′′B′′′A
′B′′B′′′AB′′,B′′′ ✳ P♦s❛♥t B′ = E✱ A′ = A✱ B′′ = B′ ❡t B′′′ = B′′✱ ❝❡❝✐
❢♦✉r♥✐t ✿
(7) (AB
′
)B
′′
= A−1B′,B′′A
B′B′′AB′,B′′
✶✺❖♥ ❛ EE = E ❝❛r ❙❝❤r❡✐❡r s✉♣♣♦s❡ q✉❡ EB = E ♣♦✉r t♦✉t B ❞❛♥s B✳
✽✶
♣✉✐s
(8) AB′B′′,B′′′A
B′′′
B′,B′′ = AB′,B′′B′′′AB′′,B′′′ .
▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✸✮ à ✭✽✮ ♦♥t été ♦❜t❡♥✉❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ✭✶✮✱ ✭✷✮ ❡t ❞❡ ❧✬❤②♣♦✲
t❤ès❡ EB = E ❀ ❝❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❝❡ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❝♦✉♣❧❡s {B,A} ❢♦r♠❡ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ♥❡✉tr❡ {E,E}✳ ▼❛✐s ✐❧ ❡st ❛✐sé ❞❡
r❡tr♦✉✈❡r ✭✶✮✱ ✭✷✮ ❡t EB = E ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✸✮ à ✭✽✮✳ ❈❡ s♦♥t ❞♦♥❝
é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✣s❛♥t❡s✳
❙❝❤r❡✐❡r s✉♣♣♦s❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✸✮ à ✭✽✮ s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s✳
❖♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉✬♦♥ ❛✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ {B,E}{E,A} = {B,A}✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡
❞❡s ❝♦✉♣❧❡s {B,A} ❡st ❞♦♥❝ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s {B,E} ❡t {E,A}✱ ❞♦♥t
❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s♦♥t ✿
(IV ) {E,A′}{E,A′′} = {E,A′A′′},
(V ) {E,A}{B,E} = {B,E}{E,AB},
(V I) {B′, E}{B′′, E} = {B′B′′, E}{E,AB′,B′′}.
❊t s✐ ❧✬♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s {B,E} ❡t {E,A} ✈ér✐✜❛♥t (IV )✱
(V ) ❡t (V I)✱ ✉♥ ♣❡t✐t ❝❛❧❝✉❧ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ✿
{B′, E}{E,A′}{B′′, E}{E,A′′} = {B′B′′, E}{E,AB′,B′′A′B′′A′′}.
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t {E,A} à A ❡t ♣♦s❛♥t {B,E} = B✱ ❙❝❤r❡✐❡r ❡st
❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞✬é♥♦♥❝❡r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✿
❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❙❝❤r❡✐❡r✶✻ ✿ ▲❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ A✱ B ❡t ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s
AB = BAB ❡t B′B′′ = B′B′′AB′,B′′ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ A ♣❛r B s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡s é❧é♠❡♥ts AB ❡t AB′,B′′ s❛t✐s❢♦♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✿
(a) (A′A′′)B = A′BA′′B (AE = A),
(b) (AB
′
)B
′′
= A−1B′,B′′A
B′B′′AB′,B′′ ,
(c) AB′B′′,B′′′A
B′′′
B′,B′′ = AB′,B′′B′′′AB′′,B′′′ (AB,E = AE,B = E).
❊♥ ♦✉tr❡ t♦✉t❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ A ♣❛r B ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❞❡ t❡❧❧❡s
r❡❧❛t✐♦♥s✳
✶✻❈✬❡st ♣❛r ❝❡ ♥♦♠ q✉❡ ♥♦✉s ré❢ér❡r♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s é♥♦♥❝é❡s ♣❛r ❙❝❤r❡✐❡r
♣♦✉r ❧✬♦❜t❡♥s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥✳
✽✷
❚r♦✉✈❡r t♦✉t❡s ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s B ❞❡ A ♣❛r B r❡✈✐❡♥t à tr♦✉✈❡r t♦✉s ❧❡s
s②stè♠❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts AB ❡t AB′,B′′ s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ (a)✱ (b) ❡t (c)✳ P❧✉tôt q✉❡ ❞❡
♣❛r❧❡r ❞✬é❧é♠❡♥ts AB✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞✐r❡ q✉✬à t♦✉t é❧é♠❡♥t B ❞❡ B ❡st ❛ss♦❝✐é
✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ A✱ ❡♥✈♦②❛♥t ✉♥ é❧é♠❡♥t q✉❡❧❝♦♥q✉❡ A ❞❡ A s✉r AB✳
❙❝❤r❡✐❡r ♥♦t❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
(
A
AB
)
❀ ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡
❡st ❞♦♥♥é ♣❛r (a)✳ ■❧ s✬❛❣✐t q✉✐ ♣❧✉s ❡st ❞✬✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❝❛r
(
A
AB
−1
)
❡st
s♦♥ ✐♥✈❡rs❡✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ✈ér✐✜❡r à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ (b) ❡t ❞❡ AE = A✳
▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ψ : B → ❆✉t (A)
B 7→
(
A
AB
)
♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ (b)✱ ♠❛✐s ✐♥❞✉✐t ✉♥ ❛♥t✐✲♠♦r♣❤✐s♠❡✶✼ ❞❡
B ❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ✏❝❧❛ss❡s ❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s✑✶✽
(
A
A∗
−1
ABA∗
)
✱ q✉✐ s♦♥t
❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ A ♠♦❞✉❧♦ ❧❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ✐♥tér✐❡✉rs✳
P♦✉r tr♦✉✈❡r t♦✉t❡s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ (a)✱ (b) ❡t (c)✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❝♦♠✲
♠❡♥❝❡r ♣❛r ❝♦♥s✐❞ér❡r t♦✉s ❧❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❊①t(A) ❛♥t✐✲❤♦♠♦♠♦r♣❤❡s
à B✶✾✳ ❈❡ q✉❡ ❢❛✐t ❙❝❤r❡✐❡r ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t à s❡ ❞♦♥✲
✶✼❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✏❛♥t✐✲♠♦r♣❤✐s♠❡✑ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ϕ : G → H ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s
G ❡t H✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ϕ(g1g2) = ϕ(g2)ϕ(g1)✳
✶✽✏■s♦♠♦r♣❤✐s♠❡♥❦❧❛ss❡♥✑✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ A ♠♦❞✉❧♦ ❧❡s
❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ✐♥tér✐❡✉rs ❡st ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❡①tér✐❡✉rs
❞❡ A✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ ❊①t (A)✳
✶✾❈✬❡st ❛✐♥s✐ q✉❡ s✬❡①♣r✐♠❡ ❙❝❤r❡✐❡r ✿ ✏❙♦❧❧❡♥ ❛❧s♦ ❛❧❧❡ ▲ös✉♥❣❡♥ ✈♦♥ (a)✱ (b)✱ (c) ❛✉❢✲
❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✱ s♦ ❤❛❜❡♥ ✇✐r ③✉❡rst ❛❧❧❡ ♠✐t B ✐s♦♠♦r♣❤❡♥ ●r✉♣♣❡♥ ✈♦♥ ■s♦♠♦r♣❤✐s✲
♠❡♥❦❧❛ss❡♥ ✈♦♥ A ❛✉❢③✉st❡❧❧❡♥✳✑ ▲❡ t❡r♠❡ ✏✐s♦♠♦r♣❤✑ ♣rêt❡ à ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❝❛r ✐❧ ♥❡ ❢❛✉t ♣❛s
❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ✏✐s♦♠♦r♣❤❡✑✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❛❧❧❡♠❛♥❞❡ ❞❡ ❝❡tt❡
é♣♦q✉❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ✏✐s♦♠♦r♣❤✑ ❝♦♠♠❡ ✏❤♦♠♦♠♦r♣❤❡✑✳ ▼❛✐s ✐❝✐ ❝✬❡st ♠ê♠❡ ✏❛♥t✐✲
❤♦♠♦♠♦r♣❤❡✑ q✉✬✐❧ ❢❛✉t ❡♥t❡♥❞r❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ♥é❛♥♠♦✐♥s r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r t♦✉s ❧❡s
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❛♥t✐✲❤♦♠♦♠♦r♣❤❡s ♦✉ ❤♦♠♦♠♦r♣❤❡s à B ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❤♦s❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡♥ ❡✛❡t
❞é❞✉✐r❡ ❞❡ ψ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ B ❞❛♥s ❊①t (A)✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
ψ˜ : B → ❊①t (A)
B 7→ (❈❧❛ss❡(ψ(B)))−1.
▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s (a) ❡t (b) ❞é✜♥✐ss❡♥t ❞♦♥❝✱ ❛✉ ❝❤♦✐①✱ ✉♥ ❛♥t✐✲♠♦r♣❤✐s♠❡ ♦✉ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡
✭❝✬❡st ♣❧✉tôt ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té q✉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♠♦❞❡r♥❡ ♣r✐✈✐❧é❣✐❡r❛✐t✮ ❞❡ B
❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❊①t(A)✳ ◆♦✉s r❡st❡r♦♥s ♥é❛♥♠♦✐♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ✜❞è❧❡s à ❧✬❡s♣r✐t
❞❡ ❙❝❤r❡✐❡r q✉✐ ❝♦♥s✐❞èr❡ t♦✉s ❧❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❊①t(A) ❛♥t✐ ✲❤♦♠♦♠♦r♣❤❡s à B ✭❞❛♥s ❧❛
s✉✐t❡ ❞✉ t❡①t❡ ♦♥ s❡ r❡♥❞ ❝♦♠♣t❡ q✉✬✐❧ ❢❛✐t ♠ê♠❡ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s q✉❡ ❝❡❧❛ ❡♥ s❡ ❞♦♥♥❛♥t ❡♥ ✜♥
❞❡ ❝♦♠♣t❡ t♦✉s ❧❡s ❛♥t✐✲♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ B ❞❛♥s ❊①t(A)✱ ❧❡✉r ✐♠❛❣❡ ét❛♥t ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
❞❡ ❊①t(A)✮✳ ▼❛✐s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ♥❡ ❞❡✈r❛ ♣❛s êtr❡ s✉r♣r✐s ❞❡ ♥♦✉s ✈♦✐r ♣❛r❧❡r ❞❡
♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ B ❞❛♥s ❊①t(A)✳
✽✸
♥❡r ✉♥ ❛♥t✐✲♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ B ❞❛♥s ❊①t(A) ❡t à ❝❤♦✐s✐r✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t
B ❞❡ B✱ ✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t
(
A
AB
)
❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ B ♣❛r ❝❡t ❛♥t✐✲
♠♦r♣❤✐s♠❡✳ ■❧ ré❛❧✐s❡ ❝❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t ❛r❜✐tr❛✐r❡✱ s❛✉❢ ♣♦✉r
E ❀ ✐❧ ❝❤♦✐s✐t ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ E ❧❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t id✱ ❝❡ q✉✐ s❡ tr❛❞✉✐t
♣❛r ✿ AE = A✳ ▲❛ ❝♦♠♣♦sé❡
(
A
AB
′
)(
A
AB
′′
)
❡t ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡
(
A
AB
′B′′
)
s♦♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❧❛ss❡ ❀ ❝❡s ❞❡✉① ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ♥❡ ❞✐✛èr❡♥t ❞♦♥❝ q✉❡ ❞✬✉♥
❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✐♥tér✐❡✉r ❞❡ A✳ ❆✐♥s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t A∗B′,B′′ ❞❡ A t❡❧ q✉❡(
A
AB
′
)(
A
AB
′′
)
=
(
A
AB
′B′′
)(
A
A∗
−1
B′,B′′AA
∗
B′,B′′
)
♦✉✱ ❝❡ q✉✐ ❡st éq✉✐✲
✈❛❧❡♥t✱ t❡❧ q✉❡ (AB
′
)B
′′
= A∗
−1
B′,B′′A
B′B′′A∗B′,B′′ ✳
■❧ ♥✬② ❛ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ✉♥✐❝✐té ❞✬✉♥ t❡❧ A∗B′,B′′ ✳ ■❧ ♥✬② ❛ ✉♥✐❝✐té
q✉❡ s✐ ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ A ❡st tr✐✈✐❛❧✳ ❙❝❤r❡✐❡r ❝❤♦✐s✐t ❧❡s A∗B′,B′′ ❞❡ t❡❧❧❡ ♠❛♥✐èr❡
q✉❡ ✭❡t ♦♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❝✬❡st ❧✐❝✐t❡✮ A∗E,B = A
∗
B,E = E✳ ❚♦✉t s②stè♠❡
❞✬é❧é♠❡♥ts AB′,B′′ ✱ ♦ù AB′,B′′ = A∗B′,B′′ A B′,B′′ ✱ ❧❡s A B′,B′′ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❛ t♦t❛❧✐té
❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ❝❡♥tr❡ Z(A) ❞❡ A✱ ✈ér✐✜❡ é❣❛❧❡♠❡♥t (b)✳ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡
❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ A ♣❛r B✱ ✐❧ ♥❡ r❡st❡ ❞♦♥❝ ♣❧✉s q✉✬à ❝❤♦✐s✐r ❧❡s A B′,B′′ ❞❡ t❡❧❧❡
s♦rt❡ q✉❡ ❧❡s AB′,B′′ ✈ér✐✜❡♥t (c)✳ ❈♦♠♠❡ A∗E,B = A
∗
B,E = E ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t
✭❞✬❛♣rès (c)✮ AB,E = AE,B = E✱ ♦♥ ❞♦✐t ✐♠♣♦s❡r A B,E = A E,B = E✳ ▲❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ (c) ❡st ❛❧♦rs r❡♠♣❧✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù B′✱ B′′ ♦✉ B′′′ ❡st
♣r✐s é❣❛❧ à E✳
▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ (c) r❡✈✐❡♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❞❡♠❛♥❞❡r q✉❡✱ s✐ ❛✉❝✉♥ ❞❡s é❧é✲
♠❡♥ts B✱ B′✱ B′′ ♥✬❡st é❣❛❧ à E✱ ♦♥ ❛✐t✷✵ ✿
A B′B′′,B′′′ A
B′′′
B′,B′′ A
−1
B′′,B′′′ A
−1
B′,B′′B′′′ A
∗
B′B′′,B′′′A
∗B
′′′
B′,B′′A
∗−1
B′′,B′′′A
∗−1
B′,B′′B′′′ = E.
❙❝❤r❡✐❡r r❡♠❛rq✉❡ ❞❡✉① ❝❤♦s❡s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡
❡①✐❣❡ q✉❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té A∗B′B′′,B′′′A
∗B
′′′
B′,B′′A
∗−1
B′′,B′′′A
∗−1
B′,B′′B′′′ s♦✐t ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡
Z(A)✳ ❊♥s✉✐t❡✱ s✐ ♦♥ ❛ ✉♥ s②stè♠❡ A B′,B′′ ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ AB′,B′′
❞❡ (c) ✭❞♦♥❝ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥✮✱ ❛❧♦rs t♦✉t s②stè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ A B′,B′′ A B′,B′′ ✱
♦ù ❧❡ s②stè♠❡ ✭A B′,B′′✮ ✈ér✐✜❡
(C) A B′B′′,B′′′ A B′′′B′,B′′ A −1B′′,B′′′ A −1B′,B′′B′′′ = E,
❢♦✉r♥✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥✱ ❛✉ s❡♥s ♦ù ❧❡ s②stè♠❡ ✭AB′,B′′ = A∗B′,B′′ A B′,B′′ A B′,B′′✮
❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ (c)✳
▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t s❛ ♣r❡♠✐èr❡ r❡♠❛rq✉❡ ♥✬❛♣♣♦rt❡ r✐❡♥ ❝❛r ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥✲
tr❡r q✉❡ A∗B′B′′,B′′′A
∗B
′′′
B′,B′′A
∗−1
B′′,B′′′A
∗−1
B′,B′′B′′′ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❞❛♥s Z(A) ✭❙❝❤r❡✐❡r ❧❡
✷✵▲❡s AB′,B′′ ❝♦♠♠✉t❡♥t ❛✈❡❝ t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ A✳
✽✹
❢❛✐t ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❡♥ ♣r♦✉✈❛♥t q✉❡ ❧✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✐♥tér✐❡✉r q✉✐ ❧✉✐ ❡st ❛ss♦❝✐é
❡st ❧✬✐❞❡♥t✐té✮✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ ❛ ✉♥ s②stè♠❡ ✭AB′,B′′✮ ❢♦✉r♥✐s✲
s❛♥t ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ✈✐❛ ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡ ✭AB′,B′′ A B′,B′′✮ ♦ù A B′,B′′ ✈ér✐✜❡ (C)✳ ❙❝❤r❡✐❡r ♥❡ ♣♦✉ss❡ ♣❛s s♦♥ ❛♥❛✲
❧②s❡ ♣❧✉s ❛✈❛♥t✱ ✐♥❞✐q✉❛♥t s❡✉❧❡♠❡♥t q✉✬✐❧ s❡♠❜❧❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬❡♥ ❞✐r❡ ♣❧✉s s✉r ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❡t s❡ ❝♦♥s❛❝r❛♥t ❞♦♥❝ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ à ❞❡s ❝❛s
♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✳ ■❧ ♥❡ s❡ ♣r♦♥♦♥❝❡ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ♣❛s s✉r ❧✬é✈❡♥t✉❡❧❧❡ ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡
❝❡rt❛✐♥❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❀ t♦✉t ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ s❛✐t✱ ❝✬❡st q✉❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ❛♥t✐✲♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ B ❞❛♥s ❊①t(A)✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s
❛ss♦❝✐é❡s à ❝❡t ❛♥t✐✲♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡st ♣❛r❛♠étré ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡
(C)✳
✹✳✶✳✸ ◗✉❡❧❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❙❝❤✉r ❄
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ✈✉ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s
❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✷✵✹❪ ❞❡ ❙❝❤✉r✱ ❛♥tér✐❡✉r ❞✬✉♥❡ ✈✐♥❣t❛✐♥❡ ❞✬❛♥♥é❡s à ❝❡❧✉✐ ❞❡
❙❝❤r❡✐❡r✱ ♦♥ ♣❡✉t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r ❝❡ q✉❡ ❙❝❤r❡✐❡r ❞♦✐t à ❙❝❤✉r
❡t ❝❡ q✉✬✐❧ ❢❛✐t ❞❡ ♣❧✉s✳ ❈♦♠♠❡ ❙❝❤r❡✐❡r ♥❡ ❢❛✐t ❥❛♠❛✐s ♠❡♥t✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉①
❞❡ ❙❝❤✉r s✉r ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♣r♦❥❡❝t✐✈❡s✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉✬✐❧ ♥✬❡♥ ❛✈❛✐t ♣❛s
❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞♦✐t êtr❡ ❡♥✈✐s❛❣é❡✳ ▲❡s ❞❡✉① ❤♦♠♠❡s s❡ s♦♥t✲✐❧s r❡♥❝♦♥trés ❄
◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s tr♦✉✈é ❛✉❝✉♥ é❧é♠❡♥t ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ ❛✈❡❝ ❝❡rt✐t✉❞❡
à ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥✱ ❞❛♥s ✉♥ s❡♥s ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬❛✉tr❡✱ ♠❛✐s ❙❝❤r❡✐❡r ❡✛❡❝t✉❛✐t
s❛ t❤ès❡ à ❱✐❡♥♥❡ ❡t ♥❡ s✬❡♥ é❧♦✐❣♥❛✐t q✉❡ ♣♦✉r ❛ss✐st❡r à ✉♥ sé♠✐♥❛✐r❡ à
▼❛r❜♦✉r❣✱ ❡t ❙❝❤✉r ♥✬❡①❡rç❛ ♥✐ à ❱✐❡♥♥❡ ♥✐ à ▼❛r❜♦✉r❣✳
▼ê♠❡ à s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❙❝❤r❡✐❡r ❝♦♥♥ût ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❙❝❤✉r s✉r ❧❡s r❡♣ré✲
s❡♥t❛t✐♦♥s ♣r♦❥❡❝t✐✈❡s✱ ✐❧ r❡ss♦rt ❝❧❛✐r❡♠❡♥t q✉✬✐❧s ♥❡ ❢✉r❡♥t ♣❛s ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡
s♦✉r❝❡ ❞✬✐♥s♣✐r❛t✐♦♥ ♣♦✉r s♦♥ ét✉❞❡ ❛❜str❛✐t❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✳ ■❧ ❡st
❡♥ ❡✛❡t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ r❡ss❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s
❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❙❝❤✉r ❡t ❞❡ ❙❝❤r❡✐❡r✱ ❛✉t❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❡t ❞❛♥s ❧❡s ❛♣✲
♣❡❧❧❛t✐♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ♣♦✐♥ts q✉✐ s❡♠❜❧❡♥t s✉s❝✐t❡r ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧✬✐♥térêt
❞❡ ❧✬✉♥ ❡t ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❙❝❤r❡✐❡r ♣❛r❧❡ ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ A ♣❛r
B ❧à ♦ù ❙❝❤✉r ❛✉r❛✐t ♣❛r❧é ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ B ♣❛r A✳ ❖✉ ❡♥❝♦r❡✱ ❝♦♥❝❡r✲
♥❛♥t ❧❡s s②stè♠❡s ✭rP,Q ❝❤❡③ ❙❝❤✉r✱ AB′,B′′ ❝❤❡③ ❙❝❤r❡✐❡r✮✱ ❙❝❤✉r ✐♥s✐st❡ s✉r ❧❡
❢❛✐t q✉✬✐❧s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♣♦✉r tr❛❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té ❡t ❞é✜♥✐t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡
s②stè♠❡s ✏❛ss♦❝✐és✑ ✭❧✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❡st✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉✱ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥
❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs✮ ❛❧♦rs q✉❡ ❙❝❤r❡✐❡r ♥✬é❝r✐t ❥❛♠❛✐s
❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✏❛ss♦③✐❛t✐✈ ●❡s❡t③✑ ♥✐ ♥✬✐♥tr♦❞✉✐t ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s✉r
s❡s s②stè♠❡s ✭AB′,B′′✮✳
❊t ❛✉ ❢♦♥❞✱ s❡r❛✐t✲✐❧ s✐ ét♦♥♥❛♥t q✉❡ ❙❝❤r❡✐❡r ♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❡ ♣❛s ❧❡s tr❛✲
✈❛✉① ❞❡ ❙❝❤✉r s✉r ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♣r♦❥❡❝t✐✈❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ✭❡t ❞♦♥❝ s✉r ❧❡s
❡①t❡♥s✐♦♥s ❝❡♥tr❛❧❡s✮ ❄ Pr♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ♣❛s✱ ❡t ✐❧ ♥✬❡st ♥✉❧ ❜❡s♦✐♥ ❞✬✐♥✈♦q✉❡r
✽✺
♣♦✉r ❥✉st✐✜❡r ❝❡tt❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❡t ❧✬❛❝✲
❝ès ❛✉① s♦✉r❝❡s ♥✬ét❛✐❡♥t ♣❛s ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❛❝t✉❡❧✳ ❙❝❤✉r ♥✬❛ t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t
é❝r✐t q✉❡ tr♦✐s ❛rt✐❝❧❡s s✉r ❧❡ s✉❥❡t ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♣r♦❥❡❝t✐✈❡s ✭❬✷✵✹❪✱ ❬✷✵✼❪
❡t ❬✷✵✾❪✮✱ ♥❡ tr❛✐t❛♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s q✉❡ ❞❛♥s ❝❡s ❛rt✐❝❧❡s
✭s❛♥s ❞♦♥❝ ❧✉✐ ❝♦♥s❛❝r❡r ✉♥❡ ét✉❞❡ s♣é❝✐✜q✉❡✮✳ ❊♥ ♦✉tr❡ ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s
♣r♦❥❡❝t✐✈❡s ♥❡ s❡♠❜❧❡♥t ♣❛s ❛✈♦✐r ❢❛✐t é❝♦❧❡ ❞✉r❛♥t ❧❡s ❛♥♥é❡s sé♣❛r❛♥t ❧❡s
tr❛✈❛✉① ❞❡ ❙❝❤✉r ❞❡ ❝❡✉① ❞❡ ❙❝❤r❡✐❡r✱ ❝❡ q✉✐ ✐♥❞✐q✉❡ q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t r❡sté❡s ✉♥
s✉❥❡t ❞✬ét✉❞❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✳
▲❛ s❡✉❧❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❞✬❛✈❛♥t ❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✺✵ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ▼❛❝ ▲❛♥❡ ❞❛♥s
s♦♥ ❧✐✈r❡ ❍♦♠♦❧♦❣② ✭❬✶✺✹❪ ♣✳ ✶✸✼✮ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♣r♦❥❡❝t✐✈❡s
❡st ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✹❪ ❞✬❆s❛♥♦ ❡t ❙❤♦❞❛✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❝❡t ❛rt✐❝❧❡✱ q✉✐ s✬❡✛♦r❝❡♥t
❞❡ ♣r♦❧♦♥❣❡r ❧❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❞❡ ❍♦♣❢ ❛✉① r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♣r♦❥❡❝t✐✈❡s ❞❛♥s ✉♥
❝♦r♣s q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ♥❡ ❝✐t❡♥t ❛✉❝✉♥❡ s♦✉r❝❡ à ♣❛rt ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❙❝❤✉r s✉r ❧❡ s✉❥❡t✳
❯♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ s✉r ❧❡s ♠♦t❡✉rs ❞❡ ▼❛t❤❙❝✐◆❡t ❡t ❩❡♥tr❛❧❜❧❛tt s✉r ❧❡s ♦❝✲
❝✉rr❡♥❝❡s ✏❣❡❜r♦❝❤❡♥✯✑ ✫ ✏❞❛rst❡❧❧✉♥❣✯✑ ❡t ✏❦♦❧❧✐♥❡❛t✐♦♥✯✑ ✫ ✏❞❛rst❡❧❧✉♥❣✯✑✱
❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉rs éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✱ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❡s s❡✉❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
❛♥tér✐❡✉r❡s à ❧✬❛♥♥é❡ ✶✾✹✵ s♦♥t ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❙❝❤✉r ♣✉✐s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✾✼❪ ❞❡ ✶✾✸✶ ❞❡
❘♦❜❡rt ❋r✉❝❤t ❡t ❡♥✜♥ q✉❡❧q✉❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s ❥❛♣♦♥❛✐s
✭❆s❛♥♦✱ ❆s❛♥♦ ✫ ❙❤♦❞❛✱ ❚❛③❛✇❛✮ ❡♥tr❡ ✶✾✸✸ ❡t ✶✾✸✺✳ ❉❛♥s s❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱
❋✐❝❤t❡ ♥❡ r❡♥✈♦✐❡ ❧✉✐ ♥♦♥ ♣❧✉s à ❛✉❝✉♥❡ ❛✉tr❡ ré❢ér❡♥❝❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❙❝❤✉r
♠❛✐s ♠❡♥t✐♦♥♥❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♣r♦❥❡❝t✐✈❡s ❞❡s
❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s ❛ été à ♥♦✉✈❡❛✉ ♣♦sé❡ ♣❛r ❲❡②❧ ❡♥ ✶✾✷✽✷✶ ❀ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱
❧❡ s✉❥❡t ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♣r♦❥❡❝t✐✈❡s ♥✬❛ s❡♠❜❧❡✲t✲✐❧ été r❡❧❛♥❝é q✉✬❛♣rès ❧❛
t❤ès❡ ❞❡ ❙❝❤r❡✐❡r✳ ❊♥✜♥✱ ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ❛rt✐❝❧❡s s✉r ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s
❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❥✉sq✉✬❛✉ ❞é❜✉t ❞❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✹✵✱ ❛✉❝✉♥ ♥❡ ❝✐t❡ ❙❝❤✉r ❛❧♦rs q✉❡
♣❧✉s✐❡✉rs ❞❡ ❧❡✉rs ✐❞é❡s s❡ tr♦✉✈❡♥t à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❛♥s s♦♥ tr❛✈❛✐❧✳
❉✬❛✐❧❧❡✉rs✱ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❝♦♥✜r♠❡ q✉❡ ❧✬✐❞é❡ s❡❧♦♥ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❙❝❤r❡✐❡r
♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛✐t ♣❛s ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❙❝❤✉r ♥✬❡st ♣❛s ✐♥❢♦♥❞é❡✳ ❯♥ ❞❡s ♦✉t✐❧s ✐♠✲
♣♦rt❛♥ts ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❡st ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✐t❡ ✏tr❛♥s❢❡rt✑
✭✏❱❡r❧❛❣❡r✉♥❣✑✮✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ r❡♠♦♥t❡ à ❙❝❤✉r✱ q✉✐ ❧✬❛✈❛✐t ❞é❥à
ét✉❞✐é❡ ❡♥ ✶✾✵✷ ❞❛♥s ❬✷✵✸❪✳ ▼❛✐s ❞✬❆rt✐♥✱ ❍❛ss❡ ❡t ❙❝❤r❡✐❡r✱ q✉✐ r❡❞é❝♦✉✲
✈r✐r❡♥t ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❙❝❤✉r à s♦♥ s✉❥❡t✱ ❛✉❝✉♥ ♥❡ s❡♠❜❧❛✐t
❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✷✷✳
■❧ s❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ ♥✬② ❛✈♦✐r ❛✉❝✉♥ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ét✉❞❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ ❙❝❤✉r ❡t
❞❡ ❙❝❤r❡✐❡r ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥é❛♥♠♦✐♥s ♥♦✉s ✐♥t❡rr♦✲
❣❡r s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s q✉❡ ❝♦♠♣♦rt❡♥t ❧❡✉rs ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡t ❞❡ ♣❧✉s✱ ❙❝❤✉r ❛②❛♥t
❞é✜♥✐ ❡t ét✉❞✐é s✉❝❝✐♥❝t❡♠❡♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❝❡♥tr❛❧❡✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s
✷✶❈❢✳ ❬✾✼❪ ♣✳ ✶✼✳
✷✷❈❢✳ ❬✽✹❪ ♣♣✳ ✶✾✺✲✻✳
✽✻
♣♦✉✈♦✐r ❧❛ r❡tr♦✉✈❡r ❝♦♠♠❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s ❧❛ ❝♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤r❡✐❡r✳
❘❡♣r❡♥♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡s ré✢❡①✐♦♥s ❞❡ ❙❝❤✉r ❡t ❝♦♠♣❛r♦♥s✲❧❡s à ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❙❝❤r❡✐❡r✳
❉❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❬✷✵✹❪✱ ❙❝❤✉r ❛✈❛✐t ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ❣r♦✉♣❡ G✱
❡①t❡♥s✐♦♥✷✸ ❝❡♥tr❛❧❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ A ♣❛r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ H✳ ❙❝❤✉r
♥❡ s✬✐♥tér❡ss❛✐t q✉✬à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ H ✜♥✐ ❡t à ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s G ✜♥✐❡s ♠❛✐s ♦♥
♣❡✉t ❧❡✈❡r ❝❡s r❡str✐❝t✐♦♥s s❛♥s r✐❡♥ ❝❤❛♥❣❡r ❛✉① ♣r❡♠✐❡rs ♣❛s ❞❡ s♦♥ ét✉❞❡✳
▼✐s à ♣❛rt ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❙❝❤✉r ❞❡♠❛♥❞❛✐t q✉❡ A s♦✐t ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❝❡♥tr❛❧ ❞❡
G✱ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❡st ❞♦♥❝ ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞é❝r✐t❡
♣❛r ❙❝❤r❡✐❡r✱ H ❥♦✉❛♥t ❧❡ rô❧❡ ❞❡ B ❡t G ❝❡❧✉✐ ❞❡ B✳
▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ HλHµ = Hϕ(λ,µ) tr❛❞✉✐s❛✐t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❛♥s H✳ ▲❡s
é❧é♠❡♥ts Hλ ❡t Hµ ❥♦✉❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ rô❧❡ ❝❤❡③ ❙❝❤✉r q✉❡ B′ ❡t B′′ ❝❤❡③ ❙❝❤r❡✐❡r✳
▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛♥ts Gλ✱ Gµ ❡t Gϕ(λ,µ) ❞❛♥s G ❞❡ Hλ✱
Hµ ❡t Hϕ(λ,µ)✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ GλGµ = Aλ,µGϕ(λ,µ)✱ q✉✐ ❡st ❧❛ str✐❝t❡
❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤r❡✐❡r B′B′′ = B′B′′AB′,B′′ ✱ ❧❛ ✏❜❛rr❡✑ s✉r❧✐❣♥❛♥t
❧❡s ❧❡ttr❡s ✐♥❞✐q✉❛♥t q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❛♥s ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉t
❝❡♣❡♥❞❛♥t ♥♦t❡r ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① r❡❧❛t✐♦♥s ❀ ❝❤❡③ ❙❝❤✉r ❧✬é❧é♠❡♥t
Aλ,µ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ♣❛r ❧❛ ❣❛✉❝❤❡ ❧❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ❛❧♦rs q✉❡ ❝❤❡③ ❙❝❤r❡✐❡r
✐❧ ❧❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ♣❛r ❧❛ ❞r♦✐t❡✳ ▲✬♦r❞r❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s é❧é♠❡♥ts ❡st ❜✐❡♥
sûr ✐♥❞✐✛ér❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❙❝❤✉r ✈✉ q✉❡ A ② ❡st s✉♣♣♦sé
❝❡♥tr❛❧ ♠❛✐s ✐❧ ✐♠♣♦rt❡ ❝❤❡③ ❙❝❤r❡✐❡r✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❙❝❤✉r ❛ ❞é❝✐❞é ❞❡
t♦✉❥♦✉rs é❝r✐r❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ G s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ AGλ ❛❧♦rs q✉❡ ❙❝❤r❡✐❡r✱ ❧✉✐✱ ❛
♦♣té ♣♦✉r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ BA✳ ❈❡ ♥✬❡st ❝❡rt❡s q✉✬✉♥❡ q✉❡st✐♦♥
❞❡ ❝❤♦✐① ♠❛✐s ❝❡ ❝❤♦✐① ❛✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧❡ ✈♦✐r✱ ❞❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s✳
▲❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té ✈♦✉❧✉ ♣❛r ❙❝❤r❡✐❡r ♥✬✐♠♣♦s❛♥t ♣❛s q✉❡ A s♦✐t ❝❡♥✲
tr❛❧✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ BA ❡t AB✳ ▲♦rsq✉✬♦♥ ✈❡✉t ♠❡ttr❡
AB s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ B ✱ ♦♥ ♣r♦❝è❞❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
AB = BB−1AB = BAB✱ ♦ù ❙❝❤r❡✐❡r ♣♦s❡ AB = B−1AB✳ ❙❝❤r❡✐❡r ❛✉r❛✐t
❞✬❛✐❧❧❡✉rs ♣✉ ❢❛✐r❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts
❞❡ B ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✏AB ✑✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧♦rsq✉✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ♠❡ttr❡ BA s♦✉s
❧❛ ❢♦r♠❡ ❣é♥ér✐q✉❡✱ ♦♥ é❝r✐t BA = BAB−1B =BAB✱ ❛✈❡❝ BA = BAB−1✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ φ ✭❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ψ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✮
φ : B → ❆✉t (A)
B 7→
(
A
BA
)
✐♥❞✉✐t ✉♥ ✈ér✐t❛❜❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ✭❡t ♥♦♥ ♣❛s ✉♥ ❛♥t✐✲♠♦r♣❤✐s♠❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥✲
✷✸❇✐❡♥ q✉❡ ♥♦✉s ♣❛r❧✐♦♥s à ♥♦✉✈❡❛✉ ❞❡ ❙❝❤✉r✱ ♥♦✉s ❝♦♥s❡r✈♦♥s ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ❡♠♣❧♦②é❡
♣❛r ❙❝❤r❡✐❡r ✭q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❛ été ♣ré❝✐sé ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❡①❝❧✉s✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s
❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✮ st✐♣✉❧❛♥t q✉❡ G ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ A ♣❛r H s✐ A ❡♥ ❡st ✉♥
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✐st✐♥❣✉é✱ ❡t s✐
G
A
❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à H✳
✽✼
❞✉✐s❛✐t ψ✮
φ¯ : B → ❊①t (A)
B 7→ ❈❧❛ss❡(φ(B)).
▲❡ ❢❛✐t ❞❡ ré❝✉♣ér❡r ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡t ♥♦♥ ✉♥ ❛♥t✐✲♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣❡✉t ❛♠❡♥❡r à
♣r✐✈✐❧é❣✐❡r ❝❡tt❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡st ♣❛r❢♦✐s ❛♣♣❡❧é ✏❛❝t✐♦♥
❡①tér✐❡✉r❡✑✷✹ ❞❡ B s✉r A✳ ▼❛✐s s✐ ❧✬♦♥ s❡ s❛t✐s❢❛✐t ❞✉ ❢❛✐t q✉✬✉♥ ❛♥t✐✲♠♦r♣❤✐s♠❡
❡st ❛✉ ❢♦♥❞ ❢♦rt ♣❡✉ ❞✐✛ér❡♥t ❞✬✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡✱ ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤r❡✐❡r
♣❡✉t êtr❡ ♣r✐✈✐❧é❣✐é❡ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ s♦♥ ❛s♣❡❝t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ✿ ❡♥ ❡✛❡t✱ ♠♦❞✉❧♦ ✉♥
❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✐♥tér✐❡✉r ✭♦✉ ❡♥ r❡❣❛r❞❛♥t ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛♥ts ❞❛♥s ❊①t (A)✮✱
♦♥ ❛ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ (AB)B
′
= ABB
′
✱ ❝❡ q✉✐ ❥✉st✐✜❡ ❝❡tt❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳
❙✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❙❝❤✉r ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té ❞❛♥s G✱ ❡♥
é❝r✐✈❛♥t (GλGµ)Gν = Gλ(GµGν)✱ ✐❧ ❡♥ ❞é❝♦✉❧❡r❛ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ Aλ,µAϕ(λ,µ),ν =
Aµ,νAλ,ϕ(µ,ν)
✷✺✳ ❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥✱ tr❛❞✉✐s❛♥t ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té ❞❛♥s ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥✱ ❞♦✐t
❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ êtr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
(8) AB′B′′,B′′′A
B′′′
B′,B′′ = AB′,B′′B′′′AB′′,B′′′ .
◗✉❡❧❧❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① r❡❧❛t✐♦♥s ❄ ❊❧❧❡s s♦♥t ❛✉
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞❡✉①✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt ❧✬♦r❞r❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ s♦♥t ❝♦♠♣♦sés ❧❡s t❡r♠❡s
❞✐✛èr❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① r❡❧❛t✐♦♥s✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ❞❡s
é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❙❝❤r❡✐❡r
A ♥✬❡st ♣❛s s✉♣♣♦sé ❝❡♥tr❛❧✱ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❧✬❛♥t✐✲❛❝t✐♦♥ ❡①tér✐❡✉r❡ ❞❡ B ✈✐❛ ❧❡
t❡r♠❡ AB
′′′
B′,B′′ ✳
❆✐♥s✐ ❧✬ét✉❞❡ s♣é❝✐✜q✉❡ ❞❡ ❙❝❤✉r ✭❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❝❡♥tr❛❧❡✮ s❡ r❡✲
tr♦✉✈❡ ❛✐sé♠❡♥t ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❙❝❤r❡✐❡r✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈♦✉❧✉
♠♦♥tr❡r ❝❡❧❛ ❛✜♥ ❞❡ r❡♥❞r❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t ❝❧❛✐r ❛✉ ❧❡❝t❡✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❙❝❤✉r ❡t
❙❝❤r❡✐❡r tr❛✐t❡♥t ❜✐❡♥ ❞✉ ♠ê♠❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❡t✱ ❛✐♥s✐✱ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥
é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❛ ♣r♦①✐♠✐té ❞❡ ❧❡✉rs tr❛✈❛✉①✳ ◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❛✉ss✐ ❡♥ ♣r♦✜t❡r ♣♦✉r
♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ♣r♦①✐♠✐té r❡♥❞ ét♦♥♥❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❙❝❤r❡✐❡r ♥❡ s♦✐t ♣❛s
❛❧❧é ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❞❛♥s s♦♥ ét✉❞❡ ❡t✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t✱ ♥✬❛✐t ♣❛s r❡♣r♦❞✉✐t ♥✐ ♠ê♠❡
♠❡♥t✐♦♥♥é ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❙❝❤✉r ✭❝❡ q✉✐ r❡♥❢♦r❝❡ ❡♥❝♦r❡ ❧✬✐❞é❡ q✉❡ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡
❙❝❤✉r ❞❡✈❛✐t ❧✉✐ êtr❡ ✐♥❝♦♥♥✉✮✳
✷✹❯♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ G s✉r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ G′ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡
G ❞❛♥s ❆✉t(G′)✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ ♣♦✉r φ¯ ❞✬❛❝t✐♦♥ ✏❡①tér✐❡✉r❡✑ ❝❛r ❧❡ ❜✉t ❞❡ φ¯ ♥✬❡st ♣❛s ❆✉t (A)
♠❛✐s ❊①t (A)✳
✷✺❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♥✬❛♣♣❛r❛ît ❝❡rt❡s ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ t❡①t❡ ❞❡ ❙❝❤✉r ♠❛✐s ♦♥ ② tr♦✉✈❡ ♣❛r
❝♦♥tr❡ s♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✭♦♥ s❡
r❛♣♣❡❧❧❡r❛ q✉❡ ❧❡s JP,Q ② ❥♦✉❡♥t ❧❡ rô❧❡ ❞❡s Aλ,µ✮ ✿
(B.) JP,QJPQ,R = JP,QRJQ,R, P,Q,R ∈ H.
✽✽
◆♦✉s ❛♥t✐❝✐♣♦♥s ✉♥ ♣❡✉ s✉r ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❢✉t✉rs ♠❛✐s ♥♦✉s ❢❡r♦♥s
r❡♠❛rq✉❡r ♥♦t❛♠♠❡♥t q✉❡ ❙❝❤r❡✐❡r ♥✬✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬✏❛ss♦❝✐❛t✐♦♥✑
s✉r ❧❡s s②stè♠❡s (AB′,B′′) q✉✐ ❛✉r❛✐t été ❧✬❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t❡
♣❛r ❙❝❤✉r s✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s (rP,Q)✳ ■❧ ❢❛✉t ❞✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ r❡❧❛✲
t✐♦♥ ❞✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ s♦✐t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ✐❧ ❢❛✉t s✉♣♣♦s❡r A ❛❜é❧✐❡♥✳
❈❡rt❡s ❙❝❤r❡✐❡r ♥✬❛ ❢❛✐t ❛✉❝✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s A ❡t B ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡
s♦♥ ét✉❞❡ ❛❜str❛✐t❡ ♠❛✐s ✐❧ s✬❡st ♥é❛♥♠♦✐♥s ❝♦♥❝❡♥tré s✉r ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞✬✉♥
❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ❞❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ s❛ t❤ès❡ ❀ ❡♥ ❛②❛♥t ❡✉ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡
❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❙❝❤✉r✱ ♣❡✉t✲êtr❡ ❛✉r❛✐t✲✐❧ ♣♦✉ssé ♣❧✉s ❧♦✐♥ s♦♥ ét✉❞❡ ❛❜str❛✐t❡
♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♦ù A ❡st ❛❜é❧✐❡♥ ❡♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❙❝❤✉r✳
P♦✉r ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ✐❧ s✉✣s❛✐t ❞❡ ♣r♦❝é❞❡r
❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❝❤♦✐s✐t à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡s B ❞✬❛✉tr❡s r❡♣rés❡♥t❛♥ts B˜ ❞❡ ❧❛
❝❧❛ss❡ ❞❡ B ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à B✱ B ❡t B˜ ♥❡ ❞✐✛èr❡♥t q✉❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ A✳
❆✐♥s✐ ♣♦✉r t♦✉t B ❞❛♥s B ❡①✐st❡✲t✲✐❧ ✉♥ é❧é♠❡♥t αB ❞❡ A t❡❧ q✉❡ B˜αB = B✳
❙✐ ❧✬♦♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ B′B′′ = B′B′′AB′,B′′ ✱ ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ♥♦✉s
❝♦♥❞✉✐t ❛❧♦rs à B′B′′ = B˜′αB′B˜′′αB′′ = B˜′B˜′′αB
′′
B′ αB′′ ❡t ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡
à B′B′′AB′,B′′ = ˜B′B′′αB′B′′AB′,B′′ ✳ ▲❡s ♥♦✉✈❡❛✉① r❡♣rés❡♥t❛♥ts B˜ s♦♥t ❞♦♥❝
❛ss♦❝✐és ❛✉ s②stè♠❡ ✿
(A˜B′,B′′) = (αB′B′′AB′,B′′α
−1
B′′(α
B′′
B′ )
−1) = (αB′B′′α
−1
B′′(α
B′′
B′ )
−1AB′,B′′),
❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ é❣❛❧✐té ét❛♥t r❡♥❞✉❡ ❧✐❝✐t❡ ♣❛r❝❡ q✉✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ A ❛❜é❧✐❡♥✳ ■❧ s❡r❛✐t
♥❛t✉r❡❧ ❞❡ st✐♣✉❧❡r q✉❡ ❧❡s s②stè♠❡s (AB′,B′′) ❡t (A˜B′,B′′) s♦♥t ✏❛ss♦❝✐és✑✱ ét❛♥t
❞♦♥♥és q✉✬✐❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧❛ ♠ê♠❡ ❡①t❡♥s✐♦♥✱ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ s❡ ❢❛✐s❛♥t
❥✉st❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛♥ts ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❛✈❡❝ B✳
❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡st ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❙❝❤✉r✱ ❛✉ ❝❛s ♦ù ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❝❡♥tr❛❧❡ ♠❛✐s
♦ù A ❡st ❛❜é❧✐❡♥✳ ❙❛♥s q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉rs✉✐✈✐♦♥s ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t ❞❛♥s ❝❡tt❡ ✈♦✐❡✱ ❧❡
❧❡❝t❡✉r ♣❡✉t ❞✬♦r❡s ❡t ❞é❥à ✐♠❛❣✐♥❡r ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r ❞❡
❙❝❤✉r ♦ù ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs s❡r❛✐❡♥t
r❡♠♣❧❛❝és ♣❛r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡✳
✹✳✶✳✹ ◗✉❡❧❧❡s ❛✈❛♥❝é❡s ❄
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❙❝❤r❡✐❡r ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ❛✈❛♥❝❡r s♣❡❝t❛❝✉❧❛✐r❡♠❡♥t ❧❡
s✉❥❡t ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ✕ ♠ê♠❡ s✐ ✉♥ ♦❡✐❧ ♠♦❞❡r♥❡ ♣❡✉t ② ❞é❝❡❧❡r
❜❡❛✉❝♦✉♣ ✕ ❛✉ s❡♥s ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ rés✉❧t❛t ♥♦✉✈❡❛✉ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❣é♥ér❛❧✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t s✉r ❧✬é✈❡♥t✉❡❧❧❡ ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s✳ ❖♥
♣❡✉t ❞é♣❧♦r❡r ❞❡ ♣❧✉s ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ♦r✐❣✐♥❡❧ ❞❡ ❙❝❤✉r s❡♠❜❧❡ s✬êtr❡
♣❡r❞✉ ❡♥tr❡ t❡♠♣s✳ P♦✉r ❛✉t❛♥t ❙❝❤r❡✐❡r ❛ ❧❡ ♠ér✐t❡ ❞✬❛❜♦r❞❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❣é♥ér❛❧ ❡t ❛❜str❛✐t✱ ❛❧♦rs ♠ê♠❡ q✉❡ s♦♥ ❜✉t ré❡❧ ét❛✐t
✽✾
très ❝♦♥❝r❡t✱ ❡t ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥ ♣r❡♠✐❡r tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❞é❢r✐❝❤❡♠❡♥t✱ ❡♥ s♦✉❧✐❣♥❛♥t
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s q✉❛♥t✐tés ✭AB,B′ ❡t AB✮ ❡t ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❧❡s
r❡❧❛t✐♦♥s q✉✬❡❧❧❡s ❞♦✐✈❡♥t s❛t✐s❢❛✐r❡✱ ❡t ❡♥ ♠❡tt❛♥t ❡♥ ❧✉♠✐èr❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥❡
❡①t❡♥s✐♦♥ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ✭❛♥t✐✲✮♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ B ❞❛♥s ❊①t (A)✳ ■❧
❛ é❣❛❧❡♠❡♥t r❡♥♦✉✈❡❧é ❧✬✐♥térêt ♣♦✉r ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✱ ❡♥ ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t
❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✉t✐❧❡s ❞❛♥s ❧❡s ♣❛r❛❣r❛♣❤❡s q✉✐ s✉✐✈❡♥t ❧✬ét✉❞❡ ❛❜str❛✐t❡✱ ❡t
✐♥s♣✐ré ❞❡s tr❛✈❛✉① ✉❧tér✐❡✉rs r❡♠❛rq✉❛❜❧❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❘❡✐♥❤♦❧❞ ❇❛❡r
❬✶✻❪ q✉❡ ♥♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳
❈♦♠♠❡ ❙❝❤r❡✐❡r tr❛✐t❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❡①❡♠♣❧❡s✱ s♦♥ tr❛✈❛✐❧ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ♠é✲
r✐t❡ ❞✬✐♥❞✐q✉❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s✳ ■❧ s✬✐♥tér❡ss❡ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ à ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ♣❛r ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞✐r❡❝t ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❡t à ❞❡s ❡①t❡♥✲
s✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s✳ ■❧ s✬❡✛♦r❝❡ ❛✉ss✐✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ♣♦rt✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡
❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡✱ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s p✲❣r♦✉♣❡s ✭s❡ ❧✐♠✐t❛♥t ❛✉① ♦r❞r❡s p3✱ p4
❡t p5✮✳ ❈❡s ❣r♦✉♣❡s ♣❡✉✈❡♥t ❡♥ ❡✛❡t s✬♦❜t❡♥✐r ❝♦♠♠❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ✭é✈❡♥t✉❡❧❧❡✲
♠❡♥t s✉❝❝❡ss✐✈❡s✮ ❞❡ p✲❣r♦✉♣❡s ❞✬♦r❞r❡s ✐♥❢ér✐❡✉rs✳ ❉❡ ❝❡s ❡①❡♠♣❧❡s r❡ss♦rt❡♥t
❞❡✉① ❣r❛♥❞❡s ✐❞é❡s✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❡st ❛❝❝♦♠♣❛❣♥é❡ ❞✬✉♥
♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ B ❞❛♥s ❆✉t(A)✱ ♦♥ ♣❡✉t t❡♥t❡r ❞❡ ♠❡ttr❡ à ♣r♦✜t ❧❛ str✉❝t✉r❡
❞❡ ❆✉t(A)✱ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ✭❝❛r ❝❡ s♦♥t ❧❡s
✐♠❛❣❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❡ B✮✳ ▼❛✐s ❙❝❤r❡✐❡r r❡♠❛rq✉❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t
♠❡ttr❡ à ♣r♦✜t ❧✬é✈❡♥t✉❡❧❧❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ B ♣❛r ❣é♥é✲
r❛t❡✉rs ❡t r❡❧❛t✐♦♥s✱ ❝❛r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞é✜♥✐ss❛♥t B ✈♦♥t ✐♥❞✉✐r❡ ✉♥ s②stè♠❡
❞✬éq✉❛t✐♦♥s q✉✐ ❞♦✐t êtr❡ ✈ér✐✜é ♣❛r ❝❡rt❛✐♥s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡
♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ♠❡♥t✐♦♥♥é ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ♥é❛♥♠♦✐♥s ❞é❥à ❝❡tt❡ ✐❞é❡ ❞❛♥s
❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❙❝❤✉r✳
✹✳✷ ▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡①t❡♥✲
s✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✸✵
✹✳✷✳✶ ❘❡✐♥❤♦❧❞ ❇❛❡r
❘❡✐♥❤♦❧❞ ❇❛❡r✷✻ ét❛✐t ✉♥ ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥ ♥é à ❇❡r❧✐♥ ❡♥ ✶✾✵✷ ✭✐❧ ❞é❝é❞❛ à
❩ür✐❝❤ ❡♥ ✶✾✼✾✮ q✉✐✱ ❛♣rès ❛✈♦✐r ❡✛❡❝t✉é ✉♥❡ t❤ès❡ à ●ött✐♥❣❡♥ ✭♦ù ✐❧ ❝ôt♦②❛✱
❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✱ ❊♠♠② ◆♦❡t❤❡r✮ s✉r ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s s✉r ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡✱
s✬✐♥✈❡st✐t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❡♥ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ♣❛r s❛ ♣r♦①✐♠✐té ❛✈❡❝ ❆❧❢r❡❞ ▲♦❡✇②✱
❞♦♥t ✐❧ ❢✉t ❧✬❛ss✐st❛♥t à ❋r✐❜♦✉r❣ ❞❡ ✶✾✷✻ à ✶✾✷✽✱ ❡t ❲♦❧❢❣❛♥❣ ❑r✉❧❧✱ ❛❧❣é❜r✐st❡
r❡♥♦♠♠é ❡t ❣r❛♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t❡✉r à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❛♥♥❡❛✉①✳
❇❛❡r ♦❜t✐♥t ✉♥ ♣♦st❡ à ❍❛❧❧❡ ❡♥ ✶✾✷✽ q✉✬✐❧ ❞✉t q✉✐tt❡r ❡♥ ✶✾✸✸ ❛✈❡❝ ❧❛
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❚r♦✐s✐è♠❡ ❘❡✐❝❤✳ ❋✉②❛♥t ❧✬❆❧❧❡♠❛❣♥❡✱ ✐❧ s❡ ❞é♣❧❛ç❛ à ♣❧✉s✐❡✉rs
✷✻❈❢✳ ❬✶✸✺❪✳
✾✵
r❡♣r✐s❡s ❡♥tr❡ ✶✾✸✸ ❡t ✶✾✸✽✱ ♣❛ss❛♥t ❞❡✉① ❛♥s à ▼❛♥❝❤❡st❡r ♣✉✐s ❞❡✉① ❛♥s à
Pr✐♥❝❡t♦♥ ❡t ✉♥ ❛♥ à ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❈❛r♦❧✐♥❡ ❞✉ ◆♦r❞ ❛✈❛♥t ❞✬❡♥✜♥ s✬ét❛❜❧✐r
à ❯r❜❛♥❛✱ ■❧❧✳✱ ét❛♥t r❡❝r✉té ❝♦♠♠❡ ✏❆ss✐st❛♥t Pr♦❢❡ss♦r✑ à ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡
❧✬■❧❧✐♥♦✐s✳
❘❡✐♥❤♦❧❞ ❇❛❡r ét❛✐t ✉♥ s♣é❝✐❛❧✐st❡ ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡s
❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s✳ ❯♥ ❝♦♠♣t❡✲r❡♥❞✉ ❞❡ s❡s tr❛✈❛✉① ❞❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ❞✐s♣♦✲
♥✐❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❞❡s ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❬✾✽❪✳ ❙❡s ♣r❡♠✐❡rs rés✉❧t❛ts
s✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s ♣❛r✉r❡♥t ❡♥ ✶✾✸✹ ❛❧♦rs q✉✬✐❧ s❡ tr♦✉✈❛✐t à ▼❛♥❝❤❡s✲
t❡r✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ♥✬❡st ♣❛s très é❧♦✐❣♥é ❞❡ q✉❡st✐♦♥s
✐♠♣♦rt❛♥t❡s s✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s❛❜✐❧✐té✷✼✳
❇❛❡r ❝♦♥s✐❞ér❛ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞ès ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡ s❛ ❝❛rr✐èr❡✱ ❛❧♦rs
q✉✬✐❧ ét❛✐t à ▼❛♥❝❤❡st❡r✱ ❡t ② r❡✈✐♥t ♣❧✉s t❛r❞ ❞❛♥s ❬✶✼❪✳
✹✳✷✳✷ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❇❛❡r ❡t s❡s s✉❝❝❡ss❡✉rs
▲❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❙❝❤r❡✐❡r ❛ ♠♦♥tré ❝❧❛✐r❡♠❡♥t q✉❡ s❛♥s ❤②♣♦t❤ès❡ s✉r ❧❡s
❣r♦✉♣❡s ✐♠♣❧✐q✉és ❞❛♥s ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st tr♦♣ ❣é♥ér❛❧ ❡t tr♦♣ ❛r❞✉
♣♦✉r êtr❡ tr❛✐té ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡♠❡♥t✳
❙✐ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♣❛r ✉♥ ❛✉tr❡ ♦♥t ♣✉✱
à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ✜♥ ❞❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✷✵✱ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❞❡s q✉❡st✐♦♥s
♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s✷✽✱ ❛✉❝✉♥❡ ét✉❞❡ ❛❜str❛✐t❡ ❞❡s
❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ♥❡ ✈✐t ❧❡ ❥♦✉r ❡♥tr❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❙❝❤r❡✐❡r ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❘❡✐♥❤♦❧❞
❇❛❡r ❡♥ ✶✾✸✹ ❬✶✻❪✳
❖tt♦ ❙❝❤r❡✐❡r ❛✈❛✐t ❛♥❛❧②sé ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❡♥ ❝❡s t❡r♠❡s ✿
▲❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ A✱ B ❡t ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s AB = BAB ❡t B′B′′ = B′B′′AB′,B′′
❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ A ♣❛r B s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡s é❧é♠❡♥ts AB ❡t
AB′,B′′ s❛t✐s❢♦♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✿
(a) (A′A′′)B = A′BA′′B (AE = A),
(b) (AB
′
)B
′′
= A−1B′,B′′A
B′B′′AB′,B′′ ,
(c) AB′B′′,B′′′A
B′′′
B′,B′′ = AB′,B′′B′′′AB′′,B′′′ (AB,E = AE,B = E).
❊♥ ♦✉tr❡ t♦✉t❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ A ♣❛r B ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❞❡ t❡❧❧❡s
r❡❧❛t✐♦♥s✳
✷✼❯♥ ❣r♦✉♣❡ ❡st ❞✐t ❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ s✬✐❧ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞✐r❡❝t ❞❡ ❞❡✉① ❞❡
s❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞✐st✐♥❣✉és✳
✷✽❈♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❬✶✾✼❪ ♦ù ❝❡ ❧✐❡♥ ❡st très ❝❧❛✐r✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ rés✉❧t❛t q✉✐ ②
❡st ♦❜t❡♥✉ s✉r ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ♣❛ss❡ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ♣❛r ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❝♦r♣s✳
✾✶
■❧ ♥✬❛✈❛✐t ♣✉ ❛❧❧❡r ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡
❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❡t ❞❡s ❝r✐tèr❡s ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ✐❧ ❛✈❛✐t ❞é❣❛❣é ❞❡✉①
tr❛✐ts ✐♥tér❡ss❛♥ts✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s (a) ❡t (b) ✐♥❞✉✐s❡♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥
♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ B ❞❛♥s ❊①t(A)✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt s✐ ❧❡s s②stè♠❡s ✭AB✮ ❡t ✭AB′,B′′✮
❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❛ss♦❝✐é❡s à ✭AB✮
✈✐❛ ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭AB′,B′′ A B′,B′′✮ ♦ù A B′,B′′ ✈ér✐✜❡
A B′B′′,B′′′ A
B′′′
B′,B′′ A
−1
B′′,B′′′ A
−1
B′,B′′B′′′ = E.
❉❛♥s ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s q✉✬✐❧ ❛❜♦r❞❛✐t✱ ❙❝❤r❡✐❡r ét❛✐t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ✐♥tér❡ssé
♣❛r ❧❡ ❝❛s ♦ù B ét❛✐t s♦✉♠✐s à ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ▼❛✐s✱ ❝❡ q✉✬✐❧ ♥❡ s✬ét❛✐t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs
♣❛s ✐♥t❡r❞✐t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❢❛✐r❡ ❞❡s s✉♣♣♦s✐t✐♦♥s s✉r A✳ ❈❡ q✉✐ ❛ ❝❡♣❡♥❞❛♥t
é❝❤❛♣♣é à ❙❝❤r❡✐❡r✱ ❝✬❡st q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r A ♠ê♠❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❣é♥ér❛❧ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s✳ ❖r✱ ♦♥ ✈♦✐t t♦✉t
❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ q✉✬✐❧ ♣❡✉t ② ❛✈♦✐r à s✉♣♣♦s❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ A ❛❜é❧✐❡♥✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ (b)
❞❡✈❡♥❛♥t (AB
′
)B
′′
= AB
′B′′ ✳ ❚♦✉t❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ A ♣❛r B s❡r❛ ❛❧♦rs ❛❝❝♦♠♣❛✲
❣♥é❡ ❞✬✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ B → ❆✉t(A) ❡t ♥♦♥ ♣❧✉s s❡✉❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡
B → ❊①t(A)✳
❇❛❡r ré❛❧✐s❡ ✉♥❡ s②♥t❤ès❡ ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ❞❡ ❝❡s ✐❞é❡s ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ♣rés❡♥t❡s
❝❤❡③ ❙❝❤r❡✐❡r ♦✉ q✉✐ ❞é❝♦✉❧❡♥t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❞❡ s❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s✳ ❇❛❡r
❞é❝r✐t ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❛✐♥s✐ ✿ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ G ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ q✉❡❧✲
❝♦♥q✉❡ N ♣❛r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ C✷✾✱ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ G ✐♥❞✉✐s❡♥t ♣❛r
❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ❞❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ N t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ G ♠♦❞✉❧♦
N ❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❛✈❡❝ C ✐♥❞✉✐s❡♥t ❞❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❡①tér✐❡✉rs ❞❡
N✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ❛ ❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s G → ❆✉t(N) ❡t C → ❊①t(N)✳
❇❛❡r ♥♦♠♠❡ ❞❡ t❡❧s ♠♦r♣❤✐s♠❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✏❝❛r❛❝tèr❡s✑ ❡t ✏❝❛r❛❝tèr❡s
❝♦❧❧❡❝t✐❢s✑✸✵✳
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ♣rés❡♥té ❡t tr❛✐té ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢❛ç♦♥s✳
❇❛❡r ❧❡ ♣♦s❡ ❡♥ ❧❡s t❡r♠❡s s✉✐✈❛♥ts✸✶✳ ❙✐ C ❡t N s♦♥t ❞♦♥♥és ❡t s✐ ❧✬♦♥ ❛ ✉♥
♠♦r♣❤✐s♠❡ C → ❊①t(N)✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡ss❛②❡r ❞❡ tr❛❞✉✐r❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡
❡st ✐♥❞✉✐t ♣❛r ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ G → ❆✉t(N)✱ ♦ù G ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ N ♣❛r
C✳ ❈❡❝✐ ❝♦♥❞✉✐t ❇❛❡r à ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✿
❙♦✐t ❞♦♥♥é ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ X : C → ❊①t(N)✳ ❖♥ ❞✐t ❞✬✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡
χ : G→ ❆✉t(N) q✉✬✐❧ ❡st ✉♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t✸✷ ❞❡ X s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡
✷✾❙✐t✉❛t✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ❞é❝r✐r❛✐t ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ✿ 1→ N → G → C → 1✳
✸✵❈❢✳ ❬✶✻❪ ♣✳ ✸✼✼ ✿ ✏❈❤❛r❛❦t❡r✑ ❡t ✏❑♦❧❧❡❦t✐✈❝❤❛r❛❦t❡r✑✳ P♦✉r ♥❡ ♣❛s ❛❧♦✉r❞✐r ❧❡ ♣r♦♣♦s
❞✬✉♥❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ q✉❡❧q✉❡ ♣❡✉ s✉♣❡r✢✉❡✱ ♥♦✉s ♣❛r❧❡r♦♥s ❞❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡s✱ ❡♥ ♣ré❝✐s❛♥t
❧❡✉r s♦✉r❝❡ ❡t ❧❡✉r ❜✉t✱ ❡t ♥♦♥ ❞❡ ✏❝❛r❛❝tèr❡s✑ ❡t ❞❡ ✏❝❛r❛❝tèr❡s ❝♦❧❧❡❝t✐❢s✑ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❢❛✐t
s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❇❛❡r✳
✸✶❖♥ ♣♦✉rr❛ ❝♦♠♣❛r❡r ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡✱ ❝❢✳ ✾✳✺
✸✷❇❛❡r ♣❛r❧❡ ❞✬✏❆✉✢ös✉♥❣✑✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣♦✉rr❛✐t tr❛❞✉✐r❡ ♣❛r ✏rés♦❧✉t✐♦♥✑✳ ❈❡ t❡r♠❡ ❡st
❞és✉❡t ❡t ✐❧ ♥♦✉s s❡♠❜❧❡ ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞❡ ❧❡ r❡♥❞r❡ ♣❛r ✏r❡❧è✈❡♠❡♥t✑✳
✾✷
η : G→ C t❡❧ q✉❡ ✿
✶✳ ♣♦✉r t♦✉t g ∈ G✱ χ(g) ∈ X(η(g)) ❀
✷✳ ♣♦✉r t♦✉t c ∈ C✱ ♣♦✉r t♦✉t α ∈ X(c)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ g ∈ G t❡❧
q✉❡ η(g) = c ❡t χ(g) = α✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ r❡✈✐❡♥t à s✉♣♣♦s❡r ❧❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡
s✉✐✈❛♥t ✿
G
χ //
η

❆✉t(N)

C
X
// ❊①t(N).
▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♠♣♦s❡ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❧❛ s✉r❥❡❝t✐✈✐té ❞❡ η✳ ▼❛✐s ♣♦✉r êtr❡
❜✐❡♥ ❝♦♠♣r✐s❡✱ ❡❧❧❡ ❞♦✐t êtr❡ r❡♠✐s❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ♦ù G s❡ tr♦✉✈❡ ❜✐❡♥ êtr❡
✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❣r♦✉♣❡ N
′
♣❛r C✳ ❊❧❧❡ tr❛❞✉✐t ❛❧♦rs ❧❡ ❢❛✐t q✉❡
t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ X(c) ❡st é❣❛❧ à ❧✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ rés✉❧t❛♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥
♣❛r ✉♥ ✉♥✐q✉❡ é❧é♠❡♥t c¯ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ G ♠♦❞✉❧♦ N
′
❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❛✈❡❝
C✳ ❈❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♥❡ s❡ ♣rés❡♥t❡ ♣❛s ❞❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ✦ ❊♥ ❡✛❡t c¯
♥✬❡st ❞é✜♥✐ q✉✬à ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ N
′
♣rès✳
▲❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡ X ❡♥ χ ♥❡ r❡✢èt❡ ❞♦♥❝ ♣❛s ❝❡ q✉✐ s❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
❣é♥ér❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s✳ ▼❛✐s ❇❛❡r ❛♣♣♦rt❡ ❞❡s ♣ré❝✐s✐♦♥s q✉✐ r❡♥❞❡♥t
❝❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡✳
❚♦✉t ♠♦r♣❤✐s♠❡ χ : G→ ❆✉t(N) ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ♦❜t❡♥✉ ❝♦♠♠❡ r❡❧è✈❡✲
♠❡♥t✳ ❯♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❡st q✉❡ G ❛❞♠❡tt❡ ✉♥
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✐st✐♥❣✉é N t❡❧ q✉❡ χ ✐♥❞✉✐s❡ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ N s✉r ■♥t(N)✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ X ❡t s♦♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t χ s♦♥t ❞♦♥♥és✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ N = ❑❡r(η)
❝♦♥✈✐❡♥t✳ ❖♥ ✈♦✐t ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t tr❛❞✉✐t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❀
G ❛♣♣❛r❛ît ❡♥ ❡✛❡t ❛❧♦rs ❝♦♠♠❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ N ♣❛r C✳ ▼❛✐s ❝❡tt❡ ♦❜s❡r✈❛✲
t✐♦♥ ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ N ♣❛r C✱ à
♣❛rt s✐ ❧❡ ❝❡♥tr❡ Z ❞❡ N ❡st tr✐✈✐❛❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❛ N ≃ ■♥t(N) ≃ N/Z ❡t t♦✉t
♠♦r♣❤✐s♠❡ X : C → ❊①t(N) ❡♥ ✐♥❞✉✐t ✉♥ C → ❊①t(N/Z)✳
▼❛✐s ❛✈❛♥t ❞❡ s✬✐♥tér❡ss❡r à ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ✉♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t✱ ✐❧
❢❛✉t ét✉❞✐❡r s✐✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é X : C → ❊①t(N)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t✳ ❇❛❡r
♠♦♥tr❡ q✉❡ ❝✬❡st ❜✐❡♥ ❧❡ ❝❛s ❡t q✉✬✐❧ ② ❛ ♠ê♠❡ ✉♥✐❝✐té ♠♦❞✉❧♦ ✏✐s♦♠♦r♣❤✐s✲
♠❡✑✸✸ ❞❡ r❡❧è✈❡♠❡♥ts✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ✐❧ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✬✉♥
r❡❧è✈❡♠❡♥t✳ ■❧ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡
P = {(a, α), a ∈ C, α ∈ ❆✉t(N) s❡ ♣r♦❥❡tt❡ s✉r X(a) ❞❛♥s ❊①t(N)},
✸✸P♦✉r ♥♦tr❡ ♣r♦♣♦s✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ✉t✐❧❡ ❞❡ ❞ét❛✐❧❧❡r ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ q✉✐ ❞✐✛èr❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥
❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r ♣♦✉rr❛ ❝♦♥s✉❧t❡r ❬✶✻❪ ♣✳ ✸✼✽✳
✾✸
♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ (a, α)(b, β) = (ab, αβ)✱ ❡t ❞é✜♥✐t ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ π ♣❛r
π(a, α) = α✳ ▲❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ π : P → ❆✉t(N) ❡st ❛❧♦rs ❜✐❡♥ ✉♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡
X : C → ❊①t(N) ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ρ : P → C ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ρ(a, α) = a✳
▲❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ρ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s (1, α)✱ ♦ù α ❞é❝r✐t ■♥t(N)✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝
✐s♦♠♦r♣❤❡ à N/Z ❡t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ P ❝♦♥str✉✐t ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ N/Z ♣❛r
C✳ ❇❛❡r ré♣♦♥❞ ❞♦♥❝ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ N ❞♦♥t ❧❡
❝❡♥tr❡ Z ❡st tr✐✈✐❛❧✳ ■❧ ♦❜t✐❡♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té à ✏✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✑ ♣rès ❞❡
❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡❧ ❣r♦✉♣❡ N ♣❛r C ré❛❧✐s❛♥t ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ X : C → ❊①t(N)
❞♦♥♥é✱ ❡t s❛✐t ❝♦♥str✉✐r❡ ❝❡tt❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✭✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ P ✮✳
❈❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ s❡✉❧ ❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t ♦✛❡rt ♣❛r ❧❛ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ P ✳
❊♥ ❡✛❡t✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ G ❞❡ N ♣❛r C ré❛❧✐s❛♥t X : C → ❊①t(N)✱ ❡t
s✐ ❧✬♦♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r φ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ G → C✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ γ ❞❡ G ❞❛♥s P ✱
❞é✜♥✐ ♣❛r γ(g) = (φ(g), ig) ✭♦ù ig ❡st ❧✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥
♣❛r ❧✬é❧é♠❡♥t g✮ ❡st s✉r❥❡❝t✐❢✱ ❞❡ ♥♦②❛✉ Z✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ G ❡st ❞♦♥❝ é❣❛❧❡♠❡♥t
✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ Z ♣❛r P ❡t ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ G ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬é❧é♠❡♥t (a, α)
❞❡ P ✐♥❞✉✐t ❧✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡①tér✐❡✉r α ❞❡ N✳
❆✐♥s✐ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s s❡ ré❞✉✐t✲✐❧ à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❡①t❡♥✲
s✐♦♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s ✈✉ q✉❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞♦♥♥é ❡st r❛♠❡♥é❡
à ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ❝❡♥tr❡✳
▲♦rsq✉✬♦♥ ✈❡✉t ❞é❝r✐r❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥✱ ✐❧ ❡st q✉❡st✐♦♥ ❞❡
❝❤♦✐①✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ♥❡ s✉♣♣♦s❡ ♣❛s N ❛❜é❧✐❡♥✱X(c) ❞és✐❣♥❡ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝
♦♣ér❡r ✉♥ ❝❤♦✐① ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡sX(c)✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ ❝❡s
r❡♣rés❡♥t❛♥ts x(c)✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r q✉❡ x(c)x(d)x(cd)−1 ❡st ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡
✐♥tér✐❡✉r ❞❡ N ✭❝❛r s❡ tr♦✉✈❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡ ♥❡✉tr❡✮✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ in(c,d)
♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ n(c, d) ❞❛♥s N✳ ▼❛✐s ❝❡t é❧é♠❡♥t n(c, d) ♥✬❡st ❧✉✐ ♥♦♥ ♣❧✉s
❞é✜♥✐ q✉❡ ♠♦❞✉❧♦ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ N✱ ❞♦♥❝ s❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥ n(c, d) ❝✬❡st
❡♥❝♦r❡ ❢❛✐r❡ ✉♥ ❝❤♦✐①✳
❙✐ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ N ❛❜é❧✐❡♥✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s à ❡✛❡❝t✉❡r ❧❡s ❝❤♦✐① ✐♥❞✐q✉és ❝✐✲
❞❡ss✉s ❝❛r ♦♥ ❛ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ C → ❆✉t(N)✱ ❞♦♥t ❧❡ ❜✉t ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♠♣♦sé ❞❡
❝❧❛ss❡s✳ ❆②❛♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬♦♥ ♣♦✉✈❛✐t s❡ r❡str❡✐♥❞r❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s
❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s✱ ❇❛❡r s❡ ❝♦♥t❡♥t❡ ❞♦♥❝ ❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡ ❝❛s✱
❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡s ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ♠♦✐♥s ❞✬❛♠❜✐❣✉ïtés✳
▲❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ A ❡t ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ χ ❞✬✉♥
❝❡rt❛✐♥ ❣r♦✉♣❡ G ❞❛♥s ❆✉t(A)✳ ❊st à tr♦✉✈❡r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ G ❞♦♥t A ❡st ✉♥
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✐st✐♥❣✉é✱ t❡❧ q✉❡ G/A ≃ G ❡t t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t g ❞❛♥s G✱
❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ G ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à g ✐♥❞✉✐s❡♥t ♣❛r ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥
❧✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ χg✳
❙✐ ❧✬❛♠❜✐❣✉ïté ✐♥❤ér❡♥t❡ à ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ s❡♠❜❧❡ ♠♦✐♥s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥✱ ❡❧❧❡ ♥✬❡♥ ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ❛❜s❡♥t❡✳
❚♦✉t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✈✐❡♥t ❞❡ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ p : G/A → G q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ s✐
✾✹
❧✬♦♥ ✈❡✉t ❝❤♦✐s✐r ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ G ❞♦♥t ❧✬✐♠❛❣❡ ♣❛r p ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ♣ré❝✐s
❞❡ G✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❞♦✐t ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ ❝❤♦✐① ♠♦❞✉❧♦ A✳
❇❛❡r ♣rés❡♥t❡ ❞❡✉① ❢❛ç♦♥s ❞✬❛❜♦r❞❡r ❧✬❛♠❜✐❣✉ïté ❞❛♥s ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✬✉♥
❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ tr❛❞✉✐r❡ ♣❛r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs✳
❈❡✉①✲❝✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❧♦rsq✉✬♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛♥ts r(g)✱ r(h) ❡t r(gh)
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s p−1(g)✱ p−1(h) ❡t p−1(gh)✳ ❈♦♠♠❡ r(g)r(h)r(gh)−1 ❡st
❞❛♥s ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ p✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t αg,h ❞❡ A t❡❧ q✉❡ r(g)r(h) = αg,hr(gh)✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s αg,h ❢♦r♠❡ ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❡t ❧✬❛ss♦✲
❝✐❛t✐✈✐té ❞❛♥s G ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉✬✐❧s s❛t✐s❢♦♥t à ❝❡rt❛✐♥❡s r❡❧❛t✐♦♥s✸✹✳
▼❛✐s ❇❛❡r ♣r♦♣♦s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✱ ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s
❝♦♥❝r❡ts tr❛✐tés ♣❛r ❙❝❤r❡✐❡r✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ é✈✐t❡ ❧❛ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❞❡s s②s✲
tè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❡♥ s❡ ❞♦♥♥❛♥t ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ G ♣❛r ❣é♥ér❛t❡✉rs ❡t
r❡❧❛t✐♦♥s✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t à ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞é✜♥✐ss❛♥t G
✐♥❞✉✐s❡♥t ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✈ér✐✜é❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ G✱ ❡t ♠ê♠❡ ♣❧✉s
♣ré❝✐sé♠❡♥t ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ A✳
❱♦✐❝✐ ❝♦♠♠❡♥t ❇❛❡r ♠❡t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡✳ ❙♦✐t {eν} ✉♥ ❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞❡ G✳ ◗✉✐tt❡ à ❛❥♦✉t❡r ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❡t à r❡♥♦♠♠❡r ❧❡s
eν ✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ t♦✉t eν ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ é❧é♠❡♥t eρ(ν)
❡t q✉❡ e0 = 1✳ ❙✐ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ G ❡st ❞♦♥♥é❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r ❞❛♥s G ❞❡s
é❧é♠❡♥ts eν t❡❧s q✉❡ p(eν) = eν ✳ ❇❛❡r ✐♠♣♦s❡ ❥✉st❡ e0 = 1✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ G
ét❛♥t ❡♥❣❡♥❞rés ♣❛r {eν}✱ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝♦♠♠❡ ❞❡s ✏♠♦ts✑ ❡♥ ❧❡s eν ✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡s q✉❛♥t✐tés ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ eν1 ...eνn ✳ ❇❛❡r ✐♥tr♦❞✉✐t ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ♠♦ts w✱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r w(
∏n
i=1 eνi) =
∏n
i=1 eνi ✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛✲
t✐✈❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ s✐ a ❡t b s♦♥t ❞❡✉① ♠♦ts ❡♥ ❧❡s eν ✱ w(ab) = w(a)w(b)✳ ❉❡
♣❧✉s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♠♣♦sé❡s s✉r {eν} ❢♦♥t q✉❡ w ✈ér✐✜❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
w(a−1) = w(a)−1 ❀ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❞✐t❡ ✏♥♦r♠é❡✑ ✭✏♥♦r♠✐❡rt✑✮✳
❙✐ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ♠♦t r ✈❛✉t 1✱ ❝✬❡st q✉✬✐❧ ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✉ s②stè♠❡ ❞❡ r❡✲
❧❛t✐♦♥s R ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ G✳ ❈♦♠♠❡ p(w(r)) = 1✱ w(r) ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t
❞❡ A✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦ts a q✉✐✱ ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t r ❞❡ R✱
✈❛✉t a(r) = w(r)✱ ❛❧♦rs ❇❛❡r ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡
❡①t❡♥s✐♦♥ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✸✺ ✿
❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦ts a✱ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❡t ♥♦r♠é❡✱ ❡st ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥❡
❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ A ♣❛r G ✐♥❞✉✐s❛♥t ❧✬❛❝t✐♦♥ χ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t ♠♦t
b ✈❛❧❛♥t 1 ❡t ♣♦✉r t♦✉t ν✱
a(eνbe
−1
ν ) = χeν (a(b)).
❈❡❝✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ♣r❛t✐q✉❡ ♣♦✉r st❛t✉❡r s✉r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ❡t s✉r
❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐✳ ■❧ ❢❛✉t ✈ér✐✜❡r q✉✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✐♠♣❧✐q✉❛♥t
✸✹❘❡❧❛t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ✈✉❡s ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❙❝❤✉r ❡t ❞❡ ❙❝❤r❡✐❡r✳
✸✺❈❢✳ ❬✶✻❪✱ ❙❛t③ ✶❜✮ ♣✳ ✸✽✺✳
✾✺
❧❡s ❝♦♥❥✉❣✉é❡s eνbe−1ν ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞é✜♥✐ss❛♥t G✱ ♣❡✉t êtr❡ ✈ér✐✜é ♣❛r ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❡t ♥♦r♠é❡ a✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥♥❛ît ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡
❞❡ G ♣❛r ❣é♥ér❛t❡✉rs ❡t r❡❧❛t✐♦♥s✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît ❛✐♥s✐ t♦✉t à ❢❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡
rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥✳ ❇❛❡r ❛♣♣❧✐q✉❡ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❛✈❡❝
s✉❝❝ès à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ♣❛r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝②❝❧✐q✉❡
✜♥✐✸✻✱ ♣❛r ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞✐r❡❝t ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✱ ♣❛r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥
✜♥✐ ✭✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞✐r❡❝t ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❝②❝❧✐q✉❡s✮✱ ❡t❝✳ ❆ ❛✉❝✉♥ ♠♦♠❡♥t
❇❛❡r ♥❡ s❡ s❡rt ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❇❛❡r ❛ été r❡♣r✐s❡ ♣❧✉s t❛r❞ ♣❛r ❆❧❛♥ ❚✉r✐♥❣ ❡t ❙❛✉♥❞❡rs
▼❛❝ ▲❛♥❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t✳ ◆♦✉s ♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss♦♥s ♣❛s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡①❛❝t❡ ✉t✐❧✐sé❡
♣❛r ▼❛❝ ▲❛♥❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ Z ♣❛r ❞✉ ❞✉❛❧ ❞✉ s♦❧é♥♦ï❞❡ ✭❝❢✳
✾✳✷✳✶✮ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ❡st ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❇❛❡r ❝❛r ❡❧❧❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉
❣r♦✉♣❡ G ♣❛r ❣é♥ér❛t❡✉rs ❡t r❡❧❛t✐♦♥s✳ ❆❧❛♥ ❚✉r✐♥❣ ❧✉✐✱ ♣r♦❧♦♥❣❡❛ ❞❛♥s ❬✷✷✷❪
❧✬ét✉❞❡ ♠❡♥é❡ ♣❛r ❇❛❡r ❡♥ ❧❛ r❡❢♦r♠✉❧❛♥t q✉❡❧q✉❡ ♣❡✉✸✼ ❡t ❡♥ ♠♦♥tr❛♥t q✉❡
❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❇❛❡r s✬❛❞❛♣t❡ très ❜✐❡♥ ❛✉ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♥♦♥
❛❜é❧✐❡♥✸✽✳ ■❧ s✬❡✛♦rç❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞✉ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❇❛❡r ❡♥
s✐♠♣❧✐✜❛♥t ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ R✳
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ a s❛t✐s❢❛✐s❛♥t à ❧❛ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥ ❞❡ ❇❛❡r ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❢❛❝✲
t❡✉rs✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ q✉❛♥t✐tés s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥❞✉✐t❡s ♣❛r ❧✬❛ss♦✲
❝✐❛t✐✈✐té ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥✳ ❇❛❡r ❛ ❜✐❡♥ ♠♦♥tré q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s
ét❛✐❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ♠❛✐s s✬❡st ❝♦♥❝❡♥tré ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡✱ ♣ré❢é✲
r❛♥t ❧❡s ✈❡rt✉s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♠♦ts ❛✉① s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs✱
q✉✐ ❝♦❞❡♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ à ét❡♥❞r❡ ♥❡ s❡ r❡❧è✈❡
♣❛s ✜❞è❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥✳
❉✬❛✐❧❧❡✉rs ▼❛rs❤❛❧❧ ❍❛❧❧✱ ❞❛♥s ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ✶✾✸✽ ❬✶✵✵❪✱ r❡♣r✐t ✉♥❡ ❜♦♥♥❡
♣❛rt✐❡ ❞❡s ✐♥❣ré❞✐❡♥ts ❞❡ ❇❛❡r ♠❛✐s ❡♥ ❛tt❛q✉❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s
✸✻❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ G ❡st ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ✉♥ é❧é♠❡♥t z ❞✬♦r❞r❡ ✜♥✐ n✳ ❇❛❡r ♣♦s❡ e0 = 1✱ e1 = z✱
e2 = z
−1✳ ▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞é✜♥✐ss❛♥t G s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ eln1 = 1 ♦ù l ❞é❝r✐t Z✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ a à tr♦✉✈❡r s❡r❛ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r s❛ ✈❛❧❡✉r a(zn) = c✳ ▲♦rsq✉✬♦♥
♠❡t ❡♥ ÷✉✈r❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❇❛❡r✱ ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ a ❞é✜♥✐r❛ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ s✐ ❡t
s❡✉❧♠❡♠❡♥t s✐ c ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛r χz✳
✸✼❖♥ ❛✉r❛ ♣✉ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❇❛❡r ❛❞♦♣t❡ ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❧é❣èr❡♠❡♥t ❛❧❛♠❜✐q✉é❡ ❡♥
❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♠♦ts ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡s ♥♦r♠é❡s✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡
❧✐❜r❡ F ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s eν ❡t s✐ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ R ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ F s✉r G✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît
q✉❡ R ❡st ❡♥❣❡♥❞ré ♣ré❝✐sé♠❡♥t ♣❛r ❧❡s ❝♦♥❥✉❣✉és ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s eνbe−1ν ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s
❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❇❛❡r✳ ❈❡ ❝r✐tèr❡ s❡ r❡❢♦r♠✉❧❡ ❞♦♥❝ ♥♦♥ ♣❧✉s ❡♥ ❧❡s t❡r♠❡s ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♥♦r♠é❡ a ♠❛✐s ❡♥ ❧❡s t❡r♠❡s ❞✬✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ a : R → A✳
✸✽❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♥♦♥ ❛❜é❧✐❡♥✱ s❡✉❧❡♠❡♥t X : F/R → ❊①t(A)
❡st ❞♦♥♥é ✭♦♥ é❝r✐t F/R ♣♦✉r G✱ ❧❡s ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ét❛♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s✮✳ ❙✐ χ : F → ❆✉t(A)
❞és✐❣♥❡ ✉♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡ X✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐♥❞✉✐s❛♥t X s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ a : R → A ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❇❛❡r ❡t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡
✭tr✐✈✐❛❧❡ s✐ A ❡st ❛❜é❧✐❡♥✮ χr(a) = a(r)−1aa(r) ♣♦✉r t♦✉t r ❞❛♥s R ❡t t♦✉t a ❞❛♥s A✳
✾✻
s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs✳ ❈❡t ❛rt✐❝❧❡ ❢✉t ré❞✐❣é à ❧✬■♥st✐t✉t❡ ❢♦r ❆❞✈❛♥❝❡❞ ❙t✉❞②
❞❡ Pr✐♥❝❡t♦♥✱ ♦ù ❇❛❡r tr❛✈❛✐❧❧❛ ❞❡ ✶✾✸✺ à ✶✾✸✼✱ ❡t ❢✉t s♦✉♠✐s ❡♥ ♠❛✐ ✶✾✸✼✳
❙❛♥s ❞♦✉t❡ ❍❛❧❧ ❛✲t✲✐❧ été ✐♥✢✉❡♥❝é ♣❛r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❇❛❡r ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❀ ✐❧ ❢❛✐t ♥♦t❛♠♠❡♥t ré❢ér❡♥❝❡✸✾ à ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ❝♦✉rs ❞✐s♣❡♥sés ♣❛r
❝❡ ❞❡r♥✐❡r à Pr✐♥❝❡t♦♥✳
❉❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡✱ ❍❛❧❧ s❡ r❡str❡✐♥t à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s G ❞✬✉♥
❣r♦✉♣❡ A ♣❛r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ H ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs ♣r❡♥♥❡♥t ❧❡✉rs ✈❛❧❡✉rs
❞❛♥s ❧❡ ❝❡♥tr❡ B ❞❡ A✹✵✳ ❆✈❡❝ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡✱ s✐ ❧✬♦♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❞❡ ❙❝❤r❡✐❡r✱ ♦♥ ✈❡rr❛ q✉❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ (b) ❡st s✐♠♣❧✐✜é❡✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t
✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ H ❞❛♥s ❆✉t(A)✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❛❜é❧✐❡♥✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ✜①❡ ✉♥
♠♦r♣❤✐s♠❡ χ : H → ❆✉t(A)✱ ❡t s✐ ❧✬♦♥ é❝r✐t au ♣♦✉r χu(a)✱ ♦ù u ❡st ❞❛♥s H
❡t a ❞❛♥s A✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❍❛❧❧ ❝♦♥s✐st❡ ❞♦♥❝ à ❞ét❡r♠✐♥❡r t♦✉s ❧❡s s②stè♠❡s
❞❡ ❢❛❝t❡✉rs à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s B ✈ér✐✜❛♥t ✿
(uv, w)(u, v)w = (u, vw)(v, w), u, v, w ∈ H.
❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❇❛❡r✱ ❍❛❧❧ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝r✉❝✐❛❧❡ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡
✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ H ♣❛r ❣é♥ér❛t❡✉rs ❡t r❡❧❛t✐♦♥s✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t
❧❛ ♠ê♠❡ ❀ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞é✜♥✐ss❛♥t H ❞♦✐✈❡♥t ❛✈♦✐r ❧❡✉rs ♣❡♥❞❛♥ts ❞❛♥s A✳ ▲❛
❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡st q✉❡ ❍❛❧❧ ❧❡s réé❝r✐t à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s (u, v)✳
❱✐❛ χ✱ t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ H s❡ ✈♦✐t ❛ss♦❝✐❡r ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ A✱ q✉✐
✐♥❞✉✐t ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ B✳ ❙✐ α ❞és✐❣♥❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ B✱ u ❞és✐❣♥❡ ✉♥
é❧é♠❡♥t ❞❡ H ❡t n ✉♥ ❡♥t✐❡r q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ♦♥ ❛ (αn)u = (αu)n q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t
♥♦t❡r αnu✳ ❈♦♠♠❡ ❡♥ ♦✉tr❡ αruαsv = αru+sv✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r αh
♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t h ❞❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ Z[H]✳ ▲✬❛♥♥❡❛✉ Z[H] ❞✉ ❣r♦✉♣❡ H ❛♣♣❛r❛ît
❛✐♥s✐ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs✳
❙✐ x✱ y✱ z✱✳✳✳ ❞és✐❣♥❡♥t ❞❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞❡ H✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛♥ts
x✱ y✱ z✱✳✳✳ ❞❛♥s G ❞❡s ❝❧❛ss❡s ♠♦❞✉❧♦ A ❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡s é❧é♠❡♥ts
❞❡ H✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❧✐❜r❡ F ❡♥ ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ①✱ ②✱ ③✱✳✳✳✱
q✉❡ ❧✬♦♥ ♠✉♥✐t ❞✬✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ F → G ❡♥✈♦②❛♥t ① s✉r x✱ ② s✉r y✱ ❡t❝✳ ❙✐ ❧✬♦♥
❝♦♠♣♦s❡ ❝❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ G→ H✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡
F → H ❡♥✈♦②❛♥t ① s✉r x✱ ② s✉r y✱ ❡t❝✳
❙✐ H ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s Φi(x, y, z, ...) = 1✱ 1 ≤ i ≤ r✱ ✉♥ rés✉❧t❛t
q✉❡ ❧✬♦♥ tr♦✉✈❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬♦✉✈r❛❣❡ ❬✶✾✵❪ ❞❡ ❘❡✐❞❡♠❡✐st❡r ♣❡r♠❡t ❞❡
✈♦✐r q✉❡ ❧❡s ♠♦ts ❞❡ F ❡♥✈♦②és s✉r ❧❡ 1 ❞❡ H ❢♦r♠❡♥t ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
❝♦♥❥✉❣✉é R ❞❡ F ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s Φi(①,②, ③, ...)✳
✸✾❈❢✳ ❧❛ ♥♦t❡ ❞❡ ❜❛s ❞❡ ♣❛❣❡ ❞❡ ❬✶✵✵❪ ♣✳ ✷✷✽✳
✹✵❍❛❧❧ ❞és✐❣♥❡ ❝❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ♣❛r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✏❡①t❡♥s✐♦♥s ❝❡♥tr❛❧❡s✑✳ ◆♦✉s ♥❡ r❡♣r♦❞✉✐✲
s♦♥s ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ❝❡tt❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ❝❛r ❡❧❧❡ ❡st ❡♥ ❝♦♥✢✐t ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s
❛✐❧❧❡✉rs ❞❛♥s ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✱ q✉✐ ❡st ❝❡❧❧❡ ❝♦♠♠✉♥é♠❡♥t ❛❞♦♣té❡ à ❧✬❤❡✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡✱ ❡t st✐♣✉❧❡
q✉✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❡st ✏❝❡♥tr❛❧❡✑ s✐ A ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ G✳
✾✼
❖r t♦✉t ❢❛❝t❡✉r (u, v) = (uv)−1uv ❡st ❡♥✈♦②é s✉r ❧❡ 1 ❞❡ H✱ ❞♦♥❝ ❧❡ ♠♦t
❧✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❞❛♥s F ❡st ❞❛♥s R✳ ❯♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❙❝❤r❡✐❡r s✉r ❧❡s s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡s ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❧✐❜r❡✹✶ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❝❡s ♠♦ts ❡♥❣❡♥❞r❡♥t R✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s
(u, v) s♦♥t✱ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ t♦✉s ❞❛♥s B✱ ♦♥ ✈♦✐t ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s Φi(x, y, z, ...)
❞é✜♥✐ss❡♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ B✳ ❈❡s q✉❛♥t✐tés αi = Φi(x, y, z, ...) ❞ét❡r♠✐♥❡♥t
❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs✳
❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡t à ❍❛❧❧ ❞✬ét❛❜❧✐r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✹✷ ✿
❯♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s
Φi(x, y, z, ...) = αi ∈ B✱ 1 ≤ i ≤ r✱ ❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ A ♣❛r H✱ ❡st
q✉❡
∏
i α
hi
i = 1 ❞ès ❧♦rs q✉❡
∏
iΦ
hi
i = 1✳
❱✐❛ ❝❡ t❤é♦rè♠❡✱ ❧✬ét✉❞❡ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡ s✉r ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
[h1, ..., hr] ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s
∏
iΦ
hi
i = 1✳ ❍❛❧❧ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s ✈❡❝✲
t❡✉rs ❢♦r♠❡ ✉♥ Z[H]✲♠♦❞✉❧❡ ❡t ✐❧ r❛♠è♥❡ ❛✐♥s✐ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à ❞❡s ❝♦♥s✐❞ér❛✲
t✐♦♥s s✉r Z[H] ❡t ❧❡s Z[H]✲♠♦❞✉❧❡s✳
✹✳✷✳✸ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s
❉❛♥s ❧❡s q✉❡❧q✉❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s q✉❡
❝♦♠♣t❡♥t ❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✸✵✱ ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❡st ❞♦♥❝ t♦✉❥♦✉rs ❧❛ ♠ê♠❡ ✿ ❡①♣❧♦✐t❡r
❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥❞✉✐t❡s ❞❛♥s A ♣❛r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ H✳ ❇❛❡r
♣ré❢ér❛✐t ❡♥ ♣❛ss❡r ♣❛r ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s H → ❆ ❛♣rès ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛✉ ❝❛s
❛❜é❧✐❡♥✳ ❚✉r✐♥❣ ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ❞❡ ❇❛❡r ét❛✐t ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡
s❛♥s s❡ r❛♠❡♥❡r ❛✉ ❝❛s ❛❜é❧✐❡♥✳ ❍❛❧❧ ♣ré❢ér❛✐t ❧✉✐ ét✉❞✐❡r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝✲
t❡✉rs✳ ❙✐ ♣❧✉s✐❡✉rs rés✉❧t❛ts ❝♦♥❝r❡ts ♦♥t été ét❛❜❧✐s ❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛✣♥é❡s✱
✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉té ❝♦♥❝❡♣t✉❡❧❧❡✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❙❝❤r❡✐❡r
❝♦♥st✐t✉❡♥t ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧✬❛tt❛q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t ❧❡ ♣♦✐♥t ❝❧é ❞❡ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛✲
t✐♦♥ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s✱ à s❛✈♦✐r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❣é♥ér❛t❡✉rs
❡t r❡❧❛t✐♦♥s ❞✉ ❣r♦✉♣❡ à ét❡♥❞r❡✱ ❡st ✉♥❡ ✐❞é❡ ❞é❥à ♣rés❡♥t❡ ❝❤❡③ ❙❝❤✉r ❞❛♥s
s❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳
❖♥ ♣♦✉rr❛ s❡ r❛♣♣❡❧❡r q✉❡ ❙❝❤✉r ❛✈❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐ ✉♥ ❣r♦✉♣❡✱ ❞✐t
✏♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r ❞❡ ❙❝❤✉r✑✱ ❞♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡
❢❛❝t❡✉rs✳ ❖♥ ❧❡ r❡tr♦✉✈❡✱ s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s
❞❡ ❇❛❡r ❡t ❞❡ ❍❛❧❧✳ ■❧s ♥❡ s❡♠❜❧❡♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ❛✈♦✐r r❡♣r✐s ❝❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞✐✲
r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❙❝❤✉r ♠❛✐s ♣❧✉tôt ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❇r❛✉❡r s✉r ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s✹✸✳
■❧ ② ❛ ❞❡✉① ❢❛ç♦♥s ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇r❛✉❡r✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥s✐st❡ à
❧❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs✱ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❞✉ ♣♦✐♥t
✹✶❈❢✳ ❬✷✵✶❪ ♣✳ ✶✼✸✳
✹✷❈❢✳ ❬✶✵✵❪ ♣✳ ✷✷✹✳
✹✸❈❢✳ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❬✷✸❪✳
✾✽
❞❡ ✈✉❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s à ❞✐✈✐s✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✱ ❝✬❡st
❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❢❛ç♦♥ q✉✬❛❞♦♣t❡ ❇❛❡r✱ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s
❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s à ❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❇r❛✉❡r✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❞é✜♥✐r
✉♥ ♣r♦❞✉✐t s✉r ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✳ ▼❛✐s ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ❝♦♠♣♦s❡r ❡♥tr❡
❡❧❧❡s q✉❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ A ♣❛r ✉♥ ♠ê♠❡ ❣r♦✉♣❡ C
ré❛❧✐s❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ χ : G → ❆✉t(A)✳ ❙✐ G1 ❡t G2 s♦♥t ❞❡✉① t❡❧❧❡s
❡①t❡♥s✐♦♥s ❡t s✐ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ ρi ❧❡s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s r❡s♣❡❝t✐❢s G→ Gi/A✱ ❛❧♦rs ❧❡
♣r♦❞✉✐t G1 ⊗ G2 ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s (g1, g2)✱ ♦ù ❧❡s gi
s♦♥t ❞❛♥s Gi ❡t ✈ér✐✜❡♥t ρ−11 (Ag1) = ρ
−1
2 (Ag2)✱ s♦✉♠✐s ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✿
✕ (g1, g2) = (h1, h2) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ h1g−11 = g2h
−1
2 ❀
✕ (a, 1) = (1, a) ♣♦✉r t♦✉t a ❞❛♥s A✳
G1⊗G2 ❡st ♠✉♥✐ ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t ♥♦té ◦ ❞é✜♥✐ ♣❛r (g1, g2)◦(h1, h2) = (g1h1, g2h2)✳
❇❛❡r ✐♥tr♦❞✉✐t ❛✉ss✐ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s✉r ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ✭à ✈r❛✐
❞✐r❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♥♦♥ ❛❜é❧✐❡♥✮✱
❧❡ ✏t②♣❡✑ ❀ ❞❡✉① ❡①t❡♥s✐♦♥s G1 ❡t G2 s♦♥t ❞✉ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❧♦rsq✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥tr❡ G1 ❡t G2 ✈❛❧❛♥t ❧✬✐❞❡♥t✐té s✉r N ❡t C✳
❈❡ q✉❡ ♣r♦✉✈❡ ❇❛❡r✱ ❝✬❡st q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ T ❞❡s t②♣❡s ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s✱ ♠✉♥✐
❞✉ ♣r♦❞✉✐t ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ⊗✱ ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❡s
t②♣❡s ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ét❛♥t ❞ét❡r♠✐♥és ♣❛r ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ a ♦✉ ❞❡s
s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉✬❡♥ ❛ss♦❝✐❛♥t à ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ a ❧❡
t②♣❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ q✉✬✐❧ ❞ét❡r♠✐♥❡✱ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉✬❡♥ ❛ss♦❝✐❛♥t à ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡
❢❛❝t❡✉rs ❧❡ t②♣❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s q✉✬✐❧ ❞ét❡r♠✐♥❡✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❛✐♥s✐ ❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s
s✉r❥❡❝t✐❢s ❞✬✐♠❛❣❡ T ✳
❍❛❧❧ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧✉✐ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs✳ ■❧ ❡st ❞é✲
✜♥✐ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs à ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♣rès✱ ♠✉♥✐
❞❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❡r♠❡ à t❡r♠❡ ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs✹✹✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛ s❡ ❝♦♥✈❛✐♥❝r❡
q✉✬❡♥ ❛ss♦❝✐❛♥t à t♦✉t❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs
q✉✬❡❧❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❍❛❧❧ ❡t ❝❡❧✉✐
❞❡ ❇❛❡r✳ ❍❛❧❧ ✐♥tr♦❞✉✐t ❝❡ ❝♦♥❝❡♣t ❡♥ ✈✉❡ ❞✬✉♥ rés✉❧t❛t ❝♦♥❝r❡t✳ ❘❡♣r❡♥❛♥t
✉♥❡ ✐❞é❡✹✺ ❞❡ ❚❛❞❛s✐ ◆❛❦❛②❛♠❛✱ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉
✹✹❈✬❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❙❝❤✉r ♣♦✉r ❧❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r✱ s✐ ❝❡
♥✬❡st q✉❡ ❙❝❤✉r ét❛♥t ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù H ét❛✐t ✜♥✐ ❡t A = C∗✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❝❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs r❡♠♦♥t❡ à ❇r❛✉❡r✱ ❞❛♥s ❬✷✸❪✱ ➓✸✳ ❇r❛✉❡r
❧✬❛✈❛✐t ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❡t ét❛❜❧✐ q✉❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s
❝❧❛ss❡s ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ ❛✉ ❣r♦✉♣❡ ❞✐t ❞❡ ❇r❛✉❡r✱ ❞♦♥t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s
❡①t❡♥s✐♦♥s ❝♦♥s✐❞éré ♣❛r ❇❛❡r ❡st ❧❡ ♣❡♥❞❛♥t✳
✹✺❈✬❡st ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f(v) =
∏
v∈H
(u, v)✳ ◆❛❦❛②❛♠❛ ❛✈❛✐t ❛ss♦❝✐é ❝❡tt❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❬✶✻✾❪ à ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ sé♣❛r❛❜❧❡ ❀ ❡❧❧❡ ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ❡♥ ❧❛ ❝❧❛ss❡
❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs✳
✾✾
❝♦r♣s ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ✜♥ ❞❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✷✵✱ ❧❡s s②stè♠❡s
❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ét❛✐❡♥t très ✉t✐❧✐sés✱ ✐❧ ♣r♦✉✈❡✹✻ q✉❡ s✐ H ❡st ✜♥✐ ❛❧♦rs ❧✬♦r❞r❡ ❞❡
t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞✐✈✐s❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ H ❡t ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t
❝♦♠♠✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡s ♦r❞r❡s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ B✳
▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❥✉sq✉✬❛✉ ❞é❜✉t
❞❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✹✵ ♣❡✉t à ♣❡✉ ♣rès êtr❡ rés✉♠é à ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞✬❡♥ ❞✐r❡
❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡t à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❛r ❙❝❤✉r ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛✲
t✐♦♥ ❞❛♥s ❬✷✵✹❪✳ ▲❡s ré❢ér❡♥❝❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❞❡s ❛✉t❡✉rs q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝✐tés ✐❝✐
s♦♥t très ❧✐♠✐té❡s ❡t ❡♥ r❡✈✐❡♥♥❡♥t t♦✉❥♦✉rs à ❙❝❤r❡✐❡r ♣✉✐s ❇❛❡r✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❛♣♣❛r❛ît à ❝❡tt❡ é♣♦q✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ s✉❥❡t ❧✐♠✐té ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡
❝♦♥❝❡♣ts ❡t ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s✳ P♦✉r ❛✉t❛♥t ✐❧ ❝♦♠♠❡♥ç❛✐t à r❡t❡♥✐r ❞❡ ♣❧✉s ❡♥
♣❧✉s ❧✬❛tt❡♥t✐♦♥ à ❧❛ ✜♥ ❞❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✸✵✳ ❙❡s ❧✐❡♥s ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s t❤é♦r✐❡s ❛❧❣é✲
❜r✐q✉❡s ét❛✐❡♥t ♣❡✉ à ♣❡✉ ♠✐s ❡♥ ✈❛❧❡✉r ❡t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts
s✉r ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s✹✼✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ s✉rt♦✉t q✉❡ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❡①✲
t❡♥s✐♦♥s ♦✉✱ ❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t ❛✉ ♠ê♠❡✱ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡
❢❛❝t❡✉rs✱ ❝ré❡ ✉♥ ❧✐❡♥ ❢♦rt ❛✈❡❝ ❧❡s t❤é♦r✐❡s ❞❡s s②stè♠❡s ❤②♣❡r❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❞❡s
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❡t ❞✉ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❧❛ss❡s✳ ❈❡ q✉✐ ♠❛♥q✉❡ ❛❧♦rs ❡st
✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❛❜str❛✐t❡ ❡t ✉♥✐✜❛♥t❡ ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ ❝❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❛♥s
❞✐✈❡rs❡s t❤é♦r✐❡s✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ré♣♦♥❞r❛ à ❝❡ ❞é❢❛✉t✳
✹✻❈❢✳ ❬✶✵✵❪ ♣✳ ✷✷✷✳
✹✼❖♥ ❛ ♠❡♥t✐♦♥♥é ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤♦❧③ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❞❛♥s ❬✶✾✼❪✱ ❧❛
r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r ❍❛❧❧ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♠♦❞✉❧❡ s✉r ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡✳✳✳ ❖♥
s❡ r❛♣♣❡❧❧❡r❛ ❛✉ss✐ q✉❡ ❙❝❤✉r ❛✈❛✐t✱ à ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ❝♦♥s✐❞éré ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥
❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡ ♥❛t✉r❡✱ ❧✐é ❛✉① r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♣r♦❥❡❝t✐✈❡s✱ ❡t q✉❡ ❙❝❤r❡✐❡r ❛✈❛✐t
❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❛❜str❛✐t❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t à ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡ ❋✉rt✇ä♥❣❧❡r
❡♥ ✈✉❡ ❞❡ rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❧❛ss❡s✳
✶✵✵
❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡
▲✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞é❝✐s✐✈❡ ❞✉
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡
❞❛♥s ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s
✶✵✶

▲❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ♣❛r❛❧❧è❧❡s ❞❡ ❞✐✈❡rs❡s t❤é♦r✐❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡t ❧❡s ❡❢✲
❢♦rts ❞✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✱ ❛❝❝♦♠♣❧✐s ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣❛r ❘✐✲
❝❤❛r❞ ❇r❛✉❡r ❡t ❊♠♠② ◆♦❡t❤❡r✱ ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts✱ ❝♦♠♠❡
❝❡❧✉✐ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇r❛✉❡r✱ à ❣r❛♥❞❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✱ ❝❛r s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s
❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❞✐✈❡rs ❞♦♠❛✐♥❡s✳
❖♥ ❛ ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❧❛ ✜♥ ❞✉ ❳■❳❡ s✐è❝❧❡ ❛✉
❞é❜✉t ❞❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✹✵✱ ♦♥ ♣♦✉✈❛✐t ✐❞❡♥t✐✜❡r ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣r♦✲
✈❡♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s 1✱ 2 ❡t 3✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s
♦♥ ♥✬❡♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❛✉❝✉♥ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡✳ ▲❛ ✈♦❧♦♥té ❞❡ ❝♦♠♣ré✲
❤❡♥s✐♦♥ ❡t ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts ❛✲t✲❡❧❧❡✱ à ❡❧❧❡ s❡✉❧❡✱ ❝♦♥❞✉✐t à
❧✬é❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❄
▲❡ ❧❡❝t❡✉r ❧✬❛✉r❛ ❝♦♠♣r✐s✱ s✐ ❧❡s ♠❛♥✐❢❡st❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s
❣r♦✉♣❡s ✕ ❛✈❛♥t q✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♥❡ s♦✐t ❢♦♥❞é❡ ✕ s♦♥t ♥♦♠❜r❡✉s❡s✱ ❡❧❧❡s s♦♥t
♥é❛♥♠♦✐♥s ♣❡✉ ✈❛r✐é❡s✱ s❡ ❧✐♠✐t❛♥t ❛✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s 1✱ 2 ❡t 3✳ ❆ ❝❡ st❛❞❡ ❞❡
♥♦tr❡ ét✉❞❡ ❤✐st♦r✐q✉❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ✐♠❛❣✐♥❡r ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❡✉① ♣r♦❝❡s✲
s✉s ❛②❛♥t ♣✉ ♠❡♥❡r à ❧❛ ♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✱ q✉✐ s❡ s♦♥t
❞✬❛✐❧❧❡✉rs ♣❡✉t✲êtr❡ ❝♦♠❜✐♥és✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ✐♠❛❣✐♥❡r q✉❡✱ s✉r ❧❛ ❜❛s❡
❞❡s s❡✉❧s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❡t ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧✬✐♥térêt ♣♦rté ♥♦t❛♠♠❡♥t ❛✉
❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇r❛✉❡r ❡t à s❡s ❛♥❛❧♦❣✉❡s ❞❛♥s ❞✐✈❡rs❡s t❤é♦r✐❡s✱ ❛ été ❡✛❡❝t✉é❡
✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❡t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝♦❤♦✲
♠♦❧♦❣✐q✉❡s ❡♥ ❜❛ss❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❛❜♦✉t✐ss❛♥t à ❧❛ ♠✐s❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ❞✬✉♥❡ t❤é♦r✐❡
❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐q✉❡ ❣é♥ér❛❧❡✳ ▼❛✐s ♦♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥❝❡✈♦✐r q✉❡ ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s
❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐q✉❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ét❛✐❡♥t tr♦♣ r❡str❡✐♥ts ♣♦✉r ♠❡♥❡r à ✉♥❡ ✈✐s✐♦♥
❣❧♦❜❛❧❡ q✉✐ ❧❡s ❛✉r❛✐t ❝♦♠♣r✐s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♠❛♥✐❢❡st❛t✐♦♥s très ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛ ❞û s❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ❡♥ ♣❛rt✐❡
❤♦rs ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é❡s✱ ❡t ♥❡ s✬❡st ♦❝❝✉♣é❡ q✉❡
❞❛♥s ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡♠♣s ❞✬✐♥t❡r♣rét❡r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡t ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts t❡❧s q✉❡
❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✾✵ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt ❡t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇r❛✉❡r✳
❈❡s ❤✐st♦✐r❡s ♣♦ss✐❜❧❡s r❡♥✈♦✐❡♥t à ❞❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ♣❧✉s ❧❛r❣❡s ❞❡ ❧✬❤✐s✲
t♦✐r❡ ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳ ■❧ ♥✬② ❛✉r❛✐t r✐❡♥ ❞✬ét♦♥♥❛♥t à ❝❡ q✉❡ ❧❡s q✉❡❧q✉❡s
rés✉❧t❛ts ❡t ❝♦♥❝❡♣ts ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐q✉❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡①❤✐❜és ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✲
♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❛✐❡♥t ♣✉ ♠❡♥❡r à ❡✉① s❡✉❧s à ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❣é♥ér❛❧❡✳ ▼❛✐s✱ ♣♦✉r
q✉✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ s♦✐t ♠♦t✐✈é❡✱ ♦♥ s✬❛tt❡♥❞ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡♠❡♥t à ❝❡ q✉❡
❧❛ t❤é♦r✐❡ ❣é♥ér❛❧❡ ♣❡r♠❡tt❡ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s
❛❧❣è❜r❡s✱ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♦✉ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❣râ❝❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ à ❞❡ ♥♦✉✲
✈❡❛✉① rés✉❧t❛ts ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐q✉❡s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
4 ♦✉ 5 ✕ s✐♥♦♥✱ q✉❡❧❧❡ ❡st ❧❛ ✈❡rt✉ ❞❡ ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❄ ❖✉ ❛❧♦rs✱ ♣❡✉t✲♦♥
♠❡ttr❡ ❧❛ ♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s s✉r ❧❡ ❝♦♠♣t❡ ❞✬✉♥ ♣r♦✲
❝❡ss✉s ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ❞❡ ❧✬❡ss♦r ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ♠♦❞❡r♥❡✱ ♣r❡♥❛♥t ♣♦✉r
❜❛s❡ ❧❡s t❤é♦r✐❡s ♣ré❝✐té❡s ❄
❇✐❡♥ sûr✱ ❡♥ s❝✐♥❞❛♥t ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡♥ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❡t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡
✶✵✸
❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✱ ♦♥ ❞♦♥♥❡ ❛✉ ❧❡❝t❡✉r ✉♥❡ ✈✐s✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ tr♦✉❜❧❡
❞❡ ❝❡ q✉✬❡st ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❡t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❡❧❧❡ ❛ ♣✉ s❡
❢♦r♠❡r✳ ▲❡ t❡r♠❡ ✏❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡✑ ❡st ❡♥ ❡✛❡t ❡♠♣r✉♥té ❛✉ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡ ❞❡ ❧❛
t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❡t s✉❣❣èr❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ♣r♦✈✐❡♥t
♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉t❛♥t ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ q✉❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡✳ ❖♥ ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝
❛♣♣♦rt❡r ❛✉❝✉♥❡ ré♣♦♥s❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛
❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s s✉r ❧❛ s❡✉❧❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡
t❤ès❡✳ ▲❡ ❜✉t ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡✱ q✉✐ s✬♦✉✈r❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❡st ❞♦♥❝
❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s r❛❝✐♥❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❡t✱ ✐♥
✜♥❡✱ ❞❡ st❛t✉❡r s✉r ❧❡s rô❧❡s ❡t ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♣ré❝✐s❡s ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡t ❞❡
❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❛♥s s❛ ♥❛✐ss❛♥❝❡✳
✶✵✹
❈❤❛♣✐tr❡ ✺
▲✬é♠❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡
❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡
▲✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛✉ ❞é❜✉t ❞✉ ✈✐♥❣✲
t✐è♠❡ s✐è❝❧❡ ❛✱ ♦♥ ❧❡ s❛✐t✱ été ❞ét❡r♠✐♥❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞❡✈❡♥✐r ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡✳
❊❧❧❡ ❛ ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① rés✉❧t❛ts✶ ❡t à ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡
❞❡ ❝❛❧❝✉❧s✷ ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ❡t ❛
♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❞♦♥♥é ♥❛✐ss❛♥❝❡ à ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ✿
❧✬❛❧❣è❜r❡ ❤♦♠♦❧♦❣✐q✉❡✸✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♠♦♠❡♥t ❝❧é ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s ♠❛✲
t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ❧❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡ ♥♦t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s tr❛✲
❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t sé♣❛rés ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❛✉ ♠ê♠❡ t✐tr❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ q✉❡
❧✬❛❧❣é❜r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ♣❛r ❉❡s❝❛rt❡s✳ P❛r ❧à ♠ê♠❡✱ ❧✬❛❧❣é❜r✐s❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛ ♣✉ ❛❝q✉ér✐r ✉♥❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r✐✈✐❧é❣✐é❡ ❡t ❞❡✈❡♥✐r ✉♥ ❡♥❥❡✉ ♠❛✲
❥❡✉r ♣♦✉r ❧✬❤✐st♦✐r❡ ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞✉ ✈✐♥❣t✐è♠❡ s✐è❝❧❡✳ ❉✐❡✉❞♦♥♥é✱ ❧✬✉♥
❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❤✐st♦r✐❡♥s ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞✉ ✈✐♥❣t✐è♠❡ s✐è❝❧❡ ✕ q✉❡❧❧❡s
q✉❡ s♦✐❡♥t ❧❡s rés❡r✈❡s ❧é❣✐t✐♠❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ é♠✐s❡s q✉❛♥t à s❛ ♣r❛t✐q✉❡
❞❡ ❧✬❤✐st♦✐r❡ ✕ ♥❡ s✬② ❡st ♣❛s tr♦♠♣é ❡♥ ❝♦♥s❛❝r❛♥t s♦♥ ♦✉✈r❛❣❡ ❤✐st♦r✐q✉❡ ♠❛✲
❥❡✉r ❬✺✺❪ à ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡✳ ❙❡❧♦♥ s♦♥ ❛♥❛❧②s❡✱ ② s❡r❛✐t à ❧✬♦❡✉✈r❡ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t
❞❡ ❢♦♥❞ ❞❡ ❧✬❤✐st♦✐r❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ str✉❝t✉r❛❧✐st❡ ✿
✕ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡t ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ✭♣♦✉r ♥♦✉s✱
❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❡t ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡✮✱ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡s tr❛♥s❢❡rts ❞✬✐♥✲
t✉✐t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡s ❀
✶❈❢✳ ❬✶✶✸❪ ♣✳ ✻✹ ✿ ✏❚❤❡ s❡♥s❛t✐♦♥❛❧ ♥❡✇ ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ r❡s✉❧ts ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡
❡✈❡♥ t♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ ✇✐t❤♦✉t ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♦❜❥❡❝ts✳✑
✷❈❢✳ ❬✷✸✼❪ ♣✳ ✼✾✼ ✿ ✏❆ ✶✾✷✺ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❊♠♠② ◆♦❡t❤❡r ✭✳✳✳✮ s❤✐❢t❡❞ t❤❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡
✏❤♦♠♦❧♦❣② ❣r♦✉♣s✑ ♦❢ ❛ s♣❛❝❡✱ ❛♥❞ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇❡r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
♣✉r♣♦s❡s ✐♥ t❤❡ ✶✾✸✵✬s✳✑
✸❈❢✳ ❬✷✸✼❪ ♣♦✉r ✉♥ s✉r✈♦❧ ❞❡ ❧✬❤✐st♦✐r❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❤♦♠♦❧♦❣✐q✉❡ ❡t ❬✺✺❪ ♣♦✉r ✉♥ t♦✉r
❞✬❤♦r✐③♦♥✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✱ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✳
✶✵✺
✕ rô❧❡ ♠♦t❡✉r ❞❡ ❧✬é❝♦❧❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❛❧❧❡♠❛♥❞❡ ✭❍✐❧❜❡rt✱ ❊✳ ◆♦❡t❤❡r✮ ❀
✕ é♠❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❛❜str❛✐t❡s ❡♥ ❧✐❡✉ ❡t ♣❧❛❝❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♦r✐❣✐✲
♥❡❧❧❡s✱ ❡♠♣r❡✐♥t❡s ❞❡ r❡❝♦✉rs à ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥✳
▲✬❤✐st♦✐r❡ ❞❡s s❝✐❡♥❝❡s ❝♦♥t❡♠♣♦r❛✐♥❡s✱ s✐ ❡❧❧❡ s✬❡st ❞é❣❛❣é❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❣r✐❧❧❡
❞❡ ❧❡❝t✉r❡ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✱ ♥✬❡♥ ❛ ♣❛s ♠♦✐♥s
❧❛r❣❡♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉é à ❞é❜❛ttr❡ ❛✉t♦✉r ❞❡s ♠ê♠❡s t❤è♠❡s✱ ❞♦♥t ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t
❞❡ r❛♣♣❡❧❡r ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ✐♥❝♦♥t♦✉r♥❛❜❧❡ ❞ès ❧♦rs q✉✬✐❧s ♦♥t été ♠✐s ❡♥ ❛✈❛♥t
♣❛r ❧❡s ♣r♦t❛❣♦♥✐st❡s ♠ê♠❡s ❞❡ ❝❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ✭❍♦♣❢ ❡t
❆❧❡①❛♥❞r♦✛ ♥♦t❛♠♠❡♥t✮✳ ❈❡❝✐ ❡st ♣❡r❝❡♣t✐❜❧❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s tr❛✈❛✉①
❞❡ ❲❡✐❜❡❧ ❬✷✸✼❪ ❡t ▼❝▲❛rt② ❬✶✻✸❪✳ ❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ✐❧ s❡r❛✐t ♣❛r tr♦♣ ré❞✉❝t❡✉r
❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❡s ❞é❜❛ts à ✉♥ s✐♠♣❧❡ ❞✐❛❧♦❣✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣❡♥sé❡ str✉❝t✉r❛❧✐st❡✱ ❡t ❞❡s
tr❛✈❛✉① ❝♦♠♠❡ ❝❡✉① ❞✬❆❧❛✐♥ ❍❡rr❡♠❛♥✹ s❡ s♦♥t ❛tt❛❝❤és à r♦♠♣r❡ ❛✈❡❝ ❧❡s
❛♣♣r♦❝❤❡s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉s t❤é♦r✐q✉❡s ❡t ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣♦✉r
❞é❝r✐r❡ ❞✬❛✉tr❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣é❜r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡
✭❡♥ ❧✬♦❝❝✉r❡♥❝❡ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞✬✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ sé♠✐♦t✐q✉❡ ♠❡tt❛♥t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❛
♣♦❧②sé♠✐❡ ✕ ❣é♦♠étr✐q✉❡✱ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❡t s②♠❜♦❧✐q✉❡ ✕ ❞❡s t❡r♠❡s ❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐
❞❡ ❝❤❛î♥❡✮✳
P♦✉r ❛✉t❛♥t✱ ❡♥ ❞é♣✐t ❞❡ t♦✉s ❝❡s tr❛✈❛✉① ❡t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱ ❧✬❤✐st♦✐r❡ ✐♥✲
t❡r♥❡ ♠ér✐t❡r❛✐t ❞✬❡♥ êtr❡ ❡♥❝♦r❡ ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡ ❡t ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ② ❝♦♥tr✐❜✉❡r ✐❝✐
❡♥ ♠♦♥tr❛♥t ❧❛ ♣r✐♦r✐té ❞✉ r❛♣♣♦rt à ❧✬♦❜❥❡t ❞❛♥s ❧✬é♠❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡
❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳ ❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ❝❡tt❡ ❤✐st♦✐r❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❡t ❝♦♥❝❡♣ts ❡st ✐♥✲
❞✐ss♦❝✐❛❜❧❡ ❞✬✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ♦ù ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
✭❧❡ str✉❝t✉r❛❧✐s♠❡ ❞❡ ◆♦❡t❤❡r✮✱ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❤✉♠❛✐♥❡s ❡t ♣r♦❢❡ss✐♦♥♥❡❧❧❡s ✭❧❡s
❝♦♥t❛❝ts ❡♥tr❡ ◆♦❡t❤❡r✱ ❍♦♣❢✱ ❆❧❡①❛♥❞r♦✛✱ ❇r♦✉✇❡r✮✱ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t s❝✐❡♥✲
t✐✜q✉❡ ✭❧❡ rô❧❡ ❞❡ ●ött✐♥❣❡♥ ❞❛♥s ❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞❡s ❛♥♥é❡s ✷✵✮ ❥♦✉❡♥t✱
♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s✱ ✉♥ rô❧❡ ❡ss❡♥t✐❡❧✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♠ê♠❡ ❝❤❡③ ✉♥ ❛✉t❡✉r ❝♦♠♠❡
❍♦♣❢ q✉✐ ♥✬❤és✐t❡ ♣❛s à ♠❡ttr❡ ❝❡s ❢❛❝t❡✉rs ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♣❧❛♥✱ ❝✬❡st ❜✐❡♥ ❧❛ rés♦✲
❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❝♦♥❝r❡ts q✉✐ r❡st❡ ❧❡ ♠♦t❡✉r ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣✲
♣❡♠❡♥t s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❡t ❞♦♥♥❡ ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ à ❝❡s ❢❛❝t❡✉rs ✏❡①t❡r♥❡s✑ ❞❡ ♣❛rt✐❝✐♣❡r
à ❧✬é♠❡r❣❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❞♦①❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝♦✲❛❧❣é❜r✐q✉❡✳
❈❡tt❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s ❞❛♥s ❧✬é❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡
❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♠♦❞❡r♥❡ ♥♦✉s s❡♠❜❧❡ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ✉♥ ❝❛s ❞✬é❝♦❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠❛t❤é♠❛✲
t✐q✉❡s ❞✉ ✈✐♥❣t✐è♠❡ s✐è❝❧❡✱ ❡t ❥✉st✐✜❡r ❛♠♣❧❡♠❡♥t q✉❡ ♥♦✉s ② r❡✈❡♥✐♦♥s ♣❧✉s
❛✈❛♥t ✐❝✐✳ ❊♥ ✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣t❡✱ ♥♦tr❡ ♣r♦♣♦s s❡r❛ ❞♦✉❜❧❡ ✿ ❞r❡ss❡r ✉♥ t❛❜❧❡❛✉
❧❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❤✐st♦✐r❡✱ ❡♥ ❡♥tr❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❞ét❛✐❧ ❞✉ tr❛✲
✈❛✐❧ ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❀ ❛rt✐❝✉❧❡r ❝❡s ♠♦♠❡♥ts ❝♦♥❝❡♣t✉❡❧s ❛✉① ❛✉tr❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❤✐st♦r✐q✉❡ ❡t ❛✉① ❛✈❛♥❝é❡s ré❝❡♥t❡s✱ q✉✐tt❡ à ❧❛✐ss❡r ❝❡rt❛✐♥❡s
q✉❡st✐♦♥s ♦✉✈❡rt❡s ✕ ♣❡✉t✲êtr❡ ♣♦✉r t♦✉❥♦✉rs✱ ❧❡s ♣r♦t❛❣♦♥✐st❡s ❞✐r❡❝ts ❛②❛♥t
✹❈❢✳ ❬✶✵✻❪ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ s♣é❝✐✜q✉❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣é❜r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡t ❬✶✵✼❪ ♣♦✉r
✉♥❡ ét✉❞❡ sé♠✐♦t✐q✉❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s t❡①t❡s ♣❤❛r❡s ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡ P♦✐♥❝❛ré à ✶✾✸✵✳
✶✵✻
❞✐s♣❛r✉ ❡♥ ♥♦✉s ❧❛✐ss❛♥t ❞❡s té♠♦✐❣♥❛❣❡s ❡♥ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡s ❡t ❡♥t❛✲
❝❤és ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❞❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❞✬é✈è♥❡♠❡♥ts r❡❝✉❧és✳
P♦✉r ❡♥ r❡✈❡♥✐r à ♥♦tr❡ ♦❜❥❡t ❞✬ét✉❞❡✱ ❛♣rès ❝❡s ❞✐❣r❡ss✐♦♥s ♠ét❤♦❞♦❧♦✲
❣✐q✉❡s✱ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡✱ q✉✐ ét❛✐t ❥✉sq✉❡ ❧à tr❛✐té❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡
❡t ❢❛✐s❛✐t ❛♣♣❡❧ à ✉♥❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❞❡ ♥❛t✉r❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡✱ s✬❡st ✈✉❡ ✐♥✈❡st✐❡✱ ❛✉
❞é❜✉t ❞✉ ❳❳❡ s✐è❝❧❡✱ ♣❛r ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❡t ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts
❛❜str❛✐ts ♣❛r❢♦✐s ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡s ❡♥ t❡r♠❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s✳ ❈❡ t♦✉r✲
♥❛♥t ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡st tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐é à ❧✬✐♥✲
tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳ ❱♦✐❝✐ ♣♦✉rq✉♦✐✳ ❏✉sq✉✬❛❧♦rs
❧❡s t♦♣♦❧♦❣✉❡s ❛ss♦❝✐❛✐❡♥t ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ✭❞✐ts ✏❞❡ ❇❡tt✐✑ ❡t ✏❞❡ t♦rs✐♦♥✑✮ à
❧❡✉rs ♦❜❥❡ts ❞✬ét✉❞❡ ✭❧❡s ♣♦❧②è❞r❡s ♦✉ ✏❝♦♠♣❧❡①❡s✑✮ ❀ ✐❧ ét❛✐t ❞❛♥s ✉♥❡ ❧❛r❣❡
♠❡s✉r❡ ❝♦♥♥✉✱ ♠❛✐s ✐♠♣❧✐❝✐t❡✱ q✉❡ ❝❡s ♥♦♠❜r❡s ét❛✐❡♥t ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡
❣r♦✉♣❡s s♦✉s✲❥❛❝❡♥ts ❛✉① ♣♦❧②è❞r❡s ✭❣r♦✉♣❡s q✉✐✱ ❧♦rs ❞❡ ❧❡✉r ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱
❢✉r❡♥t ❛♣♣❡❧és ✏❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❇❡tt✐✑ ❡t ✏❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✑✮✳ P❛r❝❡ q✉❡ ❥✉s✲
t❡♠❡♥t ❝❡s ♥♦♠❜r❡s ♣❡r♠❡tt❛✐❡♥t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ s❛♥s ❛♠❜✐❣✉ïté ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❡♥
q✉❡st✐♦♥✱ ✐❧ ♥✬ét❛✐t ❛ ♣r✐♦r✐ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❡♥ t♦♣♦❧♦✲
❣✐❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✱ s❛✉❢ à ❝ré❡r ✉♥❡ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s à ♣r❡♠✐èr❡ ✈✉❡
✐♥✉t✐❧❡✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❇❡tt✐ ❡t ❞✬❤♦♠♦✲
❧♦❣✐❡ ❡st ✉♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❧✬❛❧❣é❜r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡✱ ❝✬❡st ♣❛r❝❡
q✉✬❡❧❧❡ ♠❛rq✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ✐♥térêt ✈ér✐t❛❜❧❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r
❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❡♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡t ❛✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s✱ ♦✉✈❡rt ❧❛
✈♦✐❡ à ✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❡♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡✳
❙❡ ♣♦s❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❡t ❧é❣✐t✐♠❡ ✿ q✉❡❧❧❡ ❡st ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ♣ré❝✐s❡
❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇❡tt✐✴❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❄ ❆ s❛✈♦✐r ✿ q✉✐ ❧❡s ❛ ❝♦♥ç✉s ❄
◗✉✐ ❧❡s ❛ ❝♦♥s✐❞érés ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❄
❆✈❡❝ q✉❡❧❧❡s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s✱ q✉❡❧s rés✉❧t❛ts ❡t q✉❡❧ ❞❡✈❡♥✐r ❄
❈❡s q✉❡st✐♦♥s ♦♥t ❞é❥à été ❝♦♥s✐❞éré❡s ♣❛r ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥ts tr❛✈❛✉① ❞✬❍✐s✲
t♦✐r❡ ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ✐♥térêt ❝r♦✐ss❛♥t ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ✈✐♥❣t ❞❡r✲
♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✳ ◆♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ s✬✐♥s❝r✐t ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t
✈✐s❡ à ❡♥ ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐r ❧❡s ❛♥❛❧②s❡s✳ ◆♦✉s ❢❡r♦♥s✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✱ ✉♥❡ s②♥t❤ès❡
❞❡s tr❛✈❛✉① ❧❡s ♣❧✉s ♣❡rt✐♥❡♥ts s✉r ❧❡ s✉❥❡t✺✳ ■❧ ❡♥ r❡ss♦rt q✉✬❊♠♠② ◆♦❡✲
t❤❡r ❛ ❡✉ ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♣ré♣♦♥❞ér❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡
❇❡tt✐✴❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✱ ❞❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤é♦✲
r✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❡♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡✳ ❙✐ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r à ❞é✜♥✐r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡
❡st ▲❡♦♣♦❧❞ ❱✐❡t♦r✐s✱ ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥ ✈✐✈❛♥t à ❱✐❡♥♥❡ à ❧✬é♣♦q✉❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥té✲
r❡ss❡✱ ❡t ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ♣❛s ✉♥ ♣r♦❝❤❡ ❞✬❊♠♠② ◆♦❡t❤❡r✱ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r tr❛❝❡
❞✬✉♥❡ r❡♥❝♦♥tr❡ ❡♥tr❡ ❱✐❡t♦r✐s ❡t ◆♦❡t❤❡r ✕ à ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞✬✉♥ r❡♣❛s ❝❤❡③ ❇r♦✉✲
✇❡r ✕ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❛✉r❛✐t ❡①♣❧✐q✉é ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s
✺❈✐t♦♥s ♥♦t❛♠♠❡♥t ❬✺✹❪✱ ❬✶✶✸❪✱ ❬✶✺✷❪✱ ❬✶✻✸❪✱ ❬✷✷✽❪✱ ❬✷✸✼❪✳
✶✵✼
❞❡ ❇❡tt✐✻✳ ■❧ s❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ à ♣r❡♠✐èr❡ ✈✉❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣✉✐ss❡ ❛ttr✐❜✉❡r ♣♦✉r ✉♥❡
♣❛rt ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❧❛ ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ❞❡ ❱✐❡t♦r✐s à ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ◆♦❡t❤❡r✳
❈❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ❤✐st♦r✐q✉❡ s✉♣❡r✜❝✐❡❧❧❡ r❡✢èt❡ ❡♥ ❢❛✐t ❛ss❡③ ♠❛❧ ❧❛ ré❛❧✐té✳
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❡①♣❧✐q✉❡r♦♥s ❡♥ ❞ét❛✐❧s✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ❡♥ ❡✛❡t q✉✬êtr❡ ❞✬❛❝❝♦r❞
❛✈❡❝ ❧✬❛✣r♠❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡ ❑❧❛✉s ❱♦❧❦❡rt✼ ✿ ✏❉✐❡ ❆❧❣❡❜r❛✐s✐❡r✉♥❣ ✐♥ ❞✐❡s❡♠
❙✐♥♥❡ s❝❤❡✐♥t ✐♥ ③✇❡✐ ✈♦♥❡✐♥❛♥❞❡r ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣s❧✐♥✐❡♥ ❜❡❣♦♥✲
♥❡♥ ③✉ ❤❛❜❡♥✑✳ ▲❡s ❞❡✉① ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ♠❡♥❛♥t à ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥
❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ s♦♥t ✐♥❝❛r♥é❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣❛r
◆♦❡t❤❡r ❡t ❍♦♣❢ ❞✬✉♥ ❝ôté✱ ❡t ❱✐❡t♦r✐s ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳ ❙✐ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❝♦♥❝❡♣✲
t✉❡❧ ♦✛❡rt ♣❛r ❧❡s ❣r❛♥❞s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✕ ❝♦♠♠❡ ❧✬é♠❡r❣❡♥❝❡ ❞❡
❧✬❛❧❣è❜r❡ ♠♦❞❡r♥❡ ❡t ❞✉ str✉❝t✉r❛❧✐s♠❡✽ ✕ ❛ ❞❡ t♦✉t❡ é✈✐❞❡♥❝❡ ❥♦✉é ✉♥ rô❧❡
✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ♣r♦♣r❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❝✬❡st ❡♥ t♦✉t ❝❛s ❧✬✉♥❡ ❞❡
♥♦s t❤ès❡s✱ ❛ ❥♦✉é ✉♥ rô❧❡ ❡ss❡♥t✐❡❧✳ ❆✉ss✐ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞✉ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡s
r❡❝❤❡r❝❤❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞❡s ❛✉t❡✉rs ❝✐tés ❡st✲❡❧❧❡ à ♠ê♠❡ ❞❡ ❞é❣❛❣❡r ❛✈❡❝
❝❧❛rté ❞❡s ♦♣♣♦s✐t✐♦♥s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝♦♥❝✉rr❡♥t❡s✱ ❧❡✉rs
♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❡s s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡s✱ ❧❡✉rs ♦❜❥❡❝t✐❢s ❡t ❧❡✉rs rés✉❧t❛ts✳ ❈❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡
♣❡r♠❡t ❞❡ r❡❧❛t✐✈✐s❡r ❧❛r❣❡♠❡♥t ❧❡ rô❧❡ ❞❡s ♣r♦♣♦s ❞❡ t❛❜❧❡ t❡♥✉s ♣❛r ◆♦❡t❤❡r
❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ ❞î♥❡r ❝❤❡③ ❇r♦✉✇❡r ❡t✱ ❛❝❝❡ss♦✐r❡♠❡♥t✱ ❞❡ ♠✐❡✉① ✈❛❧♦r✐s❡r ❧❡ rô❧❡
❥♦✉é ♣❛r ❇r♦✉✇❡r ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞✬❆❧❡①❛♥❞r♦✛ ❡t ❱✐❡t♦r✐s✳ P♦✉r ❞✐r❡ ❧❡s
❝❤♦s❡s ❝rû♠❡♥t✱ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ✉♥ ♣❡✉ ♥❛ï✈❡ ❞✉ ✏t♦✉t ❡st ❞é❥à ❝❤❡③ ◆♦❡t❤❡r✑ s♦✉✲
t❡♥✉❡ ♣❛r ❍♦♣❢ ❡t ❆❧❡①❛♥❞r♦✛✱ ♥♦♥ s❛♥s ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬❤✐st♦✐r❡✱ ♥♦✉s s❡♠❜❧❡✲t✲✐❧✱ ♣❛r❛ît ♠ê♠❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❝❤♦q✉❛♥t❡ ❡♥ ❝❡ q✉✬❡❧❧❡
t❡♥❞ à s✉❜st✐t✉❡r à ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞é❧✐❝❛t❡ ❞❡ ❧✬é♠❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ✕
❛✈❡❝ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ P♦✐♥❝❛ré✱ ❧❡s ǫ✲❝❤❛î♥❡s ❞❡ ❇r♦✉✇❡r✱ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❡s✲
♣❛❝❡s ❝♦♠♣❛❝ts ❝❤❡③ ❱✐❡t♦r✐s✱ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❢♦r♠❡❧ ❞✬❛❧❣é❜r✐s❛t✐♦♥ ❝❤❡③ ❍♦♣❢✳✳✳
✕ ❧❡ ré❞✉❝t✐♦♥♥✐s♠❡ ✉♥ ♣❡✉ ♠❛♥✐❝❤é❡♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❛❧✐st❡ ❞❡
❧✬❤✐st♦✐r❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳
❊♥ ♠♦♥tr❛♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ♦♥t été
❝♦♥ç✉s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✱ q✉❛s✐ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t✱ s❡❧♦♥ ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❢♦rt ❞✐s✲
t✐♥❝t❡s✱ ♥♦✉s ❡s♣ér♦♥s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✐❧❧✉str❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡
❧❛ s❝✐❡♥❝❡ ❛ ✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ ✐♥t❡r♥❡ q✉✐ ♥❡ s✬✐♥tè❣r❡ ♣❛s ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡♠❡♥t ❡①❝❧✉✲
s✐✈❡♠❡♥t ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥❡ ✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s❝✐❡♥❝❡ ❣♦✉✈❡r♥é❡ ♣❛r ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ❣r❛♥❞s
♣r♦❣r❛♠♠❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ◆♦✉s ♠❡ttr♦♥s ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡
❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ❣♦✉✈❡r♥é❡ ❛✉t❛♥t ♣❛r ✉♥ ♣r♦✲
✻▲✬é♣✐s♦❞❡ ❡st é✈♦q✉é ♣❛r ❆❧❡①❛♥❞r♦✛✱ é❣❛❧❡♠❡♥t ♣rés❡♥t à ❝❡ ❞î♥❡r ✿ ✧■♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡
♦❢ ❉❡❝❡♠❜❡r ❊♠♠② ◆♦❡t❤❡r ❝❛♠❡ t♦ s♣❡♥❞ ❛ ♠♦♥t❤ ✐♥ ❇❧❛r✐❝✉♠✳ ✭✳✳✳✮ ■ r❡♠❡♠❜❡r ❛
❞✐♥♥❡r ❛t ❇r♦✉✇❡r✬s ✐♥ ❤❡r ❤♦♥♦✉r ❞✉r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ s❤❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❡tt✐
❣r♦✉♣s ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ✇❤✐❝❤ s♣r❡❛❞ ❛r♦✉♥❞ q✉✐❝❦❧② ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t❤❡ ✇❤♦❧❡
♦❢ t♦♣♦❧♦❣②✧✱ ❬✶✶❪ ♣✳ ✸✷✹✳
✼❈❢✳ ❬✷✷✽❪ ♣✳ ✷✽✸✳
✽❈❢✳ ❬✹✸❪✳
✶✵✽
❣r❛♠♠❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ r❡❢♦♥t❡ ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ✭✐❝✐ ❡♥ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡
❞❡ ❧✬❡ss♦r ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ♠♦❞❡r♥❡ ❡♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ✈✐❛ ❧❡s ❡✛♦rts ❞❡ ◆♦❡t❤❡r✾✮ q✉❡
♣❛r ❞❡s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❜✐❡♥ ♠♦✐♥s ❣é♥ér❛❧❡s✱ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✐é❡s à ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❝♦♥❝rèt❡ ✭❧❛ ♥é❝❡ss✐té ♣♦✉r ❱✐❡t♦r✐s ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❛❧♦rs
❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❡♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡ à ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s✮✳
P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥❝❡r♦♥s ♣❛r r❛♣♣❡❧❧❡r ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬ét✉❞❡
❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✷✵✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♣r♦♣é❞❡✉t✐q✉❡✱ s✬✐♥✲
tér❡ss❡r❛ à ❧✬✏❛❜str❛❝t✑ ❞✬✉♥ ❡①♣♦sé ❞✬❊♠♠② ◆♦❡t❤❡r ❞❛t❛♥t ❞❡ ✶✾✷✺✱ q✉✐
♣♦rt❡ ❡♥ ❣❡r♠❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡t ♥♦✉s ❞♦♥♥❡r❛ ✉♥❡ ❜❛s❡
❞❡ ré✢❡①✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s t❡①t❡s ❛♥❛❧②sés ❞❛♥s ❧❡s ♣❛r❛❣r❛♣❤❡s s✉✐✈❛♥ts✳
◆♦✉s ❡♥ ♣r♦✜t❡r♦♥s ♣♦✉r ♠❡♥t✐♦♥♥❡r ❧❡s q✉❡❧q✉❡s ✭r❛r❡s✮ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ ❧❛
♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❡♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛✈❛♥t ✶✾✷✺ ❛✜♥ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ✈❛❧❡✉r ❧✬❛✈❛♥❝é❡
s✉❣❣éré❡ ♣❛r ❧❡s ♣r♦♣♦s ❞❡ ◆♦❡t❤❡r✳
◆♦✉s ❡♥tr❡r♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦❡✉r ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ❛r✲
t✐❝❧❡s ❞✬é♣♦q✉❡ ❧❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥ts ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ét✉❞❡✱ à s❛✈♦✐r ✿ ✉♥❡
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❱✐❡t♦r✐s ✭♣✉❜❧✐é❡ ❡♥ ✶✾✷✼✮ ❛✉① ▼❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❆♥♥❛❧❡♥
❢❛✐s❛♥t s✉✐t❡ à ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ✶✾✷✻ ✭❬✷✷✻❪✮ ❡t ❧❡s ❛rt✐❝❧❡s ❊✐♥❡ ❱❡r❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡r✉♥❣
❞❡r ❊✉❧❡r✲P♦✐♥❝❛rés❝❤❡♥ ❋♦r♠❡❧ ❞❡ ❍❡✐♥③ ❍♦♣❢ ❡t Ü❜❡r ❛❜str❛❦t❡ ❚♦♣♦❧♦❣✐❡
❞❡ ❲❛❧t❤❡r ▼❛②❡r✶✵✳ ❈❡✉①✲❝✐ ❢❡r♦♥t ❧✬♦❜❥❡t✱ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s s❡❝t✐♦♥s ✸✱ ✹ ❡t ✺✱
❞✬✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ s♣é❝✐✜q✉❡✳ ◆♦✉s ❝♦♥❢r♦♥t❡r♦♥s ❝❡s ❛rt✐❝❧❡s ❡♥tr❡ ❡✉① ❡t✱ ♣❧✉s
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♣❡♥❝❤❡r♦♥s s✉r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ◆♦❡t❤❡r ❞❛♥s ❧❡ tr❛✈❛✐❧
❞❡ ❍♦♣❢✳ ◆♦✉s ❞✐s❝✉t❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ✻❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❱✐❡✲
t♦r✐s ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡s ✐❞é❡s ❞❡ ◆♦❡t❤❡r ✭q✉✬❆❧❡①❛♥❞r♦✛ ❛ ♣✉ ❧✉✐ tr❛♥s♠❡ttr❡✮ ❡t
❞❡ ❇r♦✉✇❡r✱ ❛✈❛♥t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ ❡♥ ♠❡♥❛♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ✉♥❡ ré✢❡①✐♦♥ s✉r ❧❡
rô❧❡ ❞❡s tr❛❞✐t✐♦♥s ❡t ❞❡ ❧❛ ❝✉❧t✉r❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥
❞❛♥s s❛ ♣r♦♣r❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡t ❞❛♥s s♦♥ ❛♣♣ré❝✐❛t✐♦♥ ❞❡s ❛✉tr❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱
② ❝♦♠♣r✐s à t✐tr❡ rétr♦s♣❡❝t✐❢✳ ◆♦✉s ♠❡♥t✐♦♥♥❡r♦♥s ❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s é♣✐sté✲
♠♦❧♦❣✐q✉❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❡♥ êtr❡ t✐ré❡s q✉❛♥t ❛✉ ♠♦❞❡ ❞❡ ❢♦♥t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛
❝♦♠♠✉♥❛✉té ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡t à s❡s ♠♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥
❞✉ s❛✈♦✐r✳
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é❥à ❞✐t✱ ✐❧ ❞❡✈r❛✐t ♥♦t❛♠♠❡♥t r❡ss♦rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡
❛♥❛❧②s❡ q✉❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ♣❛r ❱✐❡t♦r✐s ❡t ♣❛r ◆♦❡✲
t❤❡r✴❍♦♣❢ s✉✐t ❞❡✉① ❞é♠❛r❝❤❡s ❡①trê♠❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s✳
✾❈❢✳ ❬✹✸❪✳
✶✵❘❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❬✶✶✽❪ ❡t ❬✶✺✾❪✳
✶✵✾
✺✳✶ ❆rr✐èr❡✲♣❧❛♥ ❝♦♥❝❡♣t✉❡❧ ✿ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❝♦♠✲
❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✷✵
▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♥✬❡st ♣❛s ❞❡ tr❛❝❡r ✉♥ ❤✐st♦r✐q✉❡ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡✲
♠❡♥t ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡✱ ♦✉ ❆♥❛❧②s✐s ❙✐t✉s✱ ❞❡♣✉✐s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞✬❍❡♥r✐ P♦✐♥❝❛ré
❞❡ ❧❛ ✜♥ ❞✉ ❞✐①✲♥❡✉✈✐è♠❡ s✐è❝❧❡✳ P♦✉r ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ❝✉r✐❡✉① ❞✬❡♥ ❛♣♣r❡♥❞r❡ ♣❧✉s
s✉r ❝❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ♥♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❛✉① ♣r❡♠✐èr❡s ♣❛❣❡s ❞❡
❬✷✸✼❪ ❡t ❛✉① s❡❝t✐♦♥s ✼✳✷ ❡t ✼✳✸ ❞❡ ❬✼✻❪✱ ❛✐♥s✐ q✉✬à ❬✶✾✺❪ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡
s②♥t❤ét✐q✉❡ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ P♦✐♥❝❛ré✳ ◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞♦♥♥❡r ❛✉
❧❡❝t❡✉r ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ❝♦♥❝❡♣ts ❝❧és ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❛✉
❝❡♥tr❡ ❞❡s ré✢❡①✐♦♥s ❞❡ ◆♦❡t❤❡r✱ ❱✐❡t♦r✐s✱ ❍♦♣❢✱ ❡t❝✳✱ ❞♦♥t ♥♦✉s ❞é❜❛ttr♦♥s
♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳ ▲✬❡①♣♦sé r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❛❜str❛✐t ❡t ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡ q✉✐ s✉✐t ♥❡ ❞♦✐t
♣❛s ❢❛✐r❡ ♦✉❜❧✐❡r ❛✉ ❧❡❝t❡✉r q✉❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛ ❞❡s ✐♥s♣✐r❛t✐♦♥s ❢♦rt❡♠❡♥t ❣é♦✲
♠étr✐q✉❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ♣❡r❝❡♣t✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡ ✉t✐❧✐sé✳
❯♥ r❛♣♣❡❧ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡s
t❡①t❡s ét✉❞✐és ❝✐✲❛♣rès ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥
❞✉ ♣r♦♣♦s ♠❛✐s ❛✉ss✐ ♣❛r❝❡ q✉✬✐❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♣ér❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡t ✈❛r✐❛t✐♦♥s
❞✉❡s à ❞❡s ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s ❝♦♥❝❡♣t✉❡❧❧❡s✳ ❙❛♥s ❡♥tr❡r ❞❛♥s ❧❡ ❞ét❛✐❧ ❞❡s t❡r♠✐✲
♥♦❧♦❣✐❡s ❞✐✈❡rs❡s ♥✐ ❞❛♥s ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❤✐st♦r✐q✉❡ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛
t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡♣✉✐s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ P♦✐♥❝❛ré✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥é❛♥♠♦✐♥s ❞♦♥♥❡r
✉♥ s♦❝❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❝♦♠♠✉♥ ❛✉① t♦♣♦❧♦❣✉❡s ❞❡s ❛♥♥é❡s ✷✵✳ P❧✉s✐❡✉rs ❞é✲
✜♥✐t✐♦♥s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♦❜❥❡ts✱ s❡ r❡❝♦✉♣❛♥t ❧❡s ✉♥❡s ❧❡s ❛✉tr❡s✱ ♦♥t ❝♦❤❛❜✐té✱
❡t ♥♦✉s ♣r✐✈✐❧é❣✐♦♥s ✐❝✐ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✉ t❡♠♣s ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❏✳ ❲✳ ❆❧❡①❛♥❞❡r
❞❛♥s ❬✹❪✳ ❈❡ ❝❤♦✐① ❡st ♠♦t✐✈é ♣❛r ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞✬❆❧❡①❛♥❞❡r ❡♥
t♦♣♦❧♦❣✐❡✱ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ s♦♥ ❛rt✐❝❧❡ ❡st ❝♦♥t❡♠♣♦r❛✐♥ ❞❡ ❝❡✉① ét✉❞✐és ❞❛♥s
❧❡s ♣❛r❛❣r❛♣❤❡s s✉✐✈❛♥ts✱ ❡t ♣❛r❝❡ q✉❡ ❍♦♣❢ s❡♠❜❧❡ r❡♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ♣❛rt✐❡ s❛
t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ❞❛♥s ❬✶✶✽❪ ✭❝❡ ♣♦✐♥t s❡r❛ ❞ét❛✐❧❧é ♣❧✉s ❧♦✐♥✮✳ ▲❛ s❡✉❧❡ ❡①❝❡♣✲
t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❡r❛ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ✏❝♦♠♣❧❡①❡✑ q✉✐✱ ❞❛♥s ❬✹❪ ✭s❡❧♦♥ ❆❧❡①❛♥❞❡r
❧✉✐✲♠ê♠❡✱ ♣✳ ✸✵✷✮✱ ❡st ♣❧✉s r❡str✐❝t✐✈❡ q✉❡ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s✳
◆♦✉s ❞❡✈♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ r❛♣♣❡❧❡r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✏s✐♠♣❧❡①❡✑ ✿ ✉♥ k✲
s✐♠♣❧❡①❡ ❡st✱ s❡❧♦♥ ❧❡s ♣r♦♣r❡s t❡r♠❡s ❞✬❆❧❡①❛♥❞❡r✱ ❧✬❛♥❛❧♦❣✉❡ k✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧
❞✬✉♥❡ ré❣✐♦♥ tétr❛é❞r✐q✉❡ ✭✉♥ ✶✲s✐♠♣❧❡①❡ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ s❡❣♠❡♥t✱ ✉♥ ✷✲s✐♠♣❧❡①❡
✉♥ tr✐❛♥❣❧❡ ♣❧❡✐♥✱ ✉♥ ✸✲s✐♠♣❧❡①❡ ✉♥ tétr❛è❞r❡ ♣❧❡✐♥✱ ❡t❝✳✮✳ ❚♦✉t k✲s✐♠♣❧❡①❡
♣♦ssè❞❡ ✉♥ ✏❜♦r❞✑ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡s s♦✉s✲s✐♠♣❧❡①❡s ✭❛✉ss✐ ❛♣✲
♣❡❧és ✏❢❛❝❡s✑✮ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 0 à k − 1 ✭❧❡ ❜♦r❞ ❞✬✉♥ 0✲s✐♠♣❧❡①❡ ❡st ❧❡ ✈✐❞❡✮✳
❆✐♥s✐ ❞é✜♥✐✱ ✉♥ s✐♠♣❧❡①❡ ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ s❡s
s♦♠♠❡ts ✭❧❡s 0✲❢❛❝❡s✮✳
❖♥ ♣❡✉t s❡ r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥ ✏❝♦♠♣❧❡①❡✑ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❛❣ré❣❛t ❞❡ s✐♠♣❧❡①❡s
é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t s♦✉❞és ❡♥tr❡ ❡✉① s❡❧♦♥ ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡ ❧❡✉rs ❢❛❝❡s✳ ❘✐❣♦✉r❡✉s❡✲
♠❡♥t✱ ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ s✐♠♣❧❡①❡s✱
✶✶✵
✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ✿
✶✳ ❞❡✉① s✐♠♣❧❡①❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t s✬✐♥t❡rs❡❝t❡r q✉❡
s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❞❡ ❧❡✉rs ❢❛❝❡s✶✶ ❀
✷✳ t♦✉t❡ ❢❛❝❡ ❞✬✉♥ s✐♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ✉♥ s✐♠♣❧❡①❡ ❞❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡✳
▲❡s s✐♠♣❧❡①❡s ❞✬✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ Φ s♦♥t ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧és ✏❝❡❧❧✉❧❡s✑✳
❯♥❡ ✏i✲❝❤❛î♥❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✑ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ Φ ❡st ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ s②♠❜♦✲
❧✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
±V0V1...Vi,
❧❡s Vj ❞és✐❣♥❛♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞✬✉♥❡ i✲❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ Φ✳ ❉❡✉① ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡s s✐ ❡❧❧❡s ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t ♣❛r
♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♣❛✐r❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts q✉✐ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❡♥t✱ ♦♣♣♦sé❡s s✐ ❡❧❧❡s ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t
♣❛r ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ✐♠♣❛✐r❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts q✉✐ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❡♥t✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡①♣r✐♠❡r
❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡♥ ❞✐s❛♥t q✉✬✉♥❡ i✲❝❡❧❧✉❧❡ |V0V1...Vi| ❛❞♠❡t ❞❡✉① ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s
❞✐st✐♥❝t❡s✱ ❝❡❧❧❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ s②♠❜♦❧❡s V0V1V2...Vi ❡t ❝❡❧❧❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r
❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ s②♠❜♦❧❡s V1V0V2...Vi ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✶✷✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❞és✐❣♥❡ ❧❡s i✲❝❤❛î♥❡s
é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♣❛r Eis✱ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ i✲❝❤❛î♥❡ ❞❡ Φ t♦✉t❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡
❧❛ ❢♦r♠❡
Ki =
αi∑
s=1
xsEis,
♦ù ❧❡s xs s♦♥t ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❡t ♦ù αi ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ i✲❝❤❛î♥❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s
❞❡ Φ✳
▲❡ ❜♦r❞✱ ❞é✜♥✐ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❡♥s❡♠❜❧✐st❡♠❡♥t s✉r ❧❡s s✐♠♣❧❡①❡s✱ ♣❡✉t
é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ❞é✜♥✐ ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ✿ ❧❡ ❜♦r❞ ❞❡ ❧❛ i✲❝❤❛î♥❡
é❧é♠❡♥t❛✐r❡ V0V1...Vi ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❛ (i− 1)✲❝❤❛î♥❡
i∑
s=0
(−1)sV0...Vs−1Vs+1...Vi.
✶✶❉❛♥s ❬✹❪✱ ❆❧❡①❛♥❞❡r ❞♦♥♥❡ ♣♦✉r s♦♥ ♣r♦♣♦s ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❧✉s r❡str✐❝t✐✈❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡
é♥♦♥❝é❡ ✐❝✐✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐❝✐ ♣r♦♣♦sé❡ ❡st ♣❧✉s r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❛❧♦rs ✉s✉❡❧❧❡s
❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳
✶✷❆✉ s✉❥❡t ❞❡ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❞✬❆❧❡①❛♥❞❡r ♠ér✐t❡ ❧✬❛tt❡♥t✐♦♥ ✭❬✹❪ ♣✳
✸✶✶✮ ✿ ✧❲❡ ♣r❡❢❡r✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t♦ tr❡❛t t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ±V0V1...Vi ❛s ♣✉r❡❧② s②♠❜♦❧✐❝❛❧✱ s♦ ❛s
♥♦t t♦ ❣♦ ✐♥t♦ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❥✉st ✇❤❛t ✐s ♠❡❛♥t ❜② ❛♥ ♦r✐❡♥t❡❞ ❝❡❧❧✳✧ ❆❧❡①❛♥❞❡r ♣r♦❝è❞❡ ✐❝✐
✈♦❧♦♥t❛✐r❡♠❡♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛❜str❛✐t❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ s②♠❜♦❧✐q✉❡ s❛♥s ❝❤❡r❝❤❡r
à ❡♥ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ♦✉ ✉♥❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ❞é♠❛r❝❤❡
s❡ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡ s❛ ♣r♦♣r❡ ✈♦❧♦♥té ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ s✐♠♣❧❡①❡ ✭❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞✬✉♥ tétr❛è❞r❡✮ ♣❛r
r❡❝♦✉rs à ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡✳ ◆♦✉s r❡✈✐❡♥❞r♦♥s s✉r ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛✉
❝♦✉rs ❞✉ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✳
✶✶✶
▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❜♦r❞ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ét❡♥❞✉❡ ❛✉① ❝❤❛î♥❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ♣❛r ❧✐♥é❛✲
r✐té✳
❯♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❡st ❞✐t❡ ❢❡r♠é❡ ♦✉ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✏❝②❝❧❡✑✶✸ s✐ s♦♥ ❜♦r❞ ❡st ♥✉❧✳
■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ t♦✉t ❜♦r❞ ❡st ✉♥ ❝②❝❧❡ ✭❝❡ q✉✐ tr❛❞✉✐t ❧✬✐❞é❡
✐♥t✉✐t✐✈❡ q✉✬✉♥ ❜♦r❞ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ❜♦r❞✮✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ s✬✐♥tr♦❞✉✐t
❛❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ✉♥ ❝②❝❧❡ K ❡st ❞✐t ✏❤♦♠♦❧♦❣✉❡ à ✵✑ ❡t ♦♥ ♥♦t❡
K ∼ 0 s✬✐❧ ❡st ❧❡ ❜♦r❞ ❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ Φ✳ ❉❡✉① ❝❤❛î♥❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s K ❡t
K
′
❞❡ Φ s♦♥t ❞✐t❡s ❤♦♠♦❧♦❣✉❡s✱ ❡t ♦♥ ♥♦t❡ K ∼ K ′ ✱ s✐ ❧❡✉r ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡st
❤♦♠♦❧♦❣✉❡ à ✵ ✭K −K ′ ∼ 0✮✳
■❧ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❛❧♦rs ❛ss♦❝✐és ♣❛r ❧❡s
t♦♣♦❧♦❣✉❡s ❛✉① ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❡t q✉✐ ❢✉r❡♥t r❡♠♣❧❛❝és ♣❧✉s t❛r❞ ♣❛r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s
❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳ ❊st ❛♣♣❡❧é ✏i✲è♠❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐té✑ ✭♦✉ é❣❛❧❡♠❡♥t ✏i✲è♠❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❇❡tt✐✑✮ ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ Φ✱ ❡t ❡st ♥♦té P i✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡
i✲❝②❝❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡ Φ✱ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬❤♦♠♦✲
❧♦❣✐❡✳
▲❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❇❡tt✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧és à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❞❡s ♦✉t✐❧s ♣r✐✲
♠♦r❞✐❛✉① ❞❡s t♦♣♦❧♦❣✉❡s ❛✈❛♥t ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ✿ ❧❡s
✏♠❛tr✐❝❡s ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡✑✳ ❙✐ ❧❡s ❜♦r❞s ❞❡s αi i✲❝❤❛î♥❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s Eis s✬é❝r✐✈❡♥t
s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
αi−1∑
j=1
µjsE
i−1
j ,
❛❧♦rs ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ i ❞❡ Φ ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
µjs✱ 1 ≤ s ≤ αi✱ 1 ≤ j ≤ αi−1✳ ▲❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❞♦♥♥❡♥t ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣✲
t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡♥ tr❛❞✉✐s❛♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s
(i − 1)✲❝❤❛î♥❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❡t ❧❡s i✲❝❤❛î♥❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ ρi ❧❡
r❛♥❣ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r ✭❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠❡♥t✐♦♥♥❡ ❆❧❡①❛♥❞❡r
❞❛♥s ❬✹❪ ♣✳ ✸✶✻✮ q✉❡ ❧❡ i✲è♠❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❇❡tt✐ ❞❡ Φ ✈ér✐✜❡ ✿
P i = αi − ρi − ρi+1.
▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ r❛♥❣ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s
♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❇❡tt✐ ❞❡ Φ✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❞❡♣✉✐s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ P♦✐♥❝❛ré✱ ❞✬❛✉tr❡s
♥♦♠❜r❡s ét❛✐❡♥t ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥ts ♣♦✉r ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠✲
♣❧❡①❡s ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡s ❞✐✈✐s❡✉rs é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✶✹ ❞✐st✐♥❝ts ❞❡ ±1 ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s
❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡✱ ❛♣♣❡❧és ✏♥♦♠❜r❡s ❞❡ t♦rs✐♦♥✑✳
✶✸❉❛♥s ❬✹❪✱ ❆❧❡①❛♥❞❡r ❞és✐❣♥❡ ❝❡ ❝♦♥❝❡♣t ♣❛r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✏❝❤❛î♥❡ ❢❡r♠é❡✑ ♠❛✐s ❧❛ t❡r✲
♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ✉s✉❡❧❧❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ ✏❝②❝❧❡✑✳
✶✹❖♥ tr♦✉✈❡r❛ ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s ❛✉ s✉❥❡t ❞❡s ❞✐✈✐s❡✉rs é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡
s✉✐✈❛♥t✳
✶✶✷
✺✳✷ ❊♠♠② ◆♦❡t❤❡r
❊♠♠② ◆♦❡t❤❡r✱ ✜❧❧❡ ❞✉ ❝é❧è❜r❡ ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥ ▼❛① ◆♦❡t❤❡r✱ ❡st ♥é❡ à
❊r❧❛♥❣❡♥ ❡♥ ✶✽✽✷✳ ❆②❛♥t ♠❡♥é ❧❛ q✉❛s✐✲t♦t❛❧✐té ❞❡ s❡s ét✉❞❡s ❥✉sq✉✬à s❡s
♣r❡♠✐èr❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts à ❊r❧❛♥❣❡♥✱ ❡❧❧❡ s✬❡st ❡♥s✉✐t❡
ét❛❜❧✐❡ à ●ött✐♥❣❡♥ ❡♥ ✶✾✶✺✱ ❛②❛♥t ré♣♦♥❞✉ à ❧✬✐♥✈✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❉❛✈✐❞ ❍✐❧❜❡rt ❡t
❞❡ ❋❡❧✐① ❑❧❡✐♥✳ ❙❡s ❝♦♠♣ét❡♥❝❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s
❞❡✈❛✐❡♥t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❛♠❡♥❡r ◆♦❡t❤❡r à ❛ss✐st❡r ❍✐❧❜❡rt ❞❛♥s s❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s
❡♥ ♣❤②s✐q✉❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡ s❡ t♦✉r♥❛ ♣❡✉ à ♣❡✉ ✈❡rs ❧✬❛❧❣è❜r❡✳ ❙❡s
tr❛✈❛✉① à ♣❛rt✐r ❞❡ ✶✾✷✵ ❡♥ ✜r❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ❝❤❡❢ ❞❡ ✜❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡
❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧✬■♥st✐t✉t ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ●ött✐♥❣❡♥✳ ❉❡ ♣❛r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✬❊♠♠②
◆♦❡t❤❡r✱ r❡❧❛②é❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣❛r ❧✬♦✉✈r❛❣❡▼♦❞❡r♥❡ ❆❧❣❡❜r❛ ❞❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❡r✲
❞❡♥✱ ●ött✐♥❣❡♥ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❜❡r❝❡❛✉ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ♠♦❞❡r♥❡✳ ❊❧❧❡
❛ ♠ê♠❡ ♣✉ êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✱ ❞❡ ✶✾✷✵ ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡s ❛♥♥é❡s ✸✵✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝❛✲
♣✐t❛❧❡ ♠♦♥❞✐❛❧❡ ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ ❞❡ ♣❛r ❧❛ ré✉ss✐t❡ ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s
❛❧❧❡♠❛♥❞❡s ❡t ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ à ❧✬■♥st✐t✉t ❞❡s ♣❧✉s ❣r❛♥❞s ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s ❛❧❧❡✲
♠❛♥❞s ❞❡ ❧✬é♣♦q✉❡✱ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r r❛♥❣ ❞❡sq✉❡❧s ❍✐❧❜❡rt✱ ❈♦✉r❛♥t✱ ❑❧❡✐♥ ❡t ❜✐❡♥
sûr ◆♦❡t❤❡r✳
❙✐ ❊♠♠② ◆♦❡t❤❡r ❡st ❝♦♥♥✉❡ ♣♦✉r s♦♥ rô❧❡ ♣ré♣♦♥❞ér❛♥t ❞❛♥s ❧✬❛✈è♥❡✲
♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ♠♦❞❡r♥❡✱ s♦♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❡♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡ s❡♠❜❧❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♠♦✐♥s
é✈✐❞❡♥t❡ ❝❛r ❡❧❧❡ ♥✬❛ ❥❛♠❛✐s ♣✉❜❧✐é ❞✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡✶✺✳ P♦✉r ❛✉t❛♥t✱ ❧❛
❧✐ttér❛t✉r❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❞❡ s❡s r❡♠❛rq✉❡s s✉r ❧❡ s✉❥❡t ❀ ♥♦✉s ②
❝♦♥s❛❝r♦♥s ✉♥❡ ♣❛rt ❝♦♥séq✉❡♥t❡ ❞❡ ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✳ ❈❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡ s❡ tr♦✉✈❡
❞❛♥s ❧✬✏❛❜str❛❝t✑ ❞✬✉♥ ❡①♣♦sé ❡✛❡❝t✉é ♣❛r ◆♦❡t❤❡r ❧♦rs ❞✬✉♥❡ ré✉♥✐♦♥ ❞❡ ❧❛
●ött✐♥❣❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ●❡s❡❧❧s❝❤❛❢t ❡♥ ❞❛t❡ ❞✉ ✷✼ ❥❛♥✈✐❡r ✶✾✷✺✳ ■❧ s✬❛❣✐t
❞✬✉♥❡ ♥♦t❡ très ❝♦✉rt❡ ✭♣❛r✉❡ ❡♥ ✶✾✷✻✮ ❬✶✼✶❪✱ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♠é❝♦♥♥✉❡✶✻✳
▲✬❡①♣♦sé ❞✬❊♠♠② ◆♦❡t❤❡r ❡st ✐♥t✐t✉❧é ✏❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r ❊❧❡♠❡♥t❛rt❡✐❧❡r✲
t❤❡♦r✐❡ ❛✉s ❞❡r ●r✉♣♣❡♥t❤❡♦r✐❡✑✶✼✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é❡ s♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✱ ♥♦✉s ❡♥
r❡♣r♦❞✉✐s♦♥s ✐❝✐ ✐♥té❣r❛❧❡♠❡♥t ❧❡ rés✉♠é ✿
✏❉✐❡ ❊❧❡♠❡♥t❛rt❡✐❧❡rt❤❡♦r✐❡ ❣✐❜t ❜❡❦❛♥♥t❧✐❝❤ ❢ür ▼♦❞✉❧♥ ❛✉s ❣❛♥③③❛❤❧✐❣❡♥
▲✐♥❡❛r❢♦r♠❡♥ ❡✐♥❡ ◆♦r♠❛❧❜❛s✐s ✈♦♥ ❞❡r ❋♦r♠ (e1y1, e2y2, ..., eryr)✱ ✇♦ ❥❡❞❡s e
❞✉r❝❤ ❞❛s ❢♦❧❣❡♥❞❡ t❡✐❧❜❛r ✐st ❀ ❞✐❡ e s✐♥❞ ❞❛❞✉r❝❤ ❜✐s ❛✉❢s ❱♦r③❡✐❝❤❡♥ ❡✐♥❞❡✉✲
t✐❣ ❢❡st❣❡❧❡❣t✳ ❉❛ ❥❡❞❡ ❆❜❡❧s❝❤❡ ●r✉♣♣❡ ♠✐t ❡♥❞❧✐❝❤ ✈✐❡❧❡♥ ❊r③❡✉❣❡♥❞❡♥ ❞❡♠
❘❡st❦❧❛ss❡♥s②st❡♠ ♥❛❝❤ ❡✐♥❡♠ s♦❧❝❤❡♥ ▼♦❞✉❧ ✐s♦♠♦r♣❤ ✐st✱ ✐st ❞❛❞✉r❝❤ ❞❡r
❩❡r❧❡❣✉♥❣ss❛t③ ❞✐❡s❡r ●r✉♣♣❡♥ ❛❧s ❞✐r❡❦t❡ ❙✉♠♠❡ ❣rößt❡r ③②❦❧✐s❝❤❡r ♠✐t❜❡✲
✶✺❈✬❡st ❝❡ q✉❡ s❡♠❜❧❡ ✐♥❞✐q✉❡r ❡♥ t♦✉t ❝❛s s❛ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡✱ ❝❢✳ ✏❱❡r③❡✐❝❤♥✐s ❞❡r ❱❡rö❢✲
❢❡♥t❧✐❝❤✉♥❣❡♥ ❊♠♠② ◆♦❡t❤❡rs✑ ❬✷✸✶❪ ♣♣✳ ✹✼✺✲✹✼✻✳
✶✻❈❡tt❡ s♦✉r❝❡ ♥✬❡st ❣✉èr❡ ❝✐té❡✱ ❡t ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❧✉s ❜r✐è✈❡♠❡♥t✱ q✉❡ ♣❛r ❬✶✺✷❪✱ ❬✷✸✼❪ ❡t
❬✶✻✸❪✱ ❡t ❡st ❛❜s❡♥t❡ ❞❡s ÷✉✈r❡s ❝♦♠♣❧èt❡s ❞✬❊♠♠② ◆♦❡t❤❡r✳ ❑❧❛✉s ❱♦❧❦❡rt ❧❛ r❡♣r♦❞✉✐t
✐♥té❣r❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❬✷✷✽❪ ♠❛✐s s❛♥s ❝♦♠♠❡♥t❛✐r❡✳
✶✼✏❉é❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❞✐✈✐s❡✉rs é❧é♠❡♥t❛✐r❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✑✳
✶✶✸
✇✐❡s❡♥✳ ❊s ✇✐r❞ ♥✉♥ ✉♠❣❡❦❡❤rt ❞❡r ❩❡r❧❡❣✉♥❣ss❛t③ r❡✐♥ ❣r✉♣♣❡♥t❤❡♦r❡t✐s❝❤
❞✐r❡❦t ❣❡✇♦♥♥❡♥✱ ✐♥ ❱❡r❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡r✉♥❣ ❞❡s ❢ür ❡♥❞❧✐❝❤❡ ●r✉♣♣❡♥ ü❜❧✐❝❤❡♥
❇❡✇❡✐s❡s✱ ✉♥❞ ❞❛r❛✉s ❞✉r❝❤ Ü❜❡r❣❛♥❣ ✈♦♥ ❘❡st❦❧❛ss❡♥s②st❡♠ ③✉♠ ▼♦❞✉❧
s❡❧❜st ❞✐❡ ❊❧❡♠❡♥t❛rt❡✐❧❡rt❤❡♦r✐❡ ❛❜❣❡❧❡✐t❡t✳ ❉❡r ●r✉♣♣❡♥s❛t③ ❡r✇❡✐st s✐❝❤ s♦
❛❧s ❞❡r ❡✐♥❢❛❝❤❡r❡ ❙❛t③ ❀ ✐♥ ❞❡♥ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥ ❞❡s ●r✉♣♣❡♥s❛t③❡s ✕ ③✳ ❇✳ ❇❡t✲
t✐s❝❤❡ ✉♥❞ ❚♦rs✐♦♥s③❛❤❧❡♥ ✐♥ ❞❡r ❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ✕ ✐st s♦♠✐t ❡✐♥ ❩✉rü❝❦❣❡❤❡♥ ❛✉❢
❞✐❡ ❊❧❡♠❡♥t❛rt❡✐❧❡rt❤❡♦r✐❡ ♥✐❝❤t ❡r❢♦r❞❡r❧✐❝❤✳✑
❆♥❛❧②s♦♥s ❝❡s q✉❡❧q✉❡s ❧✐❣♥❡s✳ ◆♦❡t❤❡r ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣❡❧❡r ✉♥ rés✉❧✲
t❛t ❝❧❛ss✐q✉❡ ❀ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❢♦r♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❡♥t✐❡rs✱ s♦✐t
∑m
k=1 αkxk✱
∑m
k=1 βkxk✱ ❡t❝✳✱ ♦ù ❧❡s αk✱ βk✱✳✳✳✱ s♦♥t ❞❡s ❡♥t✐❡rs
❡t ❧❡s xk ❞❡s ✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡s✱ ❡t s✐ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ N ❧❡ Z✲♠♦❞✉❧❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❝❡s
❢♦r♠❡s✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❞❡s q✉❛♥t✐tés y1✱✳✳✳✱ym✱ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s à ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥ts ❡♥t✐❡rs ❞❡s xk ❡t ❞❡s ❡♥t✐❡rs e1✱✳✳✳✱er✶✽ s❡ ❞✐✈✐s❛♥t s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t✱ t❡❧s
q✉❡ (e1y1, ..., eryr) ❢♦r♠❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ N ✳ ❋♦r♠✉❧é ❛✉tr❡♠❡♥t✱ ❝❡ rés✉❧t❛t r❡✲
✈✐❡♥t à ❞✐r❡ q✉❡✱ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐ M ❡♥❣❡♥❞ré
♣❛r ❧❡s xk✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡♥ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❜❛s❡ y1✱✳✳✳✱ym ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ❢♦r♠❡s ❧✐✲
♥é❛✐r❡s
∑m
k=1 αkxk✱
∑m
k=1 βkxk✱✳✳✳✱ ✈♦✐❡♥t ❧❡✉r é❝r✐t✉r❡ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❛✉ ♣♦ss✐❜❧❡
✭✈✉ q✉✬❡❧❧❡s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t e1y1, e2y2✱✳✳✳✮✳ ▲❡ rés✉❧t❛t t❡❧ q✉❡ ♣rés❡♥té
♣❛r ◆♦❡t❤❡r r❡st❡ ❡♥❝♦r❡ ❛♥❝ré ❞❛♥s ❧✬❤ér✐t❛❣❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ✈✉ q✉✬✐❧
s✐❣♥✐✜❡ ❥✉st❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t r❡♥❞r❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱
✉♥ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡✶✾
α1x1 + α2x2 + ... = A
β1x1 + β2x2 + ... = B
...
◆✉❧ ❞♦✉t❡ q✉❡ ◆♦❡t❤❡r ❛ ♣✉ ♣r✐✈✐❧é❣✐❡r ❝❡tt❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✈✐s❡✉rs é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♣♦✉r r❡st❡r ❧❡ ♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥ ♣❤❛s❡
❛✈❡❝ s♦♥ ♣✉❜❧✐❝ ♠❛✐s ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❛✉r❛✐t ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ♣ré❢éré ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥
♣❧✉s ❛❜str❛✐t❡ ✭❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s✱ s❛♥s r❡❝♦✉rs ❛✉ ❧❛♥❣❛❣❡
❞❡s ❢♦r♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✮ ❡t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ ✭q✉✐ ♥❡ s❡ ❧✐♠✐t❡ ♣❛s ❛✉① Z✲♠♦❞✉❧❡s✮
✶✽❛♣♣❡❧és ✏❞✐✈✐s❡✉rs é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✑✳
✶✾❆ ❧❛ ✜♥ ❞✉ ♣r♦❝é❞é✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ❛ été ♠✐s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
e1y1 + 0 + 0... = A
′
0 + e2y2 + 0... = B
′
...
■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡ ❧✬❡♠♣❧♦✐ ♠ê♠❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡✱ ♦✉ ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞✬❛❧♦rs✱ ❞❡
✏▲✐♥❡❛r❢♦r♠❡♥♠♦❞✉❧✑✱ ♥✬ét❛✐t ❡♥ s♦✐ ♣❛s ❝♦✉r❛♥t à ❧✬é♣♦q✉❡✱ ❜✐❡♥ q✉✬✐❧ ét❛✐t très ❝❧❛✐r q✉❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝②❝❧❡s ♥♦t❛♠♠❡♥t ✈ér✐✜❛✐t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬✉♥ ♠♦❞✉❧❡✳ ▲✬✉s❛❣❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s
❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❡t ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡s ét❛✐t ❧✬❤❛❜✐t✉❞❡✳
✶✶✹
q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ♥♦t❛♠♠❡♥t tr♦✉✈❡r ❞❛♥s ❧❡ ▼♦❞❡r♥❡ ❆❧❣❡❜r❛✷✵ ❞❡ s♦♥ é❧è✈❡✱
❇❛rt❡❧ ▲❡❡♥❞❡rt ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❡r❞❡♥✳
◆♦❡t❤❡r ❡①♣❧✐q✉❡ ❡♥s✉✐t❡ q✉❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s
❛❜é❧✐❡♥s ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ✜♥✐❡ ♣❡✉t êtr❡ ♣r♦✉✈é à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s
❡t ❞❡s ❞✐✈✐s❡✉rs é❧é♠❡♥t❛✐r❡s q✉✬❡❧❧❡ ✈✐❡♥t ❞❡ r❛♣♣❡❧❡r✳ ❊♥ ❡✛❡t t♦✉t ❣r♦✉♣❡
❛❜é❧✐❡♥ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ✜♥✐❡ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ q✉♦t✐❡♥t ❞✬✉♥ Z✲♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡
❞❡ t②♣❡ ✜♥✐ ♣❛r ✉♥ s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ✏❢♦r♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✑✷✶ ❡t ❞♦♥❝✱ ✉♥❡ ❢♦✐s ♠✐s
❡♥ ÷✉✈r❡ ❧❡ ♣r♦❝é❞é ❞❡s ❞✐✈✐s❡✉rs é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît q✉❡ G ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡
❝♦♠♠❡ s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❝②❝❧✐q✉❡s ❞✬♦r❞r❡s r❡s♣❡❝t✐❢s e1✱✳✳✳✱er ♣❧✉s
é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ♠♦♥♦❣è♥❡s ✐♥✜♥✐s✷✷✳
◆♦❡t❤❡r ❢❛✐t ❡♥s✉✐t❡ r❡♠❛rq✉❡r ✕ ❝✬❡st ❧❡ ♣♦✐♥t ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦t❡
✕ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t très ❜✐❡♥ s❡ ♣❛ss❡r ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r
❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❡t ❧✬♦❜t❡♥✐r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s s❡✉❧s ♦✉t✐❧s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s
❣r♦✉♣❡s ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♣♦✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s ✜♥✐s✷✸✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❡♥
❞é❞✉✐r❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❞✐✈✐s❡✉rs é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✕ ❡❧❧❡ r❡♥✈❡rs❡ ❛✐♥s✐ t♦t❛❧❡♠❡♥t
❧✬♦r❞r❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ r❛♣♣❡❧é ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ s♦♥ ❡①♣♦sé✱ s❡❧♦♥ ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡
❞❡s ❞✐✈✐s❡✉rs é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ◆♦❡t❤❡r ❝♦♥s✐❞èr❡ ♠ê♠❡ q✉✬✐❧ ❡st ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞❡
♣r♦❝é❞❡r ❞❡ ❧❛ s♦rt❡✳ ❈❡ ❝♦♥st❛t ❧✬❛♠è♥❡ à ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ✏✐♥ ❞❡♥
❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥ ❞❡s ●r✉♣♣❡♥s❛t③❡s ✕ ③✳ ❇✳ ❇❡tt✐s❝❤❡ ✉♥❞ ❚♦rs✐♦♥s③❛❤❧❡♥ ✐♥ ❞❡r
❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ✕ ✐st s♦♠✐t ❡✐♥ ❩✉rü❝❦❣❡❤❡♥ ❛✉❢ ❞✐❡ ❊❧❡♠❡♥t❛rt❡✐❧❡rt❤❡♦r✐❡ ♥✐❝❤t
✷✵▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✈✐s❡✉rs é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✭✧❊❧❡♠❡♥t❛rt❡✐❧❡rs❛t③✧✮✱ t❡❧❧❡ q✉✬é♥♦♥❝é❡ ♣❛r
✈❛♥ ❞❡r ❲❛❡r❞❡♥ ❞❛♥s ❬✷✸✵❪ ♣✳ ✶✷✷✱ ❛✣r♠❡ ✿
s✐ N ❡st ✉♥ s♦✉s✲A✲♠♦❞✉❧❡ ❞✬✉♥ A✲♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐ M ✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❜❛s❡
(u1, ..., um) ❞❡ M ❡t ✉♥❡ ❜❛s❡ (v1, ..., vn) ❞❡ N ✱ ❛✈❡❝ n ≤ m✱ ❡t ❞❡s ❡♥t✐❡rs ǫ1✱✳✳✳✱ǫnt❡❧s
q✉❡ ✿
✕ vi = ǫiui ♣♦✉r i ∈ {1, ..., n} ❀
✕ ǫi+1 ≡ 0 (ǫi).
❈❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ✈❛❧❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù A ❡st ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ s✐ A ❡st
✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳
✷✶P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ G ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s é❧é♠❡♥ts g1, ..., gn s♦✉♠✐s
❛✉① r❡❧❛t✐♦♥s
∑n
k=1 αkgk = 0✱
∑n
k=1 βkgk = 0✱ ❡t❝✳✱ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ✈♦✐r ❝♦♠♠❡ q✉♦t✐❡♥t ❞✉
Z✲♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r g1✱✳✳✳✱gn ♣❛r ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s q✉❛♥t✐tés
∑n
k=1 αkgk✱∑n
k=1 βkgk✱ ❡t❝✳
✷✷❉❡ ❢❛ç♦♥ ♠♦❞❡r♥❡ ❝❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ❞✐r❡ q✉❡ G ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
Zp × Z
(e1)
× Z
(e2)
× ...× Z
(er)
.
✷✸▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s ✜♥✐s ❛✱ s❡❧♦♥ ❱❛♥ ❞❡r ❲❛❡r❞❡♥
✭❝❢✳ ❬✷✸✷❪ ♣✳ ✶✺✵✮✱ été ♣r♦✉✈é ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ♣❛r ❑r♦♥❡❝❦❡r ✭❝❢✳ ❬✶✸✾❪✮✳
✶✶✺
❡r❢♦r❞❡r❧✐❝❤✳✑✷✹
◆♦❡t❤❡r s✉❣❣èr❡ ❞♦♥❝ ❡♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✉♥ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ s❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s t❤é♦✲
r✐q✉❡s s✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s ❡t ❞✐✈✐s❡✉rs é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❡t ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡✳ ■❧
♥♦✉s ❢❛✉t é❝❧❛✐r❝✐r ❝❡ ♣♦✐♥t✳
▲❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ◆♦❡t❤❡r s✉r ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❡t ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❡t s❛
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ s✉r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❇❡tt✐ ❡t ❞❡ t♦rs✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ✈✐❛ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠♦✲
❞✉❧❡✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ✈✉ ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ❧❡ r❡❣❛r❞ ❞❡s t♦♣♦❧♦❣✉❡s
❞❡ ❧✬é♣♦q✉❡ s❡ ♣♦rt❛✐t s✉r ❧❡s ❝❤❛î♥❡s✱ q✉✐ s♦♥t ❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s
❞❡ ❝❤❛î♥❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ❈✬❡st P♦✐♥❝❛ré q✉✐ ❛✈❛✐t ❡✉ ❧✬✐❞é❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ♥♦♥
♣❛s s✉r ❧❡s s✐♠♣❧❡①❡s ♦✉ ❝❡❧❧✉❧❡s✱ q✉✐ ♦♥t ✉♥❡ ré❛❧✐té ❣é♦♠étr✐q✉❡✱ ♠❛✐s s✉r
❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❢♦r♠❡❧❧❡s ❞❡ t❡❧s ♦❜❥❡ts✳ ❊♥ t❛♥t q✉❡ ❝❤❛î♥❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s✱
❧❡s ❝②❝❧❡s ♣❡✉✈❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ s♦♠♠és ❡♥tr❡ ❡✉① ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❢♦r♠❡❧❧❡✳
▲❡s ❝②❝❧❡s ❢♦r♠❡♥t ❞♦♥❝ ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ Z✲♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡ ❞❡
t②♣❡ ✜♥✐✱ ♠❛✐s ❝❡tt❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ✉t✐❧✐sé❡ ❝♦✉r❛♠♠❡♥t à ❧✬é♣♦q✉❡✳
P❛r♠✐ ❧❡s ❝②❝❧❡s✱ ❝❡rt❛✐♥s s♦♥t ❞❡s ❜♦r❞s✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ (x1, ..., xm)
❞❡s ❝②❝❧❡s ✭❡♥ t❛♥t q✉❡ Z✲♠♦❞✉❧❡✮✱ ❧❡s ❜♦r❞s s✬é❝r✐✈❡♥t ❞♦♥❝ ❝♦♠♠❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐✲
s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡♥t✐❡rs ❞❡s xi✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♦♥t ❧❛ ❢♦r♠❡
∑m
k=1 αkxk✱∑m
k=1 βkxk✱ ❡t❝✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡s ❞✐✈✐s❡✉rs é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♦♥ ♦❜✲
t✐❡♥t ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ t♦rs✐♦♥✱ ei✱ ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❡s ❞✐✈✐s❡✉rs é❧é♠❡♥t❛✐r❡s
♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ r❛♥❣ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✭❝❢✳ ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✮✱
❡t ❞♦♥❝ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❇❡tt✐✳
❉❡ ♠❛♥✐èr❡ s②♥t❤ét✐q✉❡✱ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧✬é♣♦q✉❡✱ t❡❧ q✉❡ ❢♦r♠✉❧é ♣❛r
◆♦❡t❤❡r ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s✱ ét❛✐t ❧❡ s✉✐✈❛♥t✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡N ❞❡s ❜♦r❞s
❞✬✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜①é❡ k ❢♦r♠❡ ✉♥ Z✲♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t
✈♦✐r ❝♦♠♠❡ s♦✉s✲Z✲♠♦❞✉❧❡ ❞✉ Z✲♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡ M ❞❡s k✲❝②❝❧❡s✳ ❯♥❡ ❜❛s❡ ❞❡
M ét❛♥t ❞♦♥♥é❡✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ❞✐✈✐s❡✉rs é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t
tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❜❛s❡ (u1, ..., um) ❞❡ M ❢♦r♠é❡ ❞❡ k✲❝②❝❧❡s ❡t ✉♥❡ ❜❛s❡ (v1, ..., vn)
❞❡ N ❢♦r♠é❡ ❞❡ k✲❜♦r❞s✱ t❡❧❧❡s q✉❡
✕ vi = ǫiui ♣♦✉r i ∈ {1, ..., n} ❀
✕ ǫi+1 ≡ 0 (ǫi).
▲❡s Z✲♠♦❞✉❧❡s ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ✈✉s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s✱ ❧❡s ♣r♦♣♦s
❞❡ ◆♦❡t❤❡r✷✺ ✐♥✈✐t❡♥t à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡s i✲❝②❝❧❡s ❡t ❞❡s i✲❝②❝❧❡s ❤♦✲
♠♦❧♦❣✉❡s à 0 ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s
❛❜é❧✐❡♥s ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ✜♥✐❡ ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉ q✉♦t✐❡♥t ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s i✲❝②❝❧❡s ♣❛r ❧❡
❣r♦✉♣❡ ❞❡s i✲❝②❝❧❡s ❤♦♠♦❧♦❣✉❡s à 0 ❢❛✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧❡ i✲è♠❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❇❡tt✐
❡t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ t♦rs✐♦♥ ✭✐❧ s✬❛❣✐t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ p ❡t ❞❡ e1✱ e2✱ ✳✳✳✱ er✱
s❡❧♦♥ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❧✉s ❤❛✉t✮✳ ❊♠♠② ◆♦❡t❤❡r s❡♠❜❧❡ ❥✉st✐✜❡r ❝❡ ♣♦✐♥t
✷✹✏❞❛♥s ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ✕ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s
❞❡ ❇❡tt✐ ♦✉ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ t♦rs✐♦♥ ❡♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ✕ ✉♥ r❡t♦✉r ♣❛r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❞✐✈✐s❡✉rs
é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡✳✑
✷✺❱♦✐r ♥♦t❡ ✷✹✳
✶✶✻
❞❡ ✈✉❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡
❣é♥ér❛t✐♦♥ ✜♥✐❡ ♣❧✉s ❛✐sé❡ q✉❡ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡s ❞✐✈✐s❡✉rs é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳
❊♥ ♦✉tr❡✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ❜r✐è✈❡té ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ◆♦❡t❤❡r ♥❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡
q✉✬✉♥ ❛❝❝ès r❡str❡✐♥t à s❡s ✐❞é❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉✬❡❧❧❡ ❡♥✈✐s❛❣❡❛✐t ✉♥ ❣❛✐♥
❝♦♥❝❡♣t✉❡❧ ❛✈❡❝ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s
♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❝②❝❧❡s✱ ❡t❝✳
▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ◆♦❡t❤❡r ♥✬❡st ❥✉st✐✜é❡ ✕ à ❝❡ ♠♦♠❡♥t✲❧à ❡♥ t♦✉t
❝❛s ✕ ♣❛r ❛✉❝✉♥ ❣❛✐♥ ❝♦♥❝r❡t✱ ❛✉❝✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
♣r❡✉✈❡ ♦✉ ❧✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞✬✉♥ rés✉❧t❛t ♥♦✉✈❡❛✉✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ s✐♠♣❧❡ ❝❤❛♥✲
❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✱ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❝♦♥❝❡♣t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡s
♦❜❥❡ts ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✳ ❊st s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ à ❝❡tt❡ ✈✐s✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡
❧❛ ✈♦❧♦♥té ❞❡ ♥❡ ♣❧✉s s✬❛rrêt❡r ❛✉① ❝②❝❧❡s ♠❛✐s ❞❡ ❧❡s r❡❣❛r❞❡r ♠♦❞✉❧♦ ❧❛ r❡✲
❧❛t✐♦♥ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳ ❆❧♦rs q✉❡ ❥✉sq✉❡ ❧à ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❇❡tt✐ ❡t ❞❡ t♦rs✐♦♥
ét❛✐❡♥t ❞ét❡r♠✐♥és ♣❛r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ♣✉r❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
❞❡s ❝②❝❧❡s✱ ✐❧s s♦♥t ❛✈❡❝ ◆♦❡t❤❡r ♦❜t❡♥✉s ❝♦♠♠❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡✱
❧❡ ❣r♦✉♣❡ rés✉❧t❛♥t ❞✉ ♣❛ss❛❣❡ ❛✉ q✉♦t✐❡♥t ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❝②❝❧❡s ♣❛r ❧❡ ❣r♦✉♣❡
❞❡s ❜♦r❞s✱ ✐✳ ❡✳ ❞✉ q✉♦t✐❡♥t ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳ ■❧ s❡♠❜❧❡ q✉✬✐❧ ② ❛✐t
❡✉ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s q✉❡❧q✉❡s ♦❜st❛❝❧❡s é♣✐sté♠♦❧♦❣✐q✉❡s à ❡❢✲
❢❡❝t✉❡r ❝❡ ♣❛ss❛❣❡ ❛✉ q✉♦t✐❡♥t✷✻✱ ❝❡ q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡ q✉✬✐❧ ❛✐t ❢❛❧❧✉ ❛tt❡♥❞r❡ ✉♥❡
tr❡♥t❛✐♥❡ ❞✬❛♥♥é❡s ❡♥tr❡ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ P♦✐♥❝❛ré ❛✈❡❝ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥
é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❇❡tt✐ ❡t ❞❡ t♦rs✐♦♥ ❡t ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ◆♦❡t❤❡r ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝②❝❧❡s ❡t ❞❡s ❜♦r❞s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s✳
❯♥❡ ❛♥❛❧♦❣✐❡ ♣♦✉rr❛ ♣❡✉t✲êtr❡ ❞♦♥♥❡r ❛✉ ❧❡❝t❡✉r ✉♥❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ◆♦❡t❤❡r à ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❡♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡✱ ❜✐❡♥ q✉❡ s❛♥s
❣❛✐♥ ♣r❛t✐q✉❡ ✐♠♠é❞✐❛t✳ ▲❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞é❝r✐t❡ ✐❝✐ ❡st ❢♦rt ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❡①✲
♣♦sé❡ ♣❛r ▲❡♦ ❈♦rr② ❞❛♥s ❬✹✸❪ ✭♣♣✳ ✷✾✲✸✷✮ ❛✉ s✉❥❡t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❏♦r❞❛♥✲
❍ö❧❞❡r✳ ❊♥ rés✉♠é✱ ❈❛♠✐❧❧❡ ❏♦r❞❛♥✱ ❞❛♥s ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ✶✽✻✾✱ ✐♥tr♦❞✉✐s✐t ❧❛
♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✏s✉✐t❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✑ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ G ♥♦♥ s✐♠♣❧❡✳ ■❧
s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ G ❞♦♥t ❝❤❛❝✉♥ ❡st ❞✐st✐♥❣✉é
❞❛♥s ❧❡ s✉✐✈❛♥t✱ ❡t ♠✐♥✐♠❛❧❡✱ ❛✉ s❡♥s ♦ù ✐❧ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥séré ❛✉❝✉♥ s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❝♦♥sé❝✉t✐❢s ❞❡ ❝❡tt❡ s✉✐t❡ q✉✐ s❛t✐s❢❛ss❡ ❧❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳ ❏♦r❞❛♥ ❢♦r♠❛ ❧❡s q✉♦t✐❡♥ts ❞❡s ♦r❞r❡s ❞❡ ❞❡✉① s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡s s✉❝❝❡ss✐❢s ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❡t ❛♣♣❡❧❧❛ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ♦❜t❡♥✉s
❧❡s ✏❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✑ ✭❛ss♦❝✐és à ❧❛ s✉✐t❡✮✳ ■❧ ♣r♦✉✈❛ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❝❡s ❢❛❝t❡✉rs ❡t ❧❡✉rs ✈❛❧❡✉rs s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❝♦♥s✐❞éré❡✱ ❡t ❢♦r♠❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❡ G✳
❈♦♠♠❡ ❧✬❡①♣❧✐q✉❡ ▲❡♦ ❈♦rr②✱ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥ts
✷✻❆ ❧❛ ♣❛❣❡ ✶✾✶ ❞❡ ❬✶✻✸❪✱ ❡♥ ♥♦t❡✱ ▼❝▲❛rt② ♠❡♥t✐♦♥♥❡ ❧✬❛✈✐s ❞✬❊r❤❛r❞ ❙❝❤♦❧③ s❡❧♦♥
❧❡q✉❡❧ ❲❡②❧ s✬❡♠♣ê❝❤❛✐t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❞❡s q✉♦t✐❡♥ts ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❝❛r ♥✬❛✐♠❛♥t ♣❛s ❢♦r♠❡r ❞❡s
❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥✜♥✐s✳
✶✶✼
♥✉♠ér✐q✉❡s ♥♦✉s ❛♣♣❛r❛ît rétr♦s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❧✐♠✐té❡✳ ▲❡ tr❛✈❛✐❧ ❞✬❖tt♦
❍ö❧❞❡r ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✶✹❪ ❞❡ ✶✽✽✾ ♣♦✉ss❡ ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s s✉✐t❡s ❞❡
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ♣❧✉s ❞✬❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥ts à t✐r❡r q✉❡ ❧❛ s✐♠♣❧❡
✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♠✐s❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ♣❛r ❏♦r❞❛♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
♣❧✉tôt q✉❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s q✉♦t✐❡♥ts ❞❡s ♦r❞r❡s ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s
❝♦♥sé❝✉t✐❢s ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❍ö❧❞❡r ❞é✜♥✐t ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ✏❣r♦✉♣❡
q✉♦t✐❡♥t✑ ❡t ✜t ❧❡ q✉♦t✐❡♥t ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❝♦♥sé❝✉t✐❢s✳ ❆ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❡tt❡
♥♦✉✈❡❧❧❡ ♥♦t✐♦♥✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❏♦r❞❛♥ ❞❡✈✐♥t ✿ ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s
q✉♦t✐❡♥ts ❞ét❡r♠✐♥és ♣❛r ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ G ❡st ✉♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t✷✼ ❞❡
G✳
❆✐♥s✐ ❞❛♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❤✐st♦r✐q✉❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡✱ ❞✐t ❞❡
❏♦r❞❛♥✲❍ö❧❞❡r✱ ♣❡✉t✲♦♥ ✈♦✐r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s s✐♠✐❧❛r✐tés ❛✈❡❝ ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ❞❡
◆♦❡t❤❡r ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❡t ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡✳ ▲✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡r✲
t✐♥❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① s✐t✉❛t✐♦♥s ❡st ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❡①♣r✐♠é❡ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❀
❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡✱ q✉✐ s❡ tr♦✉✈❡ êtr❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s
✉♥ ❣r♦✉♣❡✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡❢♦r♠✉❧❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❛❜str❛✐t❡ ❡t✱
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❏♦r❞❛♥✲❍ö❧❞❡r✱ ❡♥ ❣❛❣♥❛♥t ❞❡
❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ▲✬❛❥♦✉t ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣❛❣♥❡r ❡♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❛♥s
❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥✱ ❞✬♦✉✈r✐r ❞❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞✬❍ö❧❞❡r✱
❧❡s ♥♦✉✈❡❛✉① ❝♦♥❝❡♣ts ✐♥tr♦❞✉✐ts s♦✉❧❡✈èr❡♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❢é❝♦♥❞s
❝♦♠♠❡ ❝❡✉① ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✳ ❊♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡✱ ❧✬✐♥✲
tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❢✉t s♦✉r❝❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❜✐❡♥
s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡t ❛❜♦✉t✐t à ❧✬é♠❡r❣❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ✿ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡
❛❧❣é❜r✐q✉❡✳
◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ❞❡ ◆♦❡t❤❡r✱ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s
❣r♦✉♣❡s ❡♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ♥✬❛♣♣♦rt❡ ❞❛♥s ❧✬✐♠♠é❞✐❛t ❛✉❝✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ré❡❧❧❡
s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✕ ét❛♥t ❞♦♥♥é✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❛ ❞é❥à été ♠❡♥t✐♦♥♥é✱ q✉❡ ❧❡s
❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐ s♦♥t ❝❛r❛❝tér✐sés ♣❛r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❇❡tt✐ ❡t
❞❡ t♦rs✐♦♥✳ ▲❡ ❣❛✐♥ ❡st ❞♦♥❝ ♠♦✐♥s é✈✐❞❡♥t q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣r✐s❡
♣❛r ❍ö❧❞❡r ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❏♦r❞❛♥✳ ❈❡ s♦♥t ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ✉❧tér✐❡✉rs✱ ❛✉
♣r❡♠✐❡r r❛♥❣ ❞❡sq✉❡❧s ❝❡✉① ❞❡ ❱✐❡t♦r✐s ❡t ❍♦♣❢ tr❛✐tés ❞❛♥s ❧❡s ♣❛r❛❣r❛♣❤❡s
s✉✐✈❛♥ts✱ q✉✐ ❛♣♣♦rt❡r♦♥t ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❧✬✐♥tr♦✲
❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❡♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡✳
❆✈❛♥t ❞❡ ❝❧♦r❡ ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s é✈♦q✉❡r ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ q✉❡ ❧❡
❧❡❝t❡✉r ♣❡✉t ❧é❣✐t✐♠❡♠❡♥t s✬êtr❡ ♣♦sé❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡♥ ❡✛❡t tr♦✉✈❡r étr❛♥❣❡ q✉❡
❧✬✐❞é❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝❤❛î♥❡s✱ ❞❡ ❝②❝❧❡s ♦✉ ❞❡ ❜♦r❞s ❝♦♠♠❡ ❞❡s
✷✼P♦✉r êtr❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t ❝❧❛✐r✱ ❝❡tt❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❡st ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s q✉♦t✐❡♥ts ❞❡ s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡s ❝♦♥sé❝✉t✐❢s ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ G✳ ▲✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st ❜✐❡♥ sûr ♣r✐s❡ à
✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣rès✱ ❍ö❧❞❡r ♣ré❝✐s❛♥t ❜✐❡♥ ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ s♦♥ ❛rt✐❝❧❡ q✉❡ ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ✐s♦✲
♠♦r♣❤❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ❞❡✉① ♠ê♠❡s ♦❜❥❡ts✳
✶✶✽
❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s ♥✬❛✐ ♣❛s ✈✉ ❧❡ ❥♦✉r ♣❧✉s tôt✳ P♦✉r êtr❡ t♦✉t à ❢❛✐t ❝♦♠♣❧❡ts
♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ♣ré❝✐s❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡
❣r♦✉♣❡ ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝②❝❧❡s ❛✈❛♥t ✶✾✷✺ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❧❡s ❝♦♠♠❡♥t❡r ❛✉ ✈✉ ❞❡ ❧❛
r❡♠❛rq✉❡ ❞❡ ◆♦❡t❤❡r✳ ❊♥ s♦✐✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ❞✉ t♦✉t étr❛♥✲
❣èr❡ à ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡✳ P♦✐♥❝❛ré ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❛♣♣❡❧❛✐t ✏❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✑ ❞✬✉♥
❡s♣❛❝❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❧❛❝❡ts ❜❛sés ❡♥ ✉♥ ♠ê♠❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝❡t ❡s♣❛❝❡✱ ❝♦♥s✐❞érés
à ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ♣rès✳ ❈❡ ❣r♦✉♣❡ ét❛✐t s♦✉✈❡♥t ❞é❝r✐t ♣❛r P♦✐♥❝❛ré ❡t s❡s s✉❝❝❡s✲
s❡✉rs ✈✐❛ ❣é♥ér❛t❡✉rs ❡t r❡❧❛t✐♦♥s✳ P♦✐♥❝❛ré s❛✈❛✐t q✉✬❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s
❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té ❡♥tr❡ ❣é♥ér❛t❡✉rs✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t❡✉rs ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts r❡st❛♥t ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❇❡tt✐ ✶✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✱ ❝❡
q✉✐ ❧✉✐ ❢♦✉r♥✐ss❛✐t ✉♥ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❡t ❤♦♠♦❧♦❣✐❡✱ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶ ❞✉
♠♦✐♥s✳ P♦✉r ❛✉t❛♥t✱ P♦✐♥❝❛ré ♥✬❛ ❥❛♠❛✐s ✈♦✉❧✉ ❛♣♣❡❧é ✏❣r♦✉♣❡✑ ❧❡ ❣r♦✉♣❡
❥✉st❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡♥ r❛❥♦✉t❛♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s
❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ ❧✬❛❜é❧✐❛♥✐sé ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✮✳ ❙✐ ❧✬♦♥ s❡ ✜❡ à ❈♦✲
❧✐♥ ▼❝▲❛rt② ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❢❛✐t rétr♦s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❝✉r✐❡✉①
s❡♠❜❧❡ t❡♥✐r ❡♥ ❧❡ r❡❢✉s ❞❡ P♦✐♥❝❛ré ❞✬❛♣♣❡❧❡r ✏❣r♦✉♣❡✑ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♠♠✉✲
t❛t✐❢ ❡t ♠ê♠❡ ❞✬❛♣♣❡❧❡r ✏❣r♦✉♣❡✑ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ q✉✐ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡
♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s✷✽✳
❯♥ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ✐❞é❡ s❡ r❡tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡
❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ü❜❡r t♦♣♦❧♦❣✐s❝❤❡ ●r✉♣♣❡♥ ❞❡ ❍✉❣♦ ●✐❡s❡❦✐♥❣ ✭✶✾✶✷✮✱ ✉♥
ét✉❞✐❛♥t ❞❡ ▼❛① ❉❡❤♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✬✐♥tér❡ss❛♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t à ❧✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ s✉r
✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ♦r✐❡♥t❛❜❧❡ ❢❡r♠é❡✱ ●✐❡s❡❦✐♥❣ ❡♥ ✈✐♥t à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥
♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡ ❧❛
s✉r❢❛❝❡✳ ■❧ ❝✐t❛ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❛♥tér✐❡✉r❡ ❞❡ ❚✐❡t③❡ ♠♦♥tr❛♥t q✉❡ ❝❡t ❛❜é❧✐❛♥✐sé ❞✉
❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❇❡tt✐ ❡t ❞❡ t♦rs✐♦♥
❛ss♦❝✐és à ❧❛ s✉r❢❛❝❡✳ ●✐❡s❡❦✐♥❣ ❛♣♣❡❧❧❛ ❝❡ ❣r♦✉♣❡ ❧❡ ✏❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ❞❡ ❧❛
s✉r❢❛❝❡ ♦r✐❡♥t❛❜❧❡ ❢❡r♠é❡✑✷✾✳
❖♥ tr♦✉✈❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ é❞✐t✐♦♥ ❞✉ ❝❧❛ss✐q✉❡
❆♥❛❧②s✐s ❙✐t✉s ❞✬❖s✇❛❧❞ ❱❡❜❧❡♥✸✵✳ ❱❡❜❧❡♥ ♥♦♠♠❡ ♠ê♠❡ ✏❤♦♠♦❧♦❣② ❣r♦✉♣✑ ❧❡
❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉ ✭q✉✐ ❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ✶✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✮✱
❝❡ q✉✐ s❡♠❜❧❡ ❝♦♥st✐t✉❡r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ✏❣r♦✉♣❡
❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✑✳
❆ t✐tr❡ ❞❡ r❡♠❛rq✉❡✱ ❍❡r♠❛♥♥ ❲❡②❧ ❡st q✉❡❧q✉❡❢♦✐s ❝✐té ✭♣ré❝✐sé♠❡♥t s♦♥
❛rt✐❝❧❡ ❬✷✹✵❪✱ ♣❛r ▼❝▲❛rt② ♥♦t❛♠♠❡♥t✮ ❝♦♠♠❡ ❛②❛♥t é✈♦q✉é ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡
✏❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❝②❝❧❡s✑ ❡t ✏❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❜♦r❞s✑ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧✳ ■❧ s❡♠❜❧❡
♣♦✉rt❛♥t q✉❡ ❝❡❝✐ s♦✐t ✐♥❡①❛❝t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❬✷✹✵❪✱ ❲❡②❧ ♥✬é✈♦q✉❡ q✉✬✉♥❡
✷✽❈❢✳ ❬✶✻✸❪ ♣♣✳ ✷✵✼✲✷✵✽✳
✷✾✏❆❜❡❧s❝❤❡♥ ●r✉♣♣❡ ❡✐♥❡r ❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ③✇❡✐s❡✐t✐❣❡♥ ❋❧ä❝❤❡✑✳ ▲❡s q✉❡❧q✉❡s r❡♠❛rq✉❡s
q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞✬❡✛❡❝t✉❡r s✉r ●✐❡s❡❦✐♥❣ ♥❡ s♦♥t q✉✬✉♥ rés✉♠é s♦♠♠❛✐r❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡
❘✐❛ ❱❛♥❞❡♥ ❊②♥❞❡✱ ❬✷✷✸❪ ♣♣✳✶✼✹✲✶✼✽✳
✸✵❈❢✳ ❬✷✷✹❪ ♣♣✳ ✶✹✺✲✶✹✾✳ ▲✬♦r✐❣✐♥❛❧ ❡st ❞❡ ✶✾✶✻ ❡t ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ é❞✐t✐♦♥ ❞❡ ✶✾✷✶✳
✶✶✾
s❡✉❧❡ ❢♦✐s ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ✭✏❣r✉♣♦✑✮✳ ❈✬❡st ❡♥ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❀
❲❡②❧ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs à n ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❡♥t✐èr❡s✱ q✉✐ ❢♦r♠❡
✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ✭✏♠♦❞✉❧♦✑✮ ♦✉ ♣❧✉tôt ✉♥ rés❡❛✉ ✭✏r❡❞✑✮ s❡❧♦♥ ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ q✉✬✐❧
♣r✐✈✐❧é❣✐❡✳ ❲❡②❧ ♣ré❝✐s❡ ❥✉st❡ ❡♥ ♣❛ss❛♥t q✉❡ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ rés❡❛✉ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡
à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❛❞❞✐t✐❢✸✶✳ ❈❡rt❡s ✐❧ ♦♣èr❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ♣❧✉s t❛r❞ ❛✈❡❝ ❧❡s ❞✐✈✐s❡✉rs
é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ ♣✉✐s ❡♥❝♦r❡ ❛♣rès ❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❇❡tt✐ ❡t ❞❡ t♦rs✐♦♥✱ ♠❛✐s
s❛♥s ré✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ❣r♦✉♣❡✱ ❡t ✐❧ ♥✬② ❛ ❞♦♥❝ ♣❛s ❛ss❡③ ❞❡ ♠❛tér✐❛✉①
❛✣r♠❡r q✉✬✐❧ ② ♣❛r❧❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❝②❝❧❡s ♦✉ ❞❡ ❜♦r❞s✳
■❧ ♥❡ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ♣❛s ❡♥ s♦✐ s✬❛tt❛r❞❡r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ◆♦❡t❤❡r
✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡✳ ❖♥ ♥❡ ♣❡✉t ❧✉✐ r❡❝♦♥✲
♥❛îtr❡ ✉♥❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✐té ❡t ❡①❝❧✉s✐✈✐té t♦t❛❧❡s ❛✉ ✈✉ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✳
◆é❛♥♠♦✐♥s ❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❡♥ r❛♣♣♦rt
❛✈❡❝ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ♥❡ s❡ ❢❛✐s❛✐❡♥t q✉❡ ✈✐❛ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶✳ ■❧ s❡ tr♦✉✈❡ q✉❡ ❧❡
❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶ ❡st ❧✬❛❜é❧✐❛♥✐sé ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✱
♠❛✐s ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❛✉ss✐ s✐♠♣❧❡ ❡♥tr❡ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡t ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❡♥
❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ✶✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ●✐❡✲
s❡❦✐♥❣ ♦✉ ❱❡❜❧❡♥ ♥❡ ♣r♦✈✐❡♥t ♣❛s ❞✉ ♣❛ss❛❣❡ ❛✉ q✉♦t✐❡♥t ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❝②❝❧❡s
♣❛r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❜♦r❞s ♠❛✐s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❜é❧✐❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛✲
♠❡♥t❛❧✳ ▲❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ❞❡ ◆♦❡t❤❡r ❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t ♣❧✉s ♣r♦❢♦♥❞❡✳ ❊❧❧❡ ❞é❝✐❞❡
❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r s✉r ❧❡s ❝②❝❧❡s à ❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ♣rès✱ ✈✐❛ ✉♥ ♣❛ss❛❣❡ ❛✉ q✉♦t✐❡♥t ❞❡
❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s✱ ❡t ❝❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ❙♦♥ ♣r♦❝é❞é ❡st ❞❡ s❡ ♣♦✐♥t ❞❡
✈✉❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t ❣é♥ér❛❧✱ ♥♦♥ r❡str❡✐♥t à ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶✳
▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡ ❞❡ ◆♦❡t❤❡r ♥♦✉s ❛②❛♥t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣❡r♠✐s
❞✬❛♣♣ré❤❡♥❞❡r ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s✱ ❞❡s ❝②❝❧❡s✱ ❡t❝✳ ❡t ❧✬✉t✐✲
❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♥♦t✐♦♥s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❇❡tt✐ ❡t ❞❡ t♦rs✐♦♥✱
♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣♦✉✈♦✐r ❛❜♦r❞❡r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s t❡①t❡s ❝✐tés ❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝✲
t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♣r♦❝é❞❡r♦♥s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡ ❡♥ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ❧✬ét✉❞❡
❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✷✷✻❪ ❞❡ ❱✐❡t♦r✐s✱ ♣r❡♠✐èr❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ♦ù ✜❣✉r❡ ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s
❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳
✺✳✸ ▲❡♦♣♦❧❞ ❱✐❡t♦r✐s
▲❡♦♣♦❧❞ ❱✐❡t♦r✐s✱ ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥ ❛✉tr✐❝❤✐❡♥ ♥é ❡♥ ✶✽✾✶✱ ❛ ♣❛rt❛❣é ❧✬❡s✲
s❡♥t✐❡❧ ❞❡ s❛ s❝♦❧❛r✐té ❡t ❞❡ s❛ ❝❛rr✐èr❡ ❡♥tr❡ ❱✐❡♥♥❡✱ ●r❛③ ❡t ■♥♥s❜r✉❝❦✳ ❙♦♥
❛❝t✐✈✐té ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ❞✬❛❜♦r❞ ❝♦♥❝❡♥tré❡ s✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ s✬♦r✐❡♥t❛
à ♣❛rt✐r ❞❡ ✶✾✷✺ ✈❡rs ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✱ à ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞✬✉♥ sé❥♦✉r ❡♥
t❛♥t q✉❡ ✏❘♦❝❦❡❢❡❧❧❡r ❢❡❧❧♦✇✑ ❝❤❡③ ▲✳ ❊✳ ❏✳ ❇r♦✉✇❡r à ❆♠st❡r❞❛♠✳ ▲❡s rés✉❧✲
t❛ts ❞❡ s❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❞✬❛❧♦rs ♣❛r✉r❡♥t ✈✐❛ ❧❡s ❛rt✐❝❧❡s ❬✷✷✺❪✱ ❬✷✷✻❪ ✭s♦✉♠✐s ❧❡
✸✶✏❊❧ ❝♦♥❝❡♣t♦ ❞❡ r❡❞ ❡s✱ ♣✉❡s✱ ❡❧ ♠✐s♠♦ q✉❡ ❡❧ ❞❡ ✏❣r✉♣♦ r❡s♣❡❝t♦ ❛ ❧❛ ❛❞✐❝✐ó ♥✑✑✳
✶✷✵
✷✽ ❥✉✐♥ ✶✾✷✻✮ ❡t ✜r❡♥t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ s❛ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ❞✉ ✷✹ s❡♣t❡♠❜r❡ ✶✾✷✻ ❞❡✈❛♥t
❧❛ ❉❡✉ts❝❤❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r✲❱❡r❡✐♥✐❣✉♥❣ ✐♥t✐t✉❧é❡ Ü❜❡r ❞❡♥ ❤ö❤❡r❡♥ ❩✉s❛♠✲
♠❡♥❤❛♥❣ ❦♦♠♣❛❦t❡r ❘❛ü♠❡✸✷✳ ❈❡s tr❛✈❛✉① ❢✉r❡♥t ré❛❧✐sés ✐♥té❣r❛❧❡♠❡♥t ❧♦rs
❞✉ sé❥♦✉r ❞❡ ❱✐❡t♦r✐s ❝❤❡③ ❇r♦✉✇❡r✱ ❛✉ ❝❛rr❡❢♦✉r ❞❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✷✺ ❡t ✶✾✷✻ ❡t
❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ② ❡st très ♣❡r❝❡♣t✐❜❧❡✳ ❱✐❡t♦r✐s ♣ré❝✐s❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t
❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♥♦t❡ ❞❡ ❬✷✷✻❪ q✉❡ s❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s s♦♥t ♥é❡s ❞✬✉♥❡ r❡♠❛rq✉❡
♦r❛❧❡ ❞❡ ❇r♦✉✇❡r✸✸ ❡t✱ à ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥st❛t❡r q✉✬✐❧ ❛ r❡♣r✐s
❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❡t ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✷✾❪ ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✳
❉❛♥s ❬✷✾❪✱ ❇r♦✉✇❡r ♣r♦✉✈❡ ✉♥ rés✉❧t❛t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ q✉❡ ♥❡ ❧✬❛♥♥♦♥❝❡ ❧❡
t✐tr❡ ✭✧■♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❢❡r♠é❡✧✮ ❀ ✐❧ ét❛❜❧✐t q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s
❞é❧✐♠✐tés ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❧❛♥✱ ❜♦r♥é✱ ❝♦♥♥❡①❡✱ ♣❛r❢❛✐t ✭✐✳❡✳ ❢❡r♠é ❡t s❛♥s
♣♦✐♥t ✐s♦❧é✮ ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛r ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✭❞♦♥❝ ❡st ✉♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t t♦♣♦✲
❧♦❣✐q✉❡✮✳ ❈♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ π ❝♦♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡t ✭h + 1✮✲❝♦♥♥❡①❡✸✹
❡t ✉♥ ♣♦✐♥t P ❞❡ π✱ ✐❧ ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ h ❧❛❝❡ts ❞❛♥s π
❞✬♦r✐❣✐♥❡ P ✭♠❛✐s ❛✉❝✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♠♦✐♥s ❞❡ h ❧❛❝❡ts✮ t❡❧ q✉❡ t♦✉t ❧❛❝❡t
❞❛♥s π ❛②❛♥t ♣♦✉r ♦r✐❣✐♥❡ P ❡st ❤♦♠♦t♦♣❡ à ❧❛ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡
❧❛❝❡ts ✭❡t ❞❡ ❧❡✉rs ✐♥✈❡rs❡s✮ ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ✐❧ ❝♦♥s✐❞èr❡ à ❧❛ ♣❧❛❝❡
❞❡s ❧❛❝❡ts ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✜♥✐s ❞❡ ♣♦✐♥ts✱ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♣❛r ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❝②❝❧✐q✉❡✱
❡t t❡❧s q✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❝♦♥sé❝✉t✐❢s ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ǫ✱ q✉✬✐❧
♥♦♠♠❡ ǫ✲❝❤❛î♥❡s✸✺ ✭✏ǫ✲❑❡tt❡♥✑✮✳ ▲✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ s✉r ❧❡s ❧❛❝❡ts ❡st✱ ❡❧❧❡✱ tr❛❞✉✐t❡
♣❛r ❞❡s ǫ✲♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ✭✏ǫ✲❆❜ä♥❞❡r✉♥❣❡♥✑✮ ❝♦♥s✐st❛♥t à ♠♦❞✐✜❡r ❧é❣èr❡♠❡♥t
❧❡s ǫ✲❝❤❛î♥❡s ♣❛r ❛❥♦✉t✱ é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ♣♦✐♥ts✳
▲✬❛rt✐❝❧❡ ❬✷✷✻❪ ❡st ♣r♦❝❤❡ s✉r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ ❬✷✾❪✳ ❱✐❡t♦r✐s ② ❞é✜♥✐t
❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐té ❡t ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ M ❞✬✉♥
❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ s❛♥s s✬❡♥ r❡♠❡ttr❡ à ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡M ❡♥
❝❡❧❧✉❧❡s✳ ❆ ❝❡t ❡✛❡t✱ ✐❧ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s✱
❡t ❞♦♥♥❡ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❛ss❡③ ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞✬❆❧❡①❛♥❞❡r✱ q✉♦✐q✉❡ s❛♥s
❢❛✐r❡ ❛♣♣❡❧ à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ tétr❛è❞r❡ ❡t✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✱ s❛♥s ❢❛✐r❡
ré❢ér❡♥❝❡ à ❞❡s ♦❜❥❡ts ♦✉ ❞❡s ✐♥t✉✐t✐♦♥s ❞❡ ♥❛t✉r❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡✳
❆✐♥s✐✱ ✉♥ n✲s✐♠♣❧❡①❡ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❱✐❡t♦r✐s ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❢♦r♠é ❞❡
n+1 ♣♦✐♥ts✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣❛✐r❡s✱ tr✐♣❧❡ts✱ ✳✳✳✱ n✲✉♣❧❡ts ❢♦r♠és à ♣❛rt✐r
❞❡ ❝❡s ♣♦✐♥ts✳ ❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❝❡❧❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❆❧❡①❛♥❞❡r ❞❛♥s
✸✷❈❢✳ ❬✷✷✼❪✳
✸✸❈❢✳ ❬✷✷✻❪✱ ♥♦t❡ ✶ ♣✳ ✹✺✹ ✿ ✏❉✐❡s❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ❣❡❤❡♥ ✈♦♥ ❡✐♥❡r ♠ü♥❞❧✐❝❤❡♥ ❇❡✲
♠❡r❦✉♥❣ ❇r♦✉✇❡rs ❛✉s✱ ❞❛ß ❞✐❡s❡ ■♥✈❛r✐❛♥③ ✭✳✳✳✮ ❛✉❝❤ ❢ür ❞✐❡ ✈♦♥ ✐❤♠ ✭✳✳✳✮ ❡✐♥❣❡❢ü❤rt❡
❱✐❡❧❢❛❝❤❤❡✐t ❞❡r ❇❛s✐s ❞❡r ❩②❦❧♦s✐s ❣✐❧t✳✑
✸✹❈❡tt❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ♥✬❡st ♣❛s à ♣r❡♥❞r❡ ❛✉ s❡♥s ❛❝t✉❡❧ ♠❛✐s ❡♥ ✉♥ s❡♥s ♣❧✉s ❛♥❝✐❡♥✱
s✐❣♥✐✜❛♥t ✏❞é❧✐♠✐t❛♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ h+ 1 ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s✑ ❀ ❝❢✳ ❬✺✺❪✱ ♥♦t❡ ♣✳ ✸✹✶✳
✸✺❈❡tt❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❧❛❝❡ts ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❢❛✐t ❡♥ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛✣♥❡✱ s✐ ❧✬♦♥
❝♦♥s✐❞èr❡ à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞✬✉♥ ❧❛❝❡t ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❝♦♠♠❡ ré✉♥✐♦♥ ❞❡s s❡❣♠❡♥ts r❡❧✐❛♥t
❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❝♦♥sé❝✉t✐❢s ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡✳
✶✷✶
❬✹❪ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝♦♠♠❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❝❡❧❧❡
❞✉ s❡❣♠❡♥t r❡❧✐❛♥t ❝❡s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts✱ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ tr✐♣❧❡t ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝♦♠♠❡
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ tr✐❛♥❣❧❡ ♣❧❡✐♥ ❛②❛♥t ❝❡s tr♦✐s ♣♦✐♥ts ♣♦✉r s♦♠♠❡ts✱ ❡t❝✳
▲❡s ✐❞é❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡s ❛✉① ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❱✐❡t♦r✐s
s♦♥t é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❛♥❛❧♦❣✉❡s à ❝❡❧❧❡s ♠♦t✐✈❛♥t ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
é♥♦♥❝é❡s ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❡t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r
❱✐❡t♦r✐s✱ ❜✐❡♥ q✉✬❡①♣r✐♠é❡ ❡♥ ❞❡s t❡r♠❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡ ❝❡✉① ❞✬❆❧❡①❛♥❞❡r✱ ❡st
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✳ ❱✐❡t♦r✐s ❛❥♦✉t❡ ❥✉st❡ ✉♥❡ ✐❞é❡✱
❝♦♥s✐st❛♥t à ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s s♦✉s✲s✐♠♣❧❡①❡s✸✻ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞♦♥♥é ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t
❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ✭q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❢❛✐t q✉✬✉♥ ♠ê♠❡ s✐♠♣❧❡①❡
♣❡✉t êtr❡ ❢❛❝❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s✐♠♣❧❡①❡s ❞✐✛ér❡♥ts✮✳ ▲❡ ❜♦r❞ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ C ✏k✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❤♦♠♦❣è♥❡✑ ✭✐✳❡✳ ❞♦♥t ❧❡s s✐♠♣❧❡①❡s ✕ q✉✐ ♥❡ s♦♥t ❢❛❝❡s ❞✬❛✉❝✉♥
❛✉tr❡ ✕ s♦♥t t♦✉s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ k✮ ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❢♦r♠é à
♣❛rt✐r ❞❡s s✐♠♣❧❡①❡s (k−1)✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s q✉✐ s♦♥t ❢❛❝❡s ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣❛✐r
❞❡ s✐♠♣❧❡①❡s ❞❡ C✳ ❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❡✉t s❡♠❜❧❡r ❝✉r✐❡✉s❡ ♠❛✐s rés✉❧t❡ ❡♥ ❢❛✐t
❞❡ ❝❡ q✉❡ ❱✐❡t♦r✐s ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s s✐♠♣❧❡①❡s ♥♦♥ ♦r✐❡♥tés ✿ ❡♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♥s✐❞ér❡r
❞❡s s✐♠♣❧❡①❡s ♥♦♥ ♦r✐❡♥tés r❡✈✐❡♥t à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♠♦❞✉❧♦ ✷✳✸✼
❱✐❡t♦r✐s é❝r✐t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs✱ ♣♦✉r ❞❡✉① ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞♦♥♥és K1✱ K2✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
K1 = K2 ✭♠♦❞ 2✮✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐tés ❞❡ ❧❡✉rs s♦✉s✲s✐♠♣❧❡①❡s s♦♥t é❣❛❧❡s
♠♦❞✉❧♦ ✷✳ ❯♥ n✲❝②❝❧❡ ❡st ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❤♦♠♦❣è♥❡ s❛♥s ❜♦r❞✳
❊♥✜♥✱ ❱✐❡t♦r✐s ✐♥tr♦❞✉✐t ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ s♦♠♠❡ s✉r ❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ✭❧❛ s♦♠♠❡
❞❡ ❞❡✉① ❝♦♠♣❧❡①❡s K1✱ K2 ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✉s✲s✐♠♣❧❡①❡s ❞❡ K1 ❡t ❞❡ K2✱
❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s s♦✉s✲s✐♠♣❧❡①❡s ❛②❛♥t ♣♦✉r ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ s❡s ♠✉❧t✐✲
♣❧✐❝✐tés r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❞❛♥s K1 ❡t K2✮ ♣✉✐s ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ✿
R(k−1) ∼ 0 ❞❛♥s C s✐ R(k−1) ❡st ❧❡ ❜♦r❞ ❞✬✉♥ s✐♠♣❧❡①❡ k✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ S(k)
❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ C✳
❆②❛♥t ♣ré❝✐sé ❧❛ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❞❡s
❝♦♠♣❧❡①❡s ♠♦❞✉❧♦ ✷✱ ✐❧ ❞é✜♥✐t ❧❡ n✲✐è♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐té ✭✏n✲t❡ ❩✉✲
s❛♠♠❡♥❤❛♥❣s❣r✉♣♣❡✑✮ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ K ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❝②❝❧❡s
n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ♥♦♥ ♦r✐❡♥tés ❞❡ K ♠♦❞✉❧♦ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬❤♦♠♦❣✐❡✸✽✳ ❊st ❛♣✲
✸✻❱✐❡t♦r✐s ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ s✐♠♣❧❡①❡s ❞♦♥t ❛✉❝✉♥ ♥✬❡st
❧❛ ❢❛❝❡ ❞✬✉♥ ❛✉tr❡✱ ♣✉✐s ② ❛❥♦✉t❡ ❧❡s ❢❛❝❡s ✭s♦✉s✲s✐♠♣❧❡①❡s✮ ❞❡ ❝❡s s✐♠♣❧❡①❡s✳
✸✼▲✬✐♥t✉✐t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ ♣❡✉t êtr❡ é❝❧❛✐ré❡ ♣❛r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿ s✐ ❧✬♦♥
s❡ ❞♦♥♥❡ ❞❡✉① tr✐❛♥❣❧❡s ♣❧❡✐♥s ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❛②❛♥t ✉♥❡ ❛rêt❡ [ab] ❡♥ ❝♦♠♠✉♥✱ ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡
♦❜t❡♥✉ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① tr✐❛♥❣❧❡s ♣❡✉t êtr❡ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❞❡ ❝❡s
❞❡✉① tr✐❛♥❣❧❡s✳ ❈❡tt❡ ré✉♥✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧✬❛rêt❡ [ab] ❛ ❞✐s♣❛r✉ ❝❛r
❡❧❧❡ ét❛✐t ❧❡ ❧✐❡✉ ❞❡ s♦✉❞✉r❡ ❞❡s ❞❡✉① tr✐❛♥❣❧❡s✳ ▲✬❛rêt❡ ❛♣♣❛r❛✐ss❛✐t ❞❡✉① ❢♦✐s✱ ✉♥❡ ❢♦✐s ❞❛♥s
❝❤❛❝✉♥ ❞❡s tr✐❛♥❣❧❡s✱ ❡t s❛ ❞✐s♣❛r✐t✐♦♥ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ ♣❡✉t êtr❡ tr❛❞✉✐t❡
♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡st ❝♦♥s✐❞éré ♠♦❞✉❧♦ ✷✳
✸✽❈❢✳ ❬✷✷✻❪ ♣✳ ✹✺✻ ✿ ✏❲✐r ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ♥✉♥ ❢ürK1 ∼ K2 ❞✐❡ ❖♣❡r❛t✐♦♥❡♥ ✏+K1✑ ✉♥❞ ✏+K2✑
❛❧s ❞✐❡s❡❧❜❡ ❖♣❡r❛t✐♦♥✳✑
✶✷✷
♣❡❧é k✲✐è♠❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐té ✭✏❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣s③❛❤❧✑✮ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ C
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ s ❞❡ k✲❝②❝❧❡s ❞❡ C ❡♥tr❡ ❧❡sq✉❡❧s ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ❛✉❝✉♥❡ r❡✲
❧❛t✐♦♥ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ α1C1 + α2C2 + ... + αsCs ∼ 0 ✭✐❝✐ ❧❡s ❝②❝❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s
❝♦♥s✐❞érés ♠♦❞✉❧♦ ✷ ❀ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐té ❡st ❞♦♥❝ ✐❞❡♥t✐q✉❡ ❛✉ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❇❡tt✐✮✳
❱✐❡t♦r✐s r❡♣r❡♥❞ ❡♥s✉✐t❡ ❝❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ s✐♠♣❧❡①❡s ♦r✐❡♥✲
tés✸✾✳ ▲❡ ❜♦r❞ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ K n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡
❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ (n−1)✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s (n−1)✲❢❛❝❡s ❞❡ K
(p−q) ❢♦✐s✱ s✐ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♦r✐❡♥té❡s ♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❜♦r❞ ❞✬❡①❛❝✲
t❡♠❡♥t p n✲❢❛❝❡s ❞❡ K ❡t ♦r✐❡♥té❡s ♥é❣❛t✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❜♦r❞ ❞✬❡①❛❝t❡♠❡♥t
q n✲❢❛❝❡s ❞❡ K✳ ▲❡ n✲✐è♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ✭✏n✲t❡ ❍♦♠♦❧♦❣✐❡❣r✉♣♣❡✑✮
❞✬✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ C ❡st ❛❧♦rs ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❝②❝❧❡s n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s
♦r✐❡♥tés ❞❡ K ♠♦❞✉❧♦ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳
❉❛♥s ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡♠♣s✱ ❱✐❡t♦r✐s ❡✛❡❝t✉❡ ❧❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡s ♥♦t✐♦♥s s✉r
❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ❛✉① ♣❛rt✐❡s ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ✭s♦♥ ✐♥térêt
s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛♥t ✜♥❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❝♦♠♣❛❝t❡s✮✳ ■❧ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❞é✲
✜♥✐r très ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ C ❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ M ❝♦♠♠❡ ét❛♥t
✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❛✉ s❡♥s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞é✜♥✐ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❞♦♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts
❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à M ✳✹✵ ■❧ ✐♥tr♦❞✉✐t ❡♥s✉✐t❡ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❧♦rsq✉✬✉♥❡
❞✐st❛♥❝❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ s✉r M ✿
✉♥ ❝②❝❧❡ C ❞❛♥s M ❡st ❞✐t ǫ✲❤♦♠♦❧♦❣✉❡ à 0 ❞❛♥s M ✭♥♦té C ∼ǫ 0✮ s✬✐❧ ❡st
❤♦♠♦❧♦❣✉❡ ❛✉ s❡♥s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ à ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ ❜♦r❞s ❞❡ s✐♠♣❧❡①❡s ✭❞❛♥s
M✮ ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡s str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉rs à ǫ✳
▲❛ ♠ê♠❡ ✈✐s✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❬✷✾❪ ❣✉✐❞❡ ❧❡s ❞é✜♥✐✲
t✐♦♥s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❞✉ ❜♦r❞R(k) ❞✬✉♥ s✐♠♣❧❡①❡ (k+1)✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧
S(k+1) ❞♦♥t ❧❡s ❛rêt❡s s♦♥t t♦✉t❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ǫ ✭✐❧
♥♦t❡R(k) ∼ǫ 0✮ à ✉♥ ❝②❝❧❡ k✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ C(k) ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✧ǫ✲❆❜ä♥❞❡r✉♥❣✧ ❞❡
C(k)✳ ❱✐❡t♦r✐s ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❛✐♥s✐ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✭✜♥✐❡✮ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❧❡s ✐❞é❡s ❧✐é❡s à
❧✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✷✾❪ ❞❡ ❇r♦✉✇❡r✳ ❉✬❛✐❧❧❡✉rs✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s
❛❧❧♦♥s ❧❡ ✈♦✐r✱ ❱✐❡t♦r✐s ❞é✜♥✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛r✲
t✐❡ M ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❡t ❝❡✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ t♦t❛❧❡♠❡♥t ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉ ❣r♦✉♣❡
❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳
✸✾▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛ été ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝❤❛î♥❡s
é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ■❧ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ ❛✉① s✐♠♣❧❡①❡s ❝♦♥s✐❞érés ♣❛r ❱✐❡t♦r✐s ❝❛r ✐❧s
s♦♥t ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥és ♣❛r ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❧❡✉rs s♦♠♠❡ts✳
✹✵❉❡ t❡❧s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♥✬♦♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ré❛❧✐té ❣é♦♠étr✐q✉❡ ✈✉ q✉❡ s❡✉❧s ❧❡✉rs
s♦♠♠❡ts s♦♥t ré❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s M ✳ ■❧ ♥✬❡st ❛✉❝✉♥❡♠❡♥t ❞❡♠❛♥❞é✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ q✉❡ ❧❡s
s❡❣♠❡♥ts r❡❧✐❛♥t ❝❡s s♦♠♠❡ts s♦✐❡♥t ❜✐❡♥ ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s M ✳
✶✷✸
❱✐❡t♦r✐s ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s s✉✐t❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s✹✶ F ❞❛♥sM ❀ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ s✉✐t❡s
❞❡ ❝②❝❧❡s k✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s (Cm)m=1...+∞ ❞♦♥t ❧❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞❡s ❛rêt❡s t❡♥❞❡♥t
✈❡rs 0 ❛✈❡❝ m ❡t t❡❧s q✉❡ ✿
∀ǫ > 0, ∃nǫ, ∀n1, n2 > nǫ, Cn1 ∼ǫ Cn2 .
❯♥❡ s✉✐t❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❡st ❞✐t❡ ǫ✲❤♦♠♦❧♦❣✉❡ à 0 s✬✐❧ ❡①✐st❡ nǫ t❡❧ q✉❡ Cn ∼ǫ 0
♣♦✉r t♦✉t n > nǫ✳ ❯♥❡ s✉✐t❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ F ❡st ❛♣♣❡❧é❡ s✉✐t❡ ♥✉❧❧❡ ✭✏◆✉❧❧✲
❢♦❧❣❡✑✮ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ǫ✲❤♦♠♦❧♦❣✉❡ à 0 ♣♦✉r t♦✉t ǫ ❀ ♦♥ é❝r✐t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s F ∼ 0✳✹✷
❆②❛♥t ❛❧♦rs ♣ré❝✐sé q✉❡ ❧❡s s✉✐t❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❢♦r♠❛✐❡♥t ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♣♦✉r
❧✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❡t ❧❡s s✉✐t❡s ♥✉❧❧❡s ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡✱ ✐❧ ❞é✜♥✐t ❧❡s n✲✐è♠❡s ❣r♦✉♣❡s
❞❡ ❝♦♥♥❡①✐té ❡t ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ M ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡s s✉✐t❡s ❢♦♥❞❛✲
♠❡♥t❛❧❡s ♠♦❞✉❧♦ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ s✉r ❧❡s s✉✐t❡s ✭❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t à ❢❛✐r❡
❧❡ q✉♦t✐❡♥t ♣❛r ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡s s✉✐t❡s ♥✉❧❧❡s ✕ ❝❡ q✉❡ ♥❡ ♣ré❝✐s❡ ♣❛s ❱✐❡✲
t♦r✐s✮✳ ▲❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡t ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐té ✈✐❡♥t
❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❞❡ ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ❝②❝❧❡s ♦r✐❡♥tés ♦✉ ♥♦♥✳
❱✐❡t♦r✐s ♣r♦❝è❞❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧
❞❡ M ✳ ■❧ ♣r❡♥❞ ❝♦♠♠❡ ❝❤❡♠✐♥s ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞✬❛rêt❡s ❡t
✐♥tr♦❞✉✐t ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✭❝♦♠♠❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❧✬❤♦♠♦t♦♣✐❡✮ ❡♥ ❞✐s❛♥t q✉✬✉♥ ❝❤❡✲
♠✐♥ ❢❡r♠é W ✭❞❡ s♦♠♠❡ts ✐♥✐t✐❛❧ ❡t ✜♥❛❧ ✐❞❡♥t✐q✉❡s✮ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à 0 ✭♥♦té
W ≡ 0✮ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ C s✬✐❧ ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❞❡ C✱ ♦✉ ❡st s♦♠♠❡
❞❡ t❡❧s ❝❤❡♠✐♥s✳ P♦✉r ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❢❡r♠é W ❞❛♥s M ✐❧ é❝r✐t W ≡ǫ 0 s✬✐❧ ❡st
✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ✉♥ s✐♠♣❧❡①❡ ❞❡ M ❞♦♥t ❧❡s ❛rêt❡s s♦♥t ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r str✐❝t❡♠❡♥t
✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ǫ✳ ■❧ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ❧❡s s✉✐t❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ ❢❛ç♦♥ t♦✲
t❛❧❡♠❡♥t ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉① s✉✐t❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❞❡ ❝②❝❧❡s ❡t ❞é✜♥✐t ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡
s✉r ❧❡s s✉✐t❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❡♥ ♠✐♠❛♥t ❧✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ s✉r ❧❡s s✉✐t❡s
❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❞❡ ❝②❝❧❡s✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ✜①é ✉♥ ♣♦✐♥t o ❞❡ M ✱ ✐❧ ❞é✜♥✐t ❧❡ ❣r♦✉♣❡
✹✶▲❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ❡♠♣❧♦②é❡ ❡st ✏❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❢♦❧❣❡✑ ❀ ♦♥ ❛✉r❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣✉ tr❛❞✉✐r❡
♣❛r s✉✐t❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤② ❝❛r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡①♣r✐♠é❡ éq✉✐✈❛✉t à ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❈❛✉❝❤② s❡❧♦♥
❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❱✐❡t♦r✐s✳ ❊♥ ♦✉tr❡ ❋❡❧✐① ❍❛✉s❞♦r✛✱ à ❧❛ ♠ê♠❡ é♣♦q✉❡✱ ✉t✐❧✐s❡
❧❡ t❡r♠❡ ✏❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❢♦❧❣❡✑ ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤② ❞❛♥s s♦♥ ●r✉♥③ü❣❡ ❞❡r
▼❡♥❣❡♥❧❡❤r❡✱ ❝❢✳ ❬✶✵✷❪ ♣✳ ✹✶✹✳
✹✷❈❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ❧❡s s✉✐t❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s q✉✐ ❥♦✉❡r♦♥t ❧❡ ✈ér✐t❛❜❧❡ rô❧❡ ❞❡ ❝②❝❧❡s ❞❡ M ✳
●é♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ s✉✐t❡s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡
❝♦♠♣❧❡①❡s ❛❜str❛✐ts✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡s s✉✐t❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❛ss✉r❡♥t q✉❡ ❧❡s
s♦♠♠❡ts ❞❡s Cn s♦♥t ❡s♣❛❝és ❞✬✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ à ♠❡s✉r❡ q✉❡ n ❛✉❣✲
♠❡♥t❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡❧❧❡s ❢♦r❝❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞❡s Cn à t❡♥❞r❡ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✳ ▲❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❈❛✉❝❤② ❡st ❧à ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❡♥ s♦rt❡ q✉❡✱ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♠♣❛❝t✱ ❝❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡
♣♦✐♥ts ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✈❡rs ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❧✐♠✐t❡ q✉✐ ❞❡✈r❛✐t ❞❡ss✐♥❡r ✉♥ ✈ér✐t❛❜❧❡ ❝②❝❧❡
s✉r M ✳
▲❡s s✉✐t❡s ♥✉❧❧❡s ❥♦✉❡♥t✱ ❡❧❧❡s✱ ❧❡ rô❧❡ ❞❡s ❜♦r❞s ❞❛♥s M ✳ ▲✬❡①✐❣❡♥❝❡ ❞✬êtr❡ ǫ✲❤♦♠♦❧♦❣✉❡
à 0 ♣♦✉r t♦✉t ǫ ❡st ❧à ♣♦✉r t❡♥t❡r ❞✬❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❡s tr♦✉s ❞❛♥s M s❡r♦♥t ❜✐❡♥ ❞ét❡❝tés✱ ❡t
❞♦♥❝ q✉✬✉♥❡ s✉✐t❡ ♥✉❧❧❡ ❞é❧✐♠✐t❡r❛ ❜✐❡♥ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ♣❧❡✐♥❡ ✕ ♣♦✉r ❧❡ ❞✐r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s
♣ré❝✐s❡✱ ❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡♠❡♥t tr✐✈✐❛❧❡ ✕ ❞❡ M ✳
✶✷✹
❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡M ♣❛r r❛♣♣♦rt à o ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s s✉✐t❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s
❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ ♣♦✐♥ts ✐♥✐t✐❛❧ ❡t ✜♥❛❧ o ♠♦❞✉❧♦ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳
▲❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❡st ré✈é❧❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ q✉✬❛✈❛✐t ❱✐❡t♦r✐s ❞❡s
♦❜❥❡ts q✉✬✐❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛✐t✳ ▲❡s ❣r♦✉♣❡s ✭❞❡ ❝♦♥♥❡①✐té✱ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✱ ❢♦♥❞❛♠❡♥✲
t❛✉①✮ q✉✬✐❧ ❛ ✐♥tr♦❞✉✐ts s♦♥t ét✉❞✐és ❡♥ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❡✉rs ♣r♦♣r✐é✲
tés t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ✿ ✐❧ ♠♦♥tr❡ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❧❡s ♠✉♥✐r ❞✬✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ q✉✐ ❡♥ ❢❛✐t ❞❡s
❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ❝♦♠♣❧❡ts ❡t ♣r♦✉✈❡ q✉❡ s✐M ❡st ❝♦♠♣❛❝t ❛❧♦rs ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡
❝♦♥♥❡①✐té ❞❡M ❧✬❡st é❣❛❧❡♠❡♥t✳ ❚♦✉❥♦✉rs ♣♦✉rM ❝♦♠♣❛❝t✱ ✐❧ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❝❡s
❣r♦✉♣❡s ♣♦ssè❞❡♥t ❝❤❛❝✉♥ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ✭✐❧ ❡♠♣❧♦✐❡ ❧❡ ♠♦t ✏❇❛s✐s✑✮
❝♦♠♣❛❝t❡ ❡t ❞é✜♥✐t ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ✭✏❱✐❡❧❢❛❝❤❤❡✐t✑✮ ❞❡ ❝❡s ❣r♦✉♣❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡
♣❧✉s ♣❡t✐t ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ✭q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥✜♥✐❡
❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡✮✳ ▲❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐té ❡t ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡st
♣♦✉r ❧✉✐ ❧✬❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐té ❡t ❞❡ ❇❡tt✐ ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s
❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s✳ ❘❡♣r❡♥❛♥t ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ✏❩②❦❧♦s✐s✑✹✸ ❡♠♣❧♦②é❡ ♣❛r ❇r♦✉✇❡r
❞❛♥s ❬✷✾❪✱ ✐❧ ❢❛✐t ❧❡ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ s❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✭❝❡ q✉✐ ❧❡s ❥✉st✐✜❡✮ ❡♥ ♠♦♥tr❛♥t
q✉❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞❡s ✏❩②❦❧♦s✐s✑ ♥♦♥ ♦r✐❡♥tés ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞✉
❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐té ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✹✹✳
❚♦✉t ❝❡❝✐ ❝♦♥✜r♠❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡s ✐❞é❡s ❞❡ ❇r♦✉✇❡r ❡t ❧❛ ♣ré♣♦♥❞ér❛♥❝❡
❞❡s ✐♥t✉✐t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❡t ❞❡s ♥♦t✐♦♥s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❱✐❡✲
t♦r✐s✳ ❉❛♥s ❬✷✷✻❪✱ ❱✐❡t♦r✐s ♥✬✉t✐❧✐s❡ ❛✉❝✉♥ ♦✉t✐❧ ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✱ é✈✐t❡
❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s q✉♦t✐❡♥ts ❡t tr❛✈❛✐❧❧❡ t♦✉❥♦✉rs s✉r ❧❡s ❝②❝❧❡s ♦✉ ❧❡s
❝❤❡♠✐♥s ❡t ♥♦♥ s✉r ❧❡✉rs r❡♣rés❡♥t❛♥ts à ❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ♦✉ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣rès✳ ❆✐♥s✐✱
s✐ ❱✐❡t♦r✐s ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❡♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡✱ ❝✬❡st t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♣❛r❝❡ q✉✬✐❧
♥❡ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❛✉tr❡♠❡♥t✳ ❈♦♠♠❡ ❧✬❡①♣❧✐q✉❡ ▼❛❝ ▲❛♥❡ ❞❛♥s ❬✶✺✷❪✱ ❧✬✐♥térêt ❞❡
❱✐❡t♦r✐s s❡ ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ❝♦♠♣❛❝ts ✕ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r
✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ tr♦✉s✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ tr✐❛❞✐q✉❡ ❞❡ ❈❛♥t♦r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✕
❧❡✉r ❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❧✉s s✬❡①♣r✐♠❡r à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❇❡tt✐ ♦✉ ❞❡
✹✸■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ très ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✱ s❡♠❜❧❛♥t ♣r♦✈❡♥✐r ❞❡ ❬✶✹✽❪✳ ❊❧❧❡ ❞és✐❣♥❡
❧❡s ❧❛❝❡ts ❡♠♣❧♦②és ♣❛r ▲✐st✐♥❣ ♣♦✉r ♠❡s✉r❡r ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐té✳ ❖♥ tr♦✉✈❡r❛ ❞❡s ❞ét❛✐❧s ❞❛♥s
❬✷✽❪ ♣✳ ✾✷✵✳
✹✹❬✷✷✻❪ ♣✳ ✹✻✹ ✿ ✏❉✐❡ ❱✐❡❧❢❛❝❤❤❡✐t ❞❡r ♥✐❝❤t ♦r✐❡♥t✐❡rt❡♥ ❩②❦❧♦s✐s ✐st ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❱✐❡❧❢❛❝❤❤❡✐t
❞❡r ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣s❣r✉♣♣❡ ❞❡rs❡❧❜❡♥ ❉✐♠❡♥s✐♦♥✳✑
✶✷✺
t♦rs✐♦♥✹✺ ❡t ❞❡♠❛♥❞❡ ❞♦♥❝ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡✹✻ ❛✜♥ ❞❡
❞é✜♥✐r ❧✬❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❇❡tt✐ ✿ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❛ ❞é❥à
été é✈♦q✉é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ✐❧ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ✐❣♥♦ré q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❝♦♥s✐✲
❞érés à ❧✬é♣♦q✉❡ ❡♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ✕ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝②❝❧❡s ✕ ♣♦✉✈❛✐❡♥t
êtr❡ ♠✉♥✐s ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡✳ ❱✐❡t♦r✐s ❧✬❛❞♠❡t ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❞❛♥s ✉♥❡
❧❡ttr❡ à P✉♣♣❡ ✭❬✶✶✸❪ ♣✳ ✻✷✲✻✸✮ ✿ ✏❙❡❧❜st✈❡rstä♥❞❧✐❝❤ ✇✉ßt❡♥ ❞✐❡ ❚♦♣♦❧♦❣❡♥
s❝❤♦♥ ✈♦r ❞✐❡s❡♥ ❆r❜❡✐t❡♥✱ ❞❛ß s✐❡ ❡s ❜❡✐ ❞❡r ❆❞❞✐t✐♦♥ ✈♦♥ ❩②❦❡❧❦❧❛ss❡♥ ♠✐t
❆❜❡❧s❝❤❡♥ ●r✉♣♣❡♥ ③✉ t✉♥ ❤❛tt❡♥✳ ❲❡✐❧ s✐❡ ❛❜❡r ✇✉ßt❡♥✱ ❞❛ß ❞✐❡s❡ ●r✉♣♣❡♥
❞✉r❝❤ ❘❛♥❣✲ ✉♥❞ ❊❧❡♠❡♥t❛rt❡✐❧❡r ✭❚♦rs✐♦♥s③❛❤❧❡♥✮ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡rt s✐♥❞✱ ❤✐❡❧✲
t❡♥ s✐❡ ❞✐❡ ❇❡s❝❤ä❢t✐❣✉♥❣ ♠✐t ❞❡♥ ●r✉♣♣❡♥ ❢ür ü❜❡r✢✉ss✐❣✳✑✹✼ ▲✬✐♥térêt ❞✉
tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❱✐❡t♦r✐s ❞é♣❛ss❡ ❞♦♥❝ ❧❛ s❡✉❧❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❣r♦✉♣❡
❡♥ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❀ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❡st ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ s♦♥ ét✉❞❡ ❛❜s♦❧✉✲
♠❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❝❛r s❡s ♦❜❥❡ts ❞✬ét✉❞❡ ✭❧❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ❝♦♠♣❛❝ts✮ ♥❡
♣♦✉✈❛✐❡♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ êtr❡ ❞é❝r✐ts ❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❇❡tt✐ ❡t ❞❡ t♦rs✐♦♥
❥✉sq✉✬❛❧♦rs s✉✣s❛♥ts ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ▲❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s ❞❡
t②♣❡ ✜♥✐ s♦♥t ✐♥❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦❞❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❧♦❣✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s
♠étr✐q✉❡s ❝♦♠♣❛❝ts ❣é♥ér❛✉①✳
❊♥ ❛❞♦♣t❛♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ✐♥s♣✐ré❡ ♣❛r ❇r♦✉✇❡r✱ ❱✐❡t♦r✐s
❛ ♣✉ ét✉❞✐❡r ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✬♦❜❥❡ts ♣❧✉s r✐❝❤❡s q✉❡ ❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s s✐♠♣❧✐❝✐❛✉①✳
❯♥❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ♣❧✉s ❝❧❛ss✐q✉❡ ❛✉r❛✐t été ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥ ♣r♦❝é❞é ❣é♥ér❛❧ ♣❡r♠❡t✲
t❛♥t ❞✬❛ss♦❝✐❡r ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ à ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♠♣❛❝t ❡t ❞❡
❞é✜♥✐r ❡♥s✉✐t❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❝❡t ❡s♣❛❝❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✉ ❝♦♠✲
♣❧❡①❡ ❛ss♦❝✐é✳ ▼❛✐s ❧❛ ✈♦✐❡ ❡♠♣r✉♥té❡ ♣❛r ❱✐❡t♦r✐s ❧✉✐ ❛ ♣❡r♠✐s ❥✉st❡♠❡♥t
❞❡ ❝♦♥t♦✉r♥❡r ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ♣❡rt✐♥❡♥t
à ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♠♣❛❝t q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡ q✉✬✐❧ ❛✐t été ❧❡
♣r❡♠✐❡r à ❞é✜♥✐r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳
❖♥ ♣❡✉t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❧é❣✐t✐♠❡♠❡♥t s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛
✹✺❖♥ ❛ ✈✉ ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ q✉❡ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ t♦rs✐♦♥ ét❛✐❡♥t ❞é✜♥✐s à ♣❛rt✐r
❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡✱ ❡❧❧❡s✲♠ê♠❡s ❛tt❛❝❤é❡s à ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡✳ P♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s
❞❡ t♦rs✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♠♣❛❝t✱ ✐❧ ❛✉r❛✐t ❞♦♥❝ ❢❛❧❧✉ q✉❡ ❱✐❡t♦r✐s tr♦✉✈❡ ❝♦♠♠❡♥t
❛ss♦❝✐❡r ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ✭q✉✐ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐✮ à ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♠♣❛❝t
t♦✉t ❡♥ ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ✕ ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❡♥tr❡♣r✐s❡ ✈❛✐♥❡✳ ▲❡s
♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❇❡tt✐ ♣❡✉✈❡♥t✱ ❡✉①✱ êtr❡ ❞é✜♥✐s s❛♥s ❧❡ r❡❝♦✉rs ❛✉① ♠❛tr✐❝❡s ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✭❝❢✳ ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✮ ♠❛✐s ♦♥ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♥♦♠❜r❡s
❞❡ ❇❡tt✐ ✐♥✜♥✐s ♣♦✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ❝♦♠♣❛❝ts✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❡s♣❛❝❡
❛✈❡❝ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ tr♦✉s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞❡ 1✲❝②❝❧❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❡♥ s❡
❞♦♥♥❛♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tr♦✉ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❝♦♥s✐❞éré ✉♥ 1✲❝②❝❧❡ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❧❡ t♦✉r✳
✹✻❈❡tt❡ ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❛❝ ▲❛♥❡ ❡st ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❝♦♥✜r♠é❡ ♣❛r ❱✐❡t♦r✐s ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❞❛♥s ✉♥❡
❧❡ttr❡ à ❋r✐❡❞r✐❝❤ ❍✐r③❡❜r✉❝❤✱ ❝✐té❡ ❞❛♥s ❬✶✶✸❪✱ ♣✳ ✻✷✳
✹✼✏❇✐❡♥ sûr✱ ❧❡s t♦♣♦❧♦❣✉❡s s❛✈❛✐❡♥t ❞é❥à ❛✈❛♥t ❝❡ tr❛✈❛✐❧ q✉✬✐❧s ❛✈❛✐❡♥t ❛✛❛✐r❡ à ❞❡s
❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s ✈✐❛ ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝②❝❧❡s✳ ▼❛✐s ❝♦♠♠❡ ✐❧s s❛✈❛✐❡♥t q✉❡ ❝❡s ❣r♦✉♣❡s
s♦♥t ❝❛r❛❝tér✐sés ♣❛r ❧❡ r❛♥❣ ❡t ❧❡s ❞✐✈✐s❡✉rs é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✭♥♦♠❜r❡s ❞❡ t♦rs✐♦♥✮✱ ✐❧s ❝♦♥s✐✲
❞ér❛✐❡♥t ❝❡t ❡♠♣❧♦✐ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s s✉♣❡r✢✉✳✑
✶✷✻
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ♣♦✉r ❞❡s ♦❜❥❡ts ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s q✉❡ ❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s
s✐♠♣❧✐❝✐❛✉① ♥✬❛ ♣❛s r❡♥❝♦♥tré ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ❛♥tér✐❡✉r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❱✐❡t♦r✐s✳ ❙❛♥s
❡♥tr❡r ❞❛♥s ❧❡s ❞ét❛✐❧s✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ q✉❡ ❝❡❧❛ s♦✐t ❧✐é ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
♠ê♠❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐été✹✽✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s s❡s ♣r❡♠✐❡rs ❛rt✐❝❧❡s s✉r ❧✬❛♥❛❧②s✐s s✐t✉s✱
P♦✐♥❝❛ré ❝♦♥s✐❞ér❛ ❞❡s ✈❛r✐étés ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡s✱ ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ à ❧✬❛✐❞❡
❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r ❞❡s ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ét❛✐t
❛✐♥s✐ ♣rés❡♥té❡ ✿
V1 + V2 + ...+ VK ∼ 0 s✐ ❧❡s s♦✉s✲✈❛r✐étés ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ m V1✱V2✱✳✳✳✱VK ❞❡ ❧❛
✈❛r✐été M ❢♦r♠❡♥t ❧❡ ❜♦r❞ ❞✬✉♥❡ s♦✉s✲✈❛r✐été ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ m+ 1 ❞❡ M ✳
P♦✐♥❝❛ré ♣r♦♣♦s❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❡♥s✉✐t❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ✈❛r✐étés ✈✐❛ ✉♥❡
❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ❝❡❧❧✉❧❡s ✭❞♦♥❝ ❞❡ ❧❡s r❡♣rés❡♥t❡r ♣❛r ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❝❡❧❧✉✲
❧❛✐r❡s✮✱ ❛✣r♠❛♥t s❡♠❜❧❡✲t✲✐❧ q✉❡ t♦✉t❡ ✈❛r✐été ❛❞♠❡t ✉♥❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ■❧ ♣✉t
❛✐♥s✐ ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❡t ❢♦✉r♥✐r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❇❡tt✐ ❡t ❞é✜♥✐r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ t♦rs✐♦♥✳ ▼❛✐s ❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ❞❡
P♦✐♥❝❛ré s♦✉❧❡✈❛ ❜♦♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❛✉①q✉❡❧s ♣❡✉ ❞❡ ré♣♦♥s❡s ❛✈❛✐❡♥t
été ❛♣♣♦rté❡s ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✷✵✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ❝❡❧❧✉❧❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛r✐été
❞♦♥♥é❡✱ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❇❡tt✐ ❡t ❞❡ t♦rs✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡✉① tr✐❛♥❣✉❧❛✲
t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ✈❛r✐été✱ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r ❞❡✉①
✈❛r✐étés ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡s✱ ❡t❝✳ ❈❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s♦♥t ❡♥ ✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣t❡ ❧✐és à ❝❡❧✉✐
❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♠ê♠❡ ❞❡ ✈❛r✐été✳ ❙♦✐t ♦♥ ❛❞♦♣t❛✐t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡
❞❡ P♦✐♥❝❛ré ❡t t❡♥t❛✐t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥
♣♦✉r ❞❡ t❡❧❧❡s ✈❛r✐étés✱ s♦✐t ♦♥ ♣❛rt❛✐t ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ q✉✬✉♥❡ ✈❛r✐été ét❛✐t ✕ ♣❛r
❞é✜♥✐t✐♦♥ ✕ ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡✱ ❡t ♦♥ ❝❤❡r❝❤❛✐t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♥❛t✉r❡
❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ♣♦✉r q✉✬✉♥❡ ✈❛r✐été ✈ér✐✜❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞✉❛✲
❧✐té ❞❡ P♦✐♥❝❛ré✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é ❧❛ ❝♦♠♠♦❞✐té ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❡
❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❇❡tt✐ ❡t ❞❡ t♦rs✐♦♥ ❡t ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té à ♣r♦✉✈❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡
❞❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐étés ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✭❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥s
♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐étés ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥❡ ❢✉t ♣r♦✉✈é❡ q✉✬❡♥ ✶✾✷✺
♣❛r ❚✳ ❘❛❞ó✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❛✐sé♠❡♥t q✉❡ ❧❡s t♦♣♦❧♦❣✉❡s ❛✐❡♥t ❡♥ ❣é✲
♥ér❛❧ ♣r✐s✱ ❥✉sq✉✬à ❱✐❡t♦r✐s✱ ❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s s✐♠♣❧✐❝✐❛✉① ❝♦♠♠❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❡✉rs
ré✢❡①✐♦♥s✳
✺✳✹ ❲❛❧t❤❡r ▼❛②❡r
▲❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❱✐❡t♦r✐s ❛ ✉♥❡ ✜❧✐❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❡t ✐♠♠é❞✐❛t❡ ✈✐❛ ❝❡❧✉✐ ❞❡
❲❛❧t❤❡r ▼❛②❡r ✭❞❡ ❱✐❡♥♥❡✮✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✺✾❪✳ ▲❛
✹✽P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❝♦♥s✉❧t❡r ❬✶✾✽❪✳
✶✷✼
♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❬✶✺✾❪✱ s♦✉♠✐s❡ ❧❡ ✶✻ ♥♦✈❡♠❜r❡ ✶✾✷✼✱ ✈♦✐t ▼❛②❡r ♣ré❝✐s❡r
❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✿ ✏■♥ ❞✐❡ ❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ✇✉r❞❡ ✐❝❤ ❞✉r❝❤ ♠❡✐♥❡♥ ❑♦❧❧❡❣❡♥ ❱✐❡✲
t♦r✐s ❡✐♥❣❡❢ü❤rt✱ ❞❡ss❡♥ ❱♦r❧❡s✉♥❣ ✶✾✷✻✴✷✼ ✐❝❤ ❛♥ ❞❡r ❤✐❡s✐❣❡♥ ❯♥✐✈❡rs✐tät
❜❡s✉❝❤t❡✳✑✹✾ ▼❛②❡r s❡ ♣❧❛❝❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❛❜str❛✐t ❡t ❞♦♥♥❡ ✉♥ s②stè♠❡
❞✬❛①✐♦♠❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✺✵✳ P♦✉r ♥♦tr❡ ♣r♦♣♦s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❧✐♠✐t❡r♦♥s à
❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t
❧✬❛①✐♦♠❛t✐q✉❡✳
▲❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s s♦♥t ✈✉s ❝♦♠♠❡ ♦❜❥❡ts ❞✬✉♥ ♠♦❞✉❧❡✺✶ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s Σ ❡t
à ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡st ❛ss♦❝✐é ✉♥ ❡♥t✐❡r ✕ ❛♣♣❡❧é ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✕ ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡
0 ❡t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❡♥t✐❡r n q✉✐ ❡st ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ Σ✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡
s✐♠♣❧❡①❡ ❞✐s♣❛r❛ît ❛✐♥s✐✱ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❢❛❝❡✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
❝❡❧❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡t✱ q✉✐ ét❛✐t ❥✉sq✉❡✲❧à ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
❞✬✉♥ s✐♠♣❧❡①❡✳ ▲❡s ❛①✐♦♠❡s ✐♥tr♦❞✉✐ts ♣❛r ▼❛②❡r s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿
✶✳ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡ Σ q✉✐ ❢❛✐t ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s {K(ρ)} ❞✬✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ρ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ❀
✷✳ ✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥ é❧é♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ✜♥✐ ❞❛♥s {K(ρ)} ❀
✸✳ ♣♦✉r t♦✉t ρ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ✜♥✐❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①❡s ρ✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s a(ρ)1 ✱
✳✳✳✱ a(ρ)τ t❡❧❧❡ q✉❡ t♦✉t ❝♦♠♣❧❡①❡ ρ✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❞❡ {K(ρ)} ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s{
τ∑
i=1
pia
(ρ)
i , pi ∈ Z
}
❀
✹✳ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥R✱ ❞✐t❡ ✧❜♦r❞✧✱ q✉✐ à t♦✉t ❝♦♠♣❧❡①❡ ρ✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧
K(ρ) ❞❡ Σ (1 ≤ ρ ≤ n) ❛ss♦❝✐❡ ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ (ρ− 1)✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❞❡ Σ
♥♦té R(K(ρ)) ❀
✺✳ R ❡st Z✲❧✐♥é❛✐r❡ ❀
✻✳ R ◦R = 0✳
▼❛②❡r ❡♥ ❛rr✐✈❡ ❡♥s✉✐t❡ très r❛♣✐❞❡♠❡♥t à ❞é✜♥✐r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡
✭❥✉st❡ ❛♣rès ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❝②❝❧❡s✱ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ t♦rs✐♦♥ ❡t ❞❡s ❝②❝❧❡s
❤♦♠♦❧♦❣✉❡s à 0✮✳ ■❧ ② ❛ ✉♥❡ ❛✈❛♥❝é❡ ♥♦t❛❜❧❡ ✿ ❛❧♦rs q✉❡ ❝❤❡③ ❱✐❡t♦r✐s ❧❡
❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ♣♦✉✈❛✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❢♦r❝é ♣❛r ❧❡s ❝✐r❝♦♥st❛♥❝❡s✱
✐❧ ❡st ✐❝✐ ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ❛ss✉♠é✳ ❘✐❡♥ ❡♥ ❡✛❡t ❞❛♥s s❡s ❛①✐♦♠❡s ♥✬♦❜❧✐❣❡❛✐t ▼❛②❡r
à ❧✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❡t ❝❡ ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s q✉❡✱ ❞✬❛♣rès ❧✬❛①✐♦♠❡ 3✱ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡
✹✾✏❏✬❛✐ été ✐♥✐t✐é à ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ♣❛r ♠♦♥ ❝♦❧❧è❣✉❡ ❱✐❡t♦r✐s ❞♦♥t ❥✬❛✐ ❢réq✉❡♥té ❧❡ ❝♦✉rs
✶✾✷✻✴✷✼ à ♥♦tr❡ ❯♥✐✈❡rs✐té✳✑
✺✵▼❛②❡r r❡♥❢♦r❝❡ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❝❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❛❜str❛✐t ❡♥ ♣ré❝✐s❛♥t q✉❡ ❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s
s♦♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts q✉✬✐❧ ♥❡ ❢❛✉t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝♦♠♠❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s ❡♥t✐tés
❣é♦♠étr✐q✉❡s✳
✺✶▲❡ ♠♦t ❡♠♣❧♦②é ♣❛r ▼❛②❡r ❡st ✏❘✐♥❣✑ ♠❛✐s ❝♦♠♠❡ ✐❧ ♥❡ s✬❛❣✐t ♣❛s ❞✬✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❛✉
s❡♥s ❛❝t✉❡❧ ✭❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❝♦♠♣❧❡①❡s ♥✬❡st ♣❛s ❞é✜♥✐❡✮ ♥♦✉s ♣ré❢ér♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❡
t❡r♠❡ ✏♠♦❞✉❧❡✑ ❛✈❡❝ s♦♥ s❡♥s ❛❝t✉❡❧ ❛✜♥ ❞✬é✈✐t❡r t♦✉t❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥✳
✶✷✽
❝♦♠♣❧❡①❡s s♦♥t ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ✜♥✐❡ ✕ ❞♦♥❝ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❝❛r❛❝tér✐sés ♣❛r ❧❡s
♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❇❡tt✐ ❡t ❞❡ t♦rs✐♦♥ ✕ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ❞❡ ❝❡✉① ✉t✐❧✐sés ♣❛r ❱✐❡t♦r✐s
♣♦✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ❝♦♠♣❛❝ts✳
P♦✉rt❛♥t ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ♥❡ s❡♠❜❧❡
t♦✉❥♦✉rs ♣❛s ❞é❝❡❧é❡ ❝❤❡③ ▼❛②❡r✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ❝r♦✐r❡ ❧❡ ❝♦♥tr❛✐r❡ ✈✉ q✉❡✱
à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❱✐❡t♦r✐s✱ ✐❧ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❞é✜♥✐r ❧❡ ρ✲✐è♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦✲
♠♦❧♦❣✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ♦❜t❡♥✉ ❝♦♠♠❡ q✉♦t✐❡♥t ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❝②❝❧❡s ρ✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ♣❛r ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❝②❝❧❡s ρ✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ❤♦♠♦❧♦❣✉❡s à 0 ❀
♠❛✐s ✐❧ r❡ss❡♥t ❧❡ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ♠♦♥tr❡r ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ q✉❡ ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝②❝❧❡s ♠♦✲
❞✉❧♦ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡♥t ❜✐❡♥ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❞❞✐t✐❢✺✷✱
❝♦♠♠❡ s✐ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❛r ♣❛ss❛❣❡ ❛✉ q✉♦t✐❡♥t ♥✬ét❛✐t ♣❛s t♦t❛❧❡♠❡♥t s❛t✐s✲
❢❛✐s❛♥t❡✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❛ ✈✐s✐♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❣✉✐❞❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s✳ ▼❛②❡r
r❛✐s♦♥♥❡ ❝♦♥t✐♥✉❡❧❧❡♠❡♥t à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❡t✱ ❛✈❛♥t t♦✉t❡
❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥✱ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ✭❧❡s ❢❛❝t❡✉rs ✐♥✈❛r✐❛♥ts s♦♥t✱
❞❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ t♦✉❥♦✉rs ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ✈✐❛ ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❜❛s❡✮✱ s✬♦❜❧✐✲
❣❡❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛s à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts q✉✬✐❧ ♦❜t✐❡♥t s♦♥t
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✳ ❖♥ ♣❡✉t rétr♦s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s
s✬ét♦♥♥❡r q✉❡ ▼❛②❡r ♥❡ s❡ s♦✐t ♣❛s ❛✛r❛♥❝❤✐ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s q✉❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✷✷✻❪ ❞❡
❱✐❡t♦r✐s s❡♠❜❧❛✐t ❛❧❧❡r ❞❛♥s ❝❡ s❡♥s✱ ❝❢✳ ♣✳ ✹✺✻✱ ❱✐❡t♦r✐s ♣❛r❧❛♥t ❞❡s ♥♦♠❜r❡s
❞❡ ❝♦♥♥❡①✐té ✿ ✏❲✐r ❤❛❜❡♥ ♥✉r ❞✐❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡rs❡❧❜❡♥ ✈♦♥ ❞❡r ❉❛rst❡❧❧✉♥❣
❞✉r❝❤ ▼❛tr✐③❡s ❧♦s❣❡❧öst✳✑ ■❧ ② ❛ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs à ❝❡ s✉❥❡t ✉♥❡ ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ très
♥❡tt❡ ❡♥tr❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❱✐❡t♦r✐s ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ▼❛②❡r ✿ ❱✐❡t♦r✐s ♥✬❛ ❛✉❝✉♥ ✉s❛❣❡
❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s ❬✷✷✻❪ ❛❧♦rs q✉✬❡❧❧❡ ❡st ♦♠♥✐♣rés❡♥t❡ ❝❤❡③ ▼❛②❡r✳
✺✳✺ ❍❡✐♥③ ❍♦♣❢
✺✳✺✳✶ ❯♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬❊✉❧❡r✲P♦✐♥❝❛ré
▲❡ ❞❡r♥✐❡r ❛rt✐❝❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ❡st ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✶✽❪ ❞❡ ❍❡✐♥③ ❍♦♣❢✳ ■❧
❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❍♦♣❢ ❡st ✈❡♥✉ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s à ●ött✐♥❣❡♥
❡♥ ✶✾✷✻✱ ② r❡♥❝♦♥tr❛♥t P❛✉❧ ❆❧❡①❛♥❞r♦✛ ✕ ❛✈❡❝ q✉✐ ✐❧ é❝r✐✈✐t ♣❧✉s t❛r❞ ✉♥
❝é❧è❜r❡ ♠❛♥✉❡❧ ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❬✶✵❪ ✕ ❡t ❜✐❡♥ sûr ❊♠♠② ◆♦❡t❤❡r✱ ♣✉✐s ② ❡st
r❡t♦✉r♥é à ♣❧✉s✐❡✉rs r❡♣r✐s❡s ❡♥tr❡ ✶✾✷✻ ❡t ✶✾✷✽✳ ❉❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ❬✶✶✽❪ ❞❡ ✶✾✷✽✱
❍♦♣❢ r❡♣r❡♥❞✱ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✐✛ér❡♥t❡✱ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✺✸ ❞✬✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❢♦r♠✉❧❡ ❞✬❊✉❧❡r✲P♦✐♥❝❛ré✺✹✳ ❊♥tr♦♥s ♣❧✉s ❛✈❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❞ét❛✐❧ ❞❡ ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ✿
✺✷❈❢✳ ❬✶✺✾❪ ♣♣✳ ✼✲✽ ✿ ✐❧ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❝❧❛ss❡s ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡✱ q✉✬❡❧❧❡ ❡st
❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✱ q✉❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❝②❝❧❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ♥✉❧❧❡ ❡st ❧❡ ♥❡✉tr❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
❡t❝✳
✺✸❙❛ ♣r❡✉✈❡ ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❬✶✶✼❪✳
✺✹▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬❊✉❧❡r✲P♦✐♥❝❛ré ❡st ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝é❧è❜r❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬❊✉❧❡r ♣♦✉r
❧❡s ♣♦❧②è❞r❡s ✭❙✲❆✰❋❂✷✮✳ ❊❧❧❡ ❡st ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❆❧❡①❛♥❞❡r ❞❛♥s ❬✹❪✱ ♣✳ ✸✶✻✳ ❙❡❧♦♥
✶✷✾
❝❡❧✉✐✲❝✐ s❡ ❞✐✈✐s❡ ❡♥ tr♦✐s ♣❛r❛❣r❛♣❤❡s✳
▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ é♥✉♠èr❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s
❣r♦✉♣❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ✜♥✐❡✳ ❍♦♣❢ s✬✐♥té✲
r❡ss❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❛✉① ❣r♦✉♣❡s q✉♦t✐❡♥ts ❡t à ❧❛ tr❛❝❡ ✭✏❙♣✉r✑✮ ❞✬✉♥ ❡♥❞♦♠♦r✲
♣❤✐s♠❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ❧✐❜r❡ ❞❡ r❛♥❣ ✜♥✐ ❡t ét❛❜❧✐t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
SG = SH + S
G
H
,
♦ù G ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ❧✐❜r❡ ❞❡ r❛♥❣ ✜♥✐ n✱ H ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ G st❛❜❧❡
♣❛r ✉♥ ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡ f ❞❡ G ❡t t❡❧ q✉❡ ❧❡ q✉♦t✐❡♥t
G
H
s♦✐t ❧✉✐ ❛✉ss✐ ❧✐❜r❡ ✭✐❧
♣r♦✉✈❡ q✉✬✉♥ t❡❧ q✉♦t✐❡♥t ❡st ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡♠❡♥t ❛❜é❧✐❡♥ ❡t ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ✜♥✐❡✮✱
SG ❞és✐❣♥❛♥t ❧❛ tr❛❝❡ ❞❡ f ❡♥ t❛♥t q✉✬❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ G✱ SH ❧❛ tr❛❝❡
❞❡ f ❡♥ t❛♥t q✉✬❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ H ❡t S
G
H
❧❛ tr❛❝❡ ❞❡ ❧✬❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡
✐♥❞✉✐t ♣❛r f s✉r
G
H
✳
▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ tr❛✐t❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❧✐é❡s ❛✉① ❝♦♠✲
♣❧❡①❡s✳ ❈♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡✺✺ Cn ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ✱ ✐❧ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r T ij ✱
j = 1✱✳✳✳✱ai✱ s❡s s✐♠♣❧❡①❡s ♦r✐❡♥tés ✭❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ét❛♥t ❞é✜♥✐❡ s❡❧♦♥ ❧✬♦r❞r❡
❞❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ T ij ✮ ❡t ♥♦♠♠❡ ✏❝♦♠♣❧❡①❡ i✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❞❛♥s C
n✑ t♦✉t❡
❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡♥t✐❡rs ❞❡s s✐♠♣❧❡①❡s T ij ✳
✺✻ ❆✐♥s✐ ❍♦♣❢ ❡♠✲
♣❧♦✐❡ ❧❡ ♠♦t ✏❝♦♠♣❧❡①❡✑ ♣♦✉r ❞❡✉① ❝❤♦s❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ Cn ét❛♥t
✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❛✉ s❡♥s ❞✬❆❧❡①❛♥❞❡r ❡t ❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s i✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ❞❛♥s Cn
ét❛♥t ❧❡s i✲❝❤❛î♥❡s ❛✉ s❡♥s ❞✬❆❧❡①❛♥❞❡r ❞❛♥s ❬✹❪✳ ■❧ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡
❜♦r❞ ρ ♣❛r s❛ ✈❛❧❡✉r s✉r ❧❡s s✐♠♣❧❡①❡s ❡t ❡♥ ❧❛ ♣r♦❧♦♥❣❡❛♥t ♣❛r ❧✐♥é❛r✐té✱ ♣✉✐s
❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝②❝❧❡ ✭❝♦♠♣❧❡①❡ ❛♥♥✉❧❛♥t ❧❡ ❜♦r❞✮✳ ■❧ ❞é✜♥✐t ❡♥✜♥ ✉♥ ✏❞✐✈✐s❡✉r
❞❡ ❜♦r❞✑ ✭✏❘❛♥❞t❡✐❧❡r✑✮ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞♦♥t ✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡st ✉♥ ❜♦r❞
❡t ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s Li ⊃ Zi ⊃ Ri ⊃ Ri✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❝②❝❧❡s✱ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❞✐✈✐s❡✉rs ❞❡ ❜♦r❞ ❡t
❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❜♦r❞s i✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ✭❧❡s tr♦✐s ❞❡r♥✐❡rs ❡♥s❡♠❜❧❡s s♦♥t ❜✐❡♥ ❞❡s
❣r♦✉♣❡s ♣♦✉r ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❞✬❛♣rès ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ρ✮✳ ■❧ ❡♥ ❛rr✐✈❡ ❛✐♥s✐ à ❞é✜♥✐r
❧❡ i✲è♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇❡tt✐ Bi ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡ q✉♦t✐❡♥t
Zi
Ri
✱ ♣r♦✉✈❡ q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t
❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✭❛❜é❧✐❡♥✮ ❧✐❜r❡✱ ❡t ❛♣♣❡❧❧❡ i✲è♠❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❇❡tt✐ ✭♥♦té pi✮ ❧❡
r❛♥❣ ❞❡ Bi✳ ■❧ ♠♦♥tr❡ ❡♥✜♥ q✉❡ ρ ✐♥❞✉✐t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥tr❡
Li
Zi
❡t Ri−1✳
❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ✿
∑n
i=0(−1)iP i =
∑n
i=0(−1)iαi✳
❊❧❧❡ ❡st ❛✉ ❝÷✉r ❞✉ ❞é❜❛t ❞❛♥s ❬✶✹✵❪✳
✺✺▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✏❝♦♠♣❧❡①❡✑ ♥✬❡st ♣❛s r❛♣♣❡❧é❡ ♠❛✐s ✐❧ ❢❛✉t ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ❡♥t❡♥❞r❡
✐❝✐ ✏❝♦♠♣❧❡①❡✑ ❛✉ s❡♥s ❞✬❆❧❡①❛♥❞❡r ❞❛♥s ❬✹❪ ❝❛r ❍♦♣❢ ② ❢❛✐t ré❢ér❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✶✼❪✳
✺✻✏❋ür ❥❡❞❡s i ♥❡♥♥❡♥ ✇✐r ❞✐❡ ▲✐♥❡❛r❢♦r♠❡♥ ✐♥ ❞❡♥ T ij ♠✐t ❜❡❧✐❡❜✐❣❡♥ ❣❛♥③③❛❤❧✐❣❡♥ ❑♦❡❢✲
✜③✐❡♥t❡♥ ✏❞✐❡ ✐♥ Cn ❧✐❡❣❡♥❞❡♥ i✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❑♦♠♣❧❡①❡✳✑ ✑
✶✸✵
❉❛♥s ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✐❧ ♥❡ r❡st❡ ♣❧✉s à ❍♦♣❢✱ ❛✈❛♥t ❞❡ ❞é❜✉t❡r ❧❛
♣r❡✉✈❡✱ q✉✬à ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝♦♠✲
♣❧❡①❡s n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s Cn ❡t Kn✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ Cn ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ Kn✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s ✐♠❛❣❡s
❞❡s s♦♠♠❡ts ❞✬✉♥ s✐♠♣❧❡①❡ ❞❡ Cn s♦✐❡♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞✬✉♥ s✐♠♣❧❡①❡ ❞❡ Kn✳
■❧ ♠♦♥tr❡ q✉❡ t♦✉t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧❡ ❝♦♠♠✉t❡ ❛✈❡❝ ρ ♣✉✐s ❡♥ ❞é❞✉✐t
q✉❡ t♦✉t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧❡ ✐♥❞✉✐t ✉♥ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥tr❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s
❣r♦✉♣❡s Li✱ Zi✱ Ri✱ Ri ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s r❡s♣❡❝t✐❢s ❡t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts
❞❡s ♣❛r❛❣r❛♣❤❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ét❛❜❧✐t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
n∑
i=0
(−1)iSBi =
n∑
i=0
(−1)iSLi
❝♦♠♠❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬❊✉❧❡r✲P♦✐♥❝❛ré ✭S ❞és✐❣♥❛♥t ❧❛ tr❛❝❡
❝♦♠♠❡ ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧❡ f ❞❡ Cn ❞❛♥s Kn✱ ♦ù
Cn ❡st ✉♥❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧❡ ❞❡ Kn✮✳ ■❧ r❡tr♦✉✈❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù f ❡st ❧✬✐❞❡♥t✐té ❞❡ Cn ❞❛♥s ❧✉✐✲♠ê♠❡✳
✺✳✺✳✷ ▲❛ ♣❛rt ❞❡ ◆♦❡t❤❡r ❞❛♥s ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❍♦♣❢
❈❡tt❡ ❜rè✈❡ ét✉❞❡ t❡r♠✐♥é❡ s❡ ♣♦s❡♥t ❞❡✉① q✉❡st✐♦♥s ✿
✕ ❊♥ q✉♦✐ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✬❊♠♠② ◆♦❡t❤❡r ❡st✲❡❧❧❡ ♥♦t❛❜❧❡ ❞❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ❞❡
❍♦♣❢ ❄
✕ ❊♥ q✉♦✐ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❡st✲✐❧ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ♥❛✐ss❛♥❝❡
❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ✭❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ q✉♦✐ s❡ ❞✐st✐♥❣✉❡✲t✲✐❧ ❞❡s
❛rt✐❝❧❡s ❞❡ ❱✐❡t♦r✐s ❡t ❞❡ ▼❛②❡r✮ ❄
◆♦✉s ré♣♦♥❞r♦♥s à ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ q✉❡st✐♦♥ ♣❧✉s t❛r❞ ♠❛✐s ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
❞✬♦r❡s ❡t ❞é❥à ré♣♦♥❞r❡ à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ q✉❡st✐♦♥✳ ❈✐t♦♥s ❍♦♣❢ ❧✉✐✲♠ê♠❡✱ ❞❛♥s
s♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✿ ✏▼❡✐♥❡♥ ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤❡♥ ❇❡✇❡✐s ❞✐❡s❡r ❱❡r❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡r✉♥❣
❞❡r ❊✉❧❡r✲P♦✐♥❝❛rés❝❤❡♥ ❋♦r♠❡❧ ❦♦♥♥t❡ ✐❝❤ ✐♠ ❱❡r❧❛✉❢ ❡✐♥❡r ✐♠ ❙♦♠♠❡r ✶✾✷✽
✐♥ ●ött✐♥❣❡♥ ✈♦♥ ♠✐r ❣❡❤❛❧t❡♥❡♥ ❱♦r❧❡s✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❍❡r❛♥③✐❡❤✉♥❣ ❣r✉♣♣❡♥✲
t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡r ❇❡❣r✐✛❡ ✉♥t❡r ❞❡♠ ❊✐♥✢✉ß ✈♦♥ ❋rä✉❧❡✐♥ ❊✳ ◆♦❡t❤❡r ✇❡s❡♥t❧✐❝❤
❞✉r❝❤s✐❝❤t✐❣❡r ✉♥❞ ❡✐♥❢❛❝❤❡r ❣❡st❛❧t❡♥✳✑✺✼ ▲✬✐❞é❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡
t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❧✉✐ ❛ ❞♦♥❝ été ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❊♠♠② ◆♦❡t❤❡r✳ ❈❡❝✐ s❡ tr❛❞✉✐t
❞❛♥s s♦♥ ❛rt✐❝❧❡ ♣❛r ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t ❞é❞✐é à ❞❡s ♣r♦♣r✐étés
❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❡t ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡s ♦✉t✐❧s ❧✉✐ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r
s❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣r❡✉✈❡✳ ▲✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ❡st t❡❧❧❡ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ❡♥ ✜♥
✺✼✏❏✬❛✐ ♣✉✱ ❧♦rs ❞✬✉♥ ❞❡ ♠❡s ❝♦✉rs ❞❡ ❧✬été ✶✾✷✽ à ●ött✐♥❣❡♥✱ réé❝r✐r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❜✐❡♥
♣❧✉s ❧✐♠♣✐❞❡ ❡t ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ♠❛ ♣r❡✉✈❡ ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
❞✬❊✉❧❡r✲P♦✐♥❝❛ré ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t✱ s♦✉s ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✬❊♠♠② ◆♦❡t❤❡r✱ ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s
❣r♦✉♣❡s✳✑
✶✸✶
❞❡ ❝♦♠♣t❡ q✉✬✉♥ s❡✉❧ rés✉❧t❛t ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ q✉✐ ♥❡ ♣r♦✈✐❡♥♥❡ ♣❛s
❞❡ ♣r♦♣r✐étés s✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ✭✐❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ❢❛✐t q✉✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧❡
❝♦♠♠✉t❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❜♦r❞✺✽✮✳ ■❧ ❡st ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❍♦♣❢ ♥✬❛
♣❛s ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ♠❛✐s ❝❡❧❧❡ ❞❡
❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇❡tt✐✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇❡tt✐ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ♣❛rt✐❡ s❛♥s t♦rs✐♦♥ ❞✉
❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ✭❡♥ q✉♦t✐❡♥t❛♥t ♣❛r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❞✐✈✐s❡✉rs ❞❡ ❜♦r❞✱ ♥♦♥
♣❛r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❜♦r❞s✱ ❧❛ t♦rs✐♦♥ ❡st s✉♣♣r✐♠é❡✮✳ ▲❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❇❡tt✐ s✉❢✲
✜s❡♥t ❛✉ ❜✉t ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❡t✱ q✉✐ ♣❧✉s ❡st✱ ❧✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ r❡st❡r ❞❛♥s
❧❡ ❝❛❞r❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s ❧✐❜r❡s ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ✜♥✐❡✳ ▲❡ ❝❛r❛❝tèr❡
♥♦✈❛t❡✉r ❞❡ ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ♠♦✐♥s ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s
❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ q✉❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ s②sté♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❡t✱ ❡♥
❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❞❡ ❧✬❛❜❛♥❞♦♥ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡✳
❉✬❛✉tr❡s té♠♦✐❣♥❛❣❡s ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬ét❛②❡r ❧❡s ♣r♦♣♦s ❞❡ ❍♦♣❢ ❡♥
❝♦♥✜r♠❛♥t ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ◆♦❡t❤❡r ❞❛♥s ❧❛ ❣❡♥ès❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ✶✾✷✽✳ ❚♦✉t
❞✬❛❜♦r❞ ❍♦♣❢ ❧✉✐✲♠ê♠❡✱ ❜✐❡♥ ❞❡s ❛♥♥é❡s ♣❧✉s t❛r❞✱ ♣ré❝✐s❡ ❞❛♥s ❬✶✷✻❪ ✭♣✳ ✶✷✮ ❝❡
q✉✬❊♠♠② ◆♦❡t❤❡r ❧✉✐ ❛ ❛♣♣r✐s✱ ❡t ❧✬♦♥ ♣❡✉t s❡ r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡ q✉❡ ❧✬♦♥ r❡tr♦✉✈❡
❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❢♦r♠✉❧és ♣❛r ◆♦❡t❤❡r ♣r❡sq✉❡ ♠♦t ♣♦✉r ♠♦t ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✶✽❪
❞❡ ❍♦♣❢✺✾✱ à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♣rès q✉❡ ❞❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ❍♦♣❢ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s
❞❡ ❇❡tt✐✱ ♦❜t❡♥✉s ❡♥ q✉♦t✐❡♥t❛♥t ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡s ❝②❝❧❡s ♣❛r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡s
❞✐✈✐s❡✉rs ❞❡ ❜♦r❞✱ ❡t ♥♦♥ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✱ ♦❜t❡♥✉s ❡♥ q✉♦t✐❡♥t❛♥t ❧❡s
❣r♦✉♣❡s ❞❡s ❝②❝❧❡s ♣❛r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡s ❜♦r❞s✳ ❆❧❡①❛♥❞r♦✛✱ t♦♣♦❧♦❣✉❡ r✉ss❡✱
❛♠✐ ❞❡ ❍♦♣❢ ❡t ❞❡ ◆♦❡t❤❡r ❡t ✈✐s✐t❡✉r ré❣✉❧✐❡r ❞❡ ●ött✐♥❣❡♥ ❞❡ ✶✾✷✸ à ✶✾✷✾✱
❡①♣❧✐q✉❡ q✉❛♥t à ❧✉✐✱ ❞❛♥s s♦♥ é❧♦❣❡ ❞✬❊♠♠② ◆♦❡t❤❡r ❬✶✷❪✱ q✉❡ ◆♦❡t❤❡r ❛
❛ss✐sté à s❡s ❝♦✉rs ❡t à ❝❡✉① ❞❡ ❍♦♣❢ ❞❡s étés ✶✾✷✻ ❡t ✶✾✷✼✱ ❡t ✐♥s✐st❡ s✉r
❧❡ ❢❛✐t q✉✬❡❧❧❡ ❛ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t r❡♠❛rq✉é t♦✉t ❧❡ ❜é♥é✜❝❡ q✉✬✐❧ ② ❛✉r❛✐t à
✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ✭❞❡ ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❞❡ ❝②❝❧❡s ❡t❝✳✮ ❡♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡t ♣r♦♣♦sé
❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❇❡tt✐ ❀ ❆❧❡①❛♥❞r♦✛ ❛❥♦✉t❡ q✉✬❍♦♣❢ ❡t ❧✉✐ s❡ r❛❧❧✐èr❡♥t
✺✽❈❡ ♣♦✐♥t ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ❞é❥à ♠❡♥t✐♦♥♥é ♣❧✉s tôt✱ ✐❧ ♣❡r♠❡t ❞✬❡♥ ❞é❞✉✐r❡
q✉✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧❡ ✐♥❞✉✐t ✉♥ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱
❞❡s ❝②❝❧❡s✱ ❞❡s ❞✐✈✐s❡✉rs ❞❡ ❜♦r❞ ❡t ❞❡s ❜♦r❞s✳ ❙♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥❞✉✐ts ❞❡s ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡s
❡♥tr❡ ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❇❡tt✐ ❡t ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳ ❆✐♥s✐✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ❞❡✉① ❝♦♠♣❧❡①❡s n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s
❡t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧❡ ❡♥tr❡ ❡✉①✱ s❛✐t✲♦♥ ❞é✜♥✐r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✴❇❡tt✐ ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ 0 à n ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❞❡s ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❡♥tr❡ ❧❡✉rs ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦✲
♠♦❧♦❣✐❡✴❇❡tt✐ r❡s♣❡❝t✐❢s✱ ✐♥❞✉✐ts ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧❡✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡st ♠✐s ❡♥
é✈✐❞❡♥❝❡ ❧✬❛s♣❡❝t ♣❧✉s t❛r❞ ❞✐t ✏❢♦♥❝t♦r✐❡❧✑ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✱ s✐ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡✲
♠❡♥t ❢✉t✉r ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡t ❞✬❛✉tr❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳ ◆♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s ❛✉
❝❤❛♣✐tr❡ ✻ ❞❡ ❬✶✻✸❪ ♣♦✉r ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡ss♦r ❞❡s ❢♦♥❝t❡✉rs ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ◆♦❡t❤❡r
❡t ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡✳
✺✾✏❊s s❡✐❡♥Xr ❞✐❡ r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❑❡tt❡♥❣r✉♣♣❡♥✱ ∂ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❘❛♥❞❜✐❧❞✉♥❣ ❜❡✇✐r❦✲
t❡♥ ❍♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡♥ Xr+1 → Xr ❀ ❞❛♥♥ ✐st✱ ✇✐❡ ♠❛♥ ❧❡✐❝❤t ❛♥ ❡✐♥❡♠ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❙✐♠♣❧❡①
✈❡r✐✜③✐❡rt✱ ∂∂ = 0 ❀ ❞❛s ❜❡❞❡✉t❡t ✿ ❞❛s ❇✐❧❞ ∂Xr+1 ✐st ✐♥ ❞❡♠ ❑❡r♥ Zr ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣
∂ : Xr → Xr−1 ❡♥t❤❛❧t❡♥ ❀ ❞✐❡ ❋❛❦t♦r❣r✉♣♣❡ Hr = Zr/∂Xr+1 ✐st ❞✐❡ r✲t❡ ❍♦♠♦❧♦❣✐❡❣r✉♣✲
♣❡✑✳
✶✸✷
s❛♥s ❞é❧❛✐ à s❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❡t q✉❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✶✽❪ ❞❡ ❍♦♣❢ ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❜❛sé
s✉r ❧❡s r❡♠❛rq✉❡s ❞❡ ◆♦❡t❤❡r✻✵✳ ❆❧❡①❛♥❞r♦✛ ✈❛ ❞♦♥❝ ♣❡✉t✲êtr❡ ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s
❧♦✐♥ q✉❡ ❍♦♣❢ ❡♥ ❛ttr✐❜✉❛♥t ❛❜s♦❧✉♠❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ♥♦✉✈❡❛✉tés ❝♦♥❝❡♣t✉❡❧❧❡s
❞❡ ❬✶✶✽❪ à ❊♠♠② ◆♦❡t❤❡r ❡t ❝❡✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡s ❞❛t❛♥t ❞❡ ✶✾✷✻ ♦✉
✶✾✷✼✳ ❈❡tt❡ ❛✣r♠❛t✐♦♥ s❡♠❜❧❡ ❝♦❤ér❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣r♦♣♦s ❞❡ ❧✬❛❜str❛❝t ❞❡ ❧❛
❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ◆♦❡t❤❡r é✈♦q✉é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❡t ❧❡s s♦✉✈❡♥✐rs
❞✬❆❧❡①❛♥❞r♦✛ ❞✉ r❡♣❛s à ❇❧❛r✐❝✉♠✻✶ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉q✉❡❧ ❊♠♠② ◆♦❡t❤❡r ❛✉r❛✐t
❞♦♥♥é ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❇❡tt✐ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①❡s✳
▲✬❛❜str❛❝t ❞✬❊♠♠② ◆♦❡t❤❡r✱ ét✉❞✐é ❞❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ❧❛✐ss❡
✐♠❛❣✐♥❡r ❛ss❡③ ❛✐sé♠❡♥t q✉✬❡❧❧❡ ❛✈❛✐t ❞é❥à ❡♥ s❛ ♣♦ss❡ss✐♦♥ ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✲
✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❇❡tt✐ ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❧✬❛♥♥é❡ ✶✾✷✺✳ ▲✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✶✽❪ ❞❡
❍♦♣❢ ♠❡t ❡♥ ÷✉✈r❡ ❧❡s ✐❞é❡s ❡♥ ❣❡r♠❡ ❞❛♥s ❧❡ rés✉♠é ❞❡ ◆♦❡t❤❡r ✿ ❧❛✐ss❡r
❞❡ ❝ôté ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s s✉r ❧❡s ❛♥♥❡❛✉① ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❡t ♣❧❛❝❡r à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛
t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❣r♦✉♣❡✳ ❖♥ ❛ ❞é❥à ❞✐t q✉✬❊♠♠② ◆♦❡t❤❡r
♥✬❛✈❛✐t ❥❛♠❛✐s é❝r✐t ❞✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡t q✉❡ s❡s s❡✉❧s ♣r♦♣♦s s✉r ❧❡ s✉❥❡t
✐♥s❝r✐ts ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ s❡♠❜❧❡♥t êtr❡ ❝❡✉① ❞❡ ❧✬❛❜str❛❝t✳
◆é❛♥♠♦✐♥s ♦♥ ♣❡✉t s❡ r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡ q✉❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ♥✬ét❛✐t ♣❛s t♦t❛❧❡♠❡♥t
❛❜s❡♥t❡ ❞❡s ♣❡♥sé❡s ❞✬❊♠♠② ◆♦❡t❤❡r✱ ❝❡ q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡ q✉✬❡❧❧❡ ❛✐t ♣✉ ❡♥ ♣❛r❧❡r
❡♥ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ❡t ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ❛✈❛♥❝é❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❡❧❧❡ ♥♦t❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡
q✉✐ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ❧❡ s✐❡♥✳ ▲✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡s ré✢❡①✐♦♥s ❞❡ ◆♦❡t❤❡r ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❛
t♦♣♦❧♦❣✐❡ s❡♠❜❧❡ ♣r♦✈❡♥✐r ❞❡s ✈✐s✐t❡s ré❣✉❧✐èr❡s ❞✬❆❧❡①❛♥❞r♦✛ à ●ött✐♥❣❡♥ à
♣❛rt✐r ❞❡ ♠❛✐ ✶✾✷✸✱ q✉✐ ❢✉r❡♥t ❛❝❝♦♠♣❛❣♥é❡s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❛✈❡❝
◆♦❡t❤❡r✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ s❡♠❜❧❛ ♠♦♥tr❡r ✉♥ ré❡❧ ✐♥térêt ❛✉① ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ❞✬❆❧❡①❛♥✲
❞r♦✛✻✷✳
❉ès ❧♦rs✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣❡♥s❡r q✉✬❊♠♠② ◆♦❡t❤❡r ❛ ré♣été s❡s r❡♠❛rq✉❡s à
♣❧✉s✐❡✉rs r❡♣r✐s❡s✱ ❧❡ t❡♠♣s q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s t♦♣♦❧♦❣✉❡s s❡ ♣❡rs✉❛❞❡♥t ❞❡ ❧❡✉r
✐♥térêt✳ P❡✉ ❞✬♦❝❝❛s✐♦♥s s❡ s♦♥t ♣rés❡♥té❡s à ❡❧❧❡ ✈✉ q✉❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ♥✬ét❛✐t
♣❛s ✉♥ s✉❥❡t ❞✬ét✉❞❡ à ●ött✐♥❣❡♥✳ ■❧ ② ❡✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ sé❥♦✉r ❝❤❡③ ❇r♦✉✇❡r
❧♦rs ❞❡s ✈❛❝❛♥❝❡s ❞❡ ◆♦ë❧ ✶✾✷✺✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣rés❡♥❝❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✉❡s
✭❆❧❡①❛♥❞r♦✛✱ ❇r♦✉✇❡r✱ ▼❡♥❣❡r✱ ❱✐❡t♦r✐s✳✳✳ ❝❢✳ ❬✶✶❪ ♣✳ ✸✷✸✮✱ ♣✉✐s ❧❡s ✈✐s✐t❡s
❞❡ ❍♦♣❢ à ●ött✐♥❣❡♥ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬été ✶✾✷✻ ❡t ❧❡s ❝♦✉rs ❞♦♥♥és ❞ès ❧♦rs ♣❛r
✻✵❈❢✳ ❬✶✷❪ ♣✳ ✾ ✿ ✏■♥ t❤❡ s✉♠♠❡rs ✶✾✷✻ ❛♥❞ ✶✾✷✼ s❤❡ ✇❡♥t t♦ t❤❡ ❝♦✉rs❡s ♦♥ t♦♣♦❧♦❣② ✇❤✐❝❤
❍♦♣❢ ❛♥❞ ■ ❣❛✈❡ ❛t ●ött✐♥❣❡♥✳ ✭✳✳✳✮ s❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✇♦rt❤✇✐❧❡ t♦
st✉❞② ❞✐r❡❝t❧② t❤❡ ❣r♦✉♣s ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝♦♠♣❧❡①❡s ❛♥❞ ❝②❝❧❡s ✭✳✳✳✮✱ s❤❡ s✉❣❣❡st❡❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②
❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❇❡tt✐ ❣r♦✉♣ ✭✳✳✳✮ s❤❡ ♥♦t✐❝❡❞ ❤♦✇ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ tr❛♥s♣❛r❡♥t t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❊✉❧❡r✲
P♦✐♥❝❛ré ❢♦r♠✉❧❛ ❜❡❝♦♠❡s ✐❢ ♦♥❡ ♠❛❦❡s s②st❡♠❛t✐❝ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❛ ❇❡tt✐ ❣r♦✉♣✳✑
✻✶❈❡t é♣✐s♦❞❡ ❛ ❞é❥à été é✈♦q✉é ❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ♥♦t❡ ✻✳
✻✷❈❢✳ ❬✶✶❪ ♣✳ ✷✾✾ ✿ ✏❲❡ ❬❆❧❡①❛♥❞r♦✛ ❡t ❯r②s♦❤♥❪ ❝♦♥st❛♥t❧② ♠❡t ❊♠♠② ◆♦❡t❤❡r ♦♥ ❛
r❡❧❛①❡❞ ❜❛s✐s ❛♥❞ ✈❡r② ♦❢t❡♥ t❛❧❦❡❞ t♦ ❤❡r✱ ❛❜♦✉t t♦♣✐❝s ❜♦t❤ ✐♥ ✐❞❡❛❧ t❤❡♦r②✱ ❛♥❞ ✐♥ ♦✉r
✇♦r❦✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛❞ ❝❛✉❣❤t ❤❡r ✐♥t❡r❡st ❛t ♦♥❝❡✳✑ ❡t ♣✳ ✸✶✻ ✿ ✏❲❡ ✇❡r❡ ❝♦♥st❛♥t❧② ♠❡❡t✐♥❣
❊♠♠② ◆♦❡t❤❡r ♦♥ ❤❡r ❢❛♠♦✉s ✇❛❧❦s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ✜rst ❝❛❧❧❡❞ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❛♥❞ ❛❢t❡r ♦✉r ❛rr✐✈❛❧
❝❛♠❡ t♦ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝✳✑
✶✸✸
❆❧❡①❛♥❞r♦✛ ❡t ❍♦♣❢ ❢✉r❡♥t ♣♦✉r ◆♦❡t❤❡r ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r s❡s ✐❞é❡s ❡♥
s✐t✉❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❝♦♠♣r❡♥❞ ♠✐❡✉① ❛✐♥s✐ q✉❡ ◆♦❡t❤❡r ❛✐t ♣✉ ❢❛✐r❡ ❞❡s r❡♠❛rq✉❡s
✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ✕ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❢❛✐t r❡♠❛rq✉❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥s✐st❛♥t❡ ❆❧❡①❛♥❞r♦✛
❞❛♥s ❬✶✷❪ ✕ à ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉rs ❝♦✉rs ✈✉ q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ ❢❛✐s❛✐t q✉❡ ❧❡✉r ❡①♣❧✐q✉❡r
❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts q✉✬❡❧❧❡ ❛✈❛✐t ❞é❥à ❢♦r♠✉❧és ❞❡♣✉✐s ♣❧✉s ❞✬✉♥ ❛♥✳ ❆❧❡①❛♥❞r♦✛ ❧❡s
❛✈❛✐t ♠❛♥✐❢❡st❡♠❡♥t ❞é❥à ❡♥t❡♥❞✉❡s ♠❛✐s ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t s❛♥s ❡♥ s❡♥t✐r ❛❧♦rs
t♦✉t❡ ❧❛ ♣♦rté❡ ♦✉ s❛♥s ✈♦✉❧♦✐r s❡ ❝♦♥s❛❝r❡r ❛✉① ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ♦✉✈❡rt❡s ♣❛r
◆♦❡t❤❡r✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ♣♦✉r ❍♦♣❢ ✐❧ s✬❛❣✐ss❛✐t ❞✬✉♥❡ t♦t❛❧❡ ❞é❝♦✉✈❡rt❡✳
✺✳✻ ❱✐❡t♦r✐s✱ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❞✐✈❡rs❡s ✐♥✢✉❡♥❝❡s ❄
❖♥ ❛ ♣✉ r❡❧❡✈❡r ❞❡ ❢♦rt❡s ❞✐st✐♥❝t✐♦♥s ❧♦rs ❞❡ ❧✬ét✉❞❡✱ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ♣❛r❛✲
❣r❛♣❤❡s ✸✱ ✹ ❡t ✺✱ ❞❡s ❛rt✐❝❧❡s ❞❡ ❱✐❡t♦r✐s✱ ▼❛②❡r ❡t ❍♦♣❢✳ ❆✐♥s✐ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✷✷✻❪
❞❡ ❱✐❡t♦r✐s✱ ♣r❡♠✐èr❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦✲
t✐♦♥ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✱ ❛ ♣♦✉r ✐❞é❡ ❞✐r❡❝tr✐❝❡ ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥ ✜♥✐❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡ ❇r♦✉✇❡r ❞❛♥s ❬✷✾❪ s✉r ❧✬❤♦♠♦t♦♣✐❡✳ ❉❡
❝❡ ❢❛✐t ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ♠è♥❡ ❧❡s ré✢❡①✐♦♥s ❡t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡
s♦♥t ❛❜❛♥❞♦♥♥é❡s ❝❛r ♥❡ ♣♦✉✈❛♥t ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❝♦♥s✐❞érés ♣❛r ❱✐❡t♦r✐s✳
▲❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❇❡tt✐ ❡t ❞❡ t♦rs✐♦♥ ♥✬❛②❛♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣❛s ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ♣♦✉r
❧❡s ♦❜❥❡ts ❝♦♥s✐❞érés ♣❛r ❱✐❡t♦r✐s✱ ✐❧ ❧❡✉r ❢❛✉t ✉♥ s✉❜st✐t✉t✱ ❡t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡
❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ s✬✐♠♣♦s❡ ❛❧♦rs ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✳ ■❧ ♥✬② ❛ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❛✉❝✉♥❡
✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬♦✉t✐❧s ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✱ ❡t ♠ê♠❡ ✉♥❡ ♣rés❡♥❝❡ très ❢❛✐❜❧❡
❞✬✉♥❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ♣r♦♣r❡ ❛✉① ❣r♦✉♣❡s✱ ❧✬✉s❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ q✉♦t✐❡♥t✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ét❛♥t ✐♥❡①✐st❛♥t✳
▲✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❇r♦✉✇❡r s✉r ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✷✷✻❪ ❞❡ ❱✐❡t♦r✐s ét❛♥t ♣ré♣♦♥❞ér❛♥t❡✱
♦♥ ♣❡✉t ♠❡♥t✐♦♥♥❡r q✉❡❧q✉❡s ❛s♣❡❝ts ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❇r♦✉✇❡r ❛✜♥ ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r
❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ❞❡ ❱✐❡t♦r✐s ❡t ❝❡ q✉✐ ❧❛ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ◆♦❡t❤❡r ❡t ❞❡ ❍♦♣❢✳
✺✳✻✳✶ ▲✳ ❊✳ ❏✳ ❇r♦✉✇❡r
■❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❝❡ q✉❡ ❇r♦✉✇❡r ❝♦♥♥❛✐ss❛✐t ❡t ♣❡♥s❛✐t ❞❡s tr❛✈❛✉①
❞✬❊♠♠② ◆♦❡t❤❡r✳ ❖♥ s❛✐t ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉✬✐❧ ❧✬❛ r❡♥❝♦♥tré❡ ❡♥ ✶✾✶✷ ❡t ❧✬❛ très
♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t r❡✈✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❝❛r ✐❧ s❡ r❡♥❞❛✐t ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t
à ●ött✐♥❣❡♥✻✸✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧✬✐♥✈✐t❛t✐♦♥ à sé❥♦✉r♥❡r ❝❤❡③ ❧✉✐ ❧♦rs ❞❡ ❧✬❤✐✈❡r ✶✾✷✺
❧❛♥❝é❡ à ◆♦❡t❤❡r ✐♥❞✐q✉❡ q✉✬✐❧s ét❛✐❡♥t ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ❡♥ ❜♦♥s t❡r♠❡s✳
❊t❛♥t ❞♦♥♥é ❧❡s ♣r♦♣♦s ❞❡ ◆♦❡t❤❡r ✭❝❢✳ ♥♦t❡ ✻✵✮ ❧♦rs ❞✉ r❡♣❛s ❝❤❡③ ❇r♦✉✲
✇❡r✱ ✐❧ ♣❡✉t ♣❛r❛îtr❡ ❛ss❡③ s✉r♣r❡♥❛♥t q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣❛r ❱✐❡✲
t♦r✐s ❡t ❝❡❧❧❡s ❡♥❝♦✉r❛❣é❡s ♣❛r ◆♦❡t❤❡r s♦✐❡♥t s✐ é❧♦✐❣♥é❡s ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳ ❖♥
✻✸❈❢✳ ❬✽✽❪ ♣✳ ❳■■■ ✿ ✏■♥ t❤❡ s✉♠♠❡r ♦❢ ✶✾✵✾ ❤❡ s❡❡♠s t♦ ❤❛✈❡ ♠❡t ❍✐❧❜❡rt✱ ❛♥❞ ❢r♦♠ ✶✾✶✶
♦♥✇❛r❞s ❤❡ ♠❛❞❡ r❡❣✉❧❛r ✈✐s✐ts t♦ ●ött✐♥❣❡♥✳✑
✶✸✹
♣❡✉t ❧✬❡①♣❧✐q✉❡r ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣❛r ❧❛ ✜❞é❧✐té ❞❡ ❇r♦✉✇❡r à s❡s ♣r♦♣r❡s ❝♦♥❝❡♣✲
t✐♦♥s ✿ ❧✬❡s♣r✐t ❞❡ ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐s♠❡ ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ♠♦❞❡r♥❡ s♦♥t ♣♦✉r
❧❡ ♠♦✐♥s ✐♥❝♦♥❝✐❧✐❛❜❧❡s✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❇r♦✉✇❡r ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡s ❛♥♥é❡s
✶✾✶✵ ♠♦♥tr❡ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❧✉✐ ét❛✐t
❛❧♦rs étr❛♥❣èr❡✻✹ ❡t s✐ ❧✬♦♥ ♣❛rt ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ q✉❡ ❧✬❛❝t✐✈✐té ❞❡ ❇r♦✉✇❡r ❢✉t ❛ss❡③
é❧♦✐❣♥é❡ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ✶✾✶✸ ❡t q✉❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ♥✬❛ ❥❛♠❛✐s été ✉♥
❞❡ s❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✐sé♠❡♥t ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ s♦♥ ♠❛♥q✉❡ ❞❡
s❡♥s✐❜✐❧✐té ❛✉① ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s ❞❡ ◆♦❡t❤❡r✳
▲✳ ❊✳ ❏✳ ❇r♦✉✇❡r é❝r✐✈✐t ❡♥tr❡ ✶✾✶✵ ❡t ✶✾✶✸ ✉♥❡ sér✐❡ ❞✬❛rt✐❝❧❡s q✉✐ ✜r❡♥t
❞❛t❡ ❛✉t❛♥t ♣❛r ❧❡s rés✉❧t❛ts q✉✬✐❧s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t q✉❡ ♣❛r ❧❛ ♥♦✉✈❡❛✉té ❞❡s
♠ét❤♦❞❡s ♠✐s❡s ❡♥ ÷✉✈r❡ ✕ q✉✐ ♣✉r❡♥t êtr❡ ré❡♠♣❧♦②é❡s ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ♣❛r ❧❛
s✉✐t❡ ♣❛r ❞✬❛✉tr❡s t♦♣♦❧♦❣✉❡s✳ ■❧ ❢✉t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝❡
q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❤♦♠♦t♦♣❡s✻✺✱ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ♣rés❡♥t❡s
❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✷✾❪ ♠❡♥t✐♦♥♥é ♣❧✉s ❤❛✉t✳ ❉❛♥s s❡s tr❛✈❛✉①✱ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡
❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❡t ♠ê♠❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❡st ❛❜s♦❧✉♠❡♥t
♠❛♥✐❢❡st❡✱ ❡t ❝♦♥✜r♠é❡ ♣❛r s❡s ♣r♦♣r❡s ♣❛r♦❧❡s ✿ ✏■t ✇❛s ♠② ♠❛✐♥ ✐♥t❡♥t✐♦♥
t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥❞ ❞❡s✐r❛❜❧❡ t♦ ❣✐✈❡ ♣r✐♦r✐t② t♦ t❤❡ ❣❡♦✲
♠❡tr✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❛❧s♦ ✐♥ ♣❛rts ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ✇❤❡r❡ t❤✐s ❤❛s ♥♦t ②❡t ❜❡❡♥
r❡❛❧✐③❡❞✳✑✻✻
❈❡t ❛tt❛❝❤❡♠❡♥t à ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♠❛t❤é♠❛✲
t✐q✉❡s ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ♠é❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♦✉ ✉♥ ❞és✐♥tér❡ss❡♠❡♥t ✈♦❧♦♥t❛✐r❡ ♦♥t ❢❛✐t
q✉❡ ❇r♦✉✇❡r ♥❡ s✬❡st ♣❛s ❝♦♥s❛❝ré à ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❛❧♦rs ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❡s ♦✉t✐❧s
q✉✬✐❧ ❛✈❛✐t ✐♥tr♦❞✉✐ts ♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ♣❡r♠✐s ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❞❡ q✉❡s✲
t✐♦♥s s♦✉❧❡✈é❡s ♣❛r P♦✐♥❝❛ré✻✼✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❇r♦✉✇❡r s✬❡st ♣❡✉ à ♣❡✉ ❞ét♦✉r♥é ❞❡
❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ à ❝♦♠♣t❡r ❞❡ ✶✾✶✸ ❞✉ ❢❛✐t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❣✉❡rr❡
♠♦♥❞✐❛❧❡ ♣✉✐s s✉rt♦✉t ❞❡ s♦♥ ✐♥térêt ❣r❛♥❞✐ss❛♥t ♣♦✉r ❧❡s q✉❡st✐♦♥s ❞❡ ❢♦♥✲
❞❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❡t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐s♠❡✳ ❈❡ ♥✬❡st
✜♥❛❧❡♠❡♥t q✉✬❡♥ ✶✾✷✸ q✉❡ ❇r♦✉✇❡r r❡tr♦✉✈❛ ✕ ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ✉♥ t❡♠♣s
❡t s✉rt♦✉t ✐♥❞✐r❡❝t❡♠❡♥t✱ ❡♥ ❞✐r✐❣❡❛♥t ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ▼❡♥❣❡r✱ ❆❧❡①❛♥❞r♦✛ ❡t
❱✐❡t♦r✐s ✕ ✉♥ ❛ttr❛✐t s✉♣ér✐❡✉r à ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡✱ r❡❧❛♥❝é✱ s❡♠❜❧❡✲t✲✐❧✱ ♣❛r ❧❡s
✻✹▲✬❛rt✐❝❧❡ ❬✷✾❪ ♠❡♥t✐♦♥♥é ❞❛♥s ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t✱ s❡ ♣rêt❛✐t ♣❛r❢❛✐✲
t❡♠❡♥t à ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✱ ❝❤❛q✉❡ ❧❛❝❡t ❛✐♥s✐ q✉❡ t♦✉s ❝❡✉① q✉✐ ❧✉✐
s♦♥t ❤♦♠♦t♦♣❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ s❡✉❧ ❡t ♠ê♠❡ é❧é♠❡♥t ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✱ ♠❛✐s ✐❧ ❡♥
❡st ♣♦✉rt❛♥t t♦t❛❧❡♠❡♥t ❛❜s❡♥t✳
✻✺❈❢✳ ❬✸✵❪✳
✻✻❈❢✳ ❬✸✶❪ ♣✳ ✶✷✵✳
✻✼❙❡❧♦♥ ❉✐r❦ ✈❛♥ ❉❛❧❡♥✱ ❞❛♥s ❬✹✼❪ ♣✳ ✾✺✻ ✿ ✏❇r♦✉✇❡r st✉❜❜♦r♥❧② st✉❝❦ t♦ ❤✐s ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧
❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❡✐t❤❡r ✉♥❛✇❛r❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ❤♦♠♦❧♦❣② ❛s ✐♥✐t✐❛t❡❞ ❜② P♦✐♥❝❛ré✱ ♦r ❥✉st
♣r❡❢❡rr✐♥❣ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛tt❛❝❦✳✑ ❱♦✐r ❛✉ss✐ ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞❡ ❉✐❡✉❞♦♥♥é✱ ❝❢✳ ❬✺✺❪ ♣✳ ✶✻✶ ✿
✏♥♦❜♦❞② ✉♥❞❡rst❛♥❞s ✇❤② ❇r♦✉✇❡r ♥❡✈❡r ♠❡♥t✐♦♥♥❡❞ t❤❡s❡ ♣❛♣❡rs ❬♦❢ P♦✐♥❝❛ré❪✱ ♥♦r tr✐❡❞
t♦ ❛♣♣❧② ❤✐s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ ❜r✐♥❣ t♦ ❧✐❢❡ t❤❡ t❤❡♦r❡♠s
❣✉❡ss❡❞ ❜② P♦✐♥❝❛ré ✭❛s ❆❧❡①❛♥❞❡r ❞✐❞ ❛ ❧✐tt❧❡ ❧❛t❡r✮✳✑
✶✸✺
rés✉❧t❛ts ❞✬✉♥ ❥❡✉♥❡ t♦♣♦❧♦❣✉❡ r✉ss❡ ♣r♦♠❡tt❡✉r ✕ ♠❛✐s ❞é❝é❞é ♣❡✉ ❛♣rès ✕
P❛✈❡❧ ❯r②s♦❤♥✳
✺✳✻✳✷ ▲❡ rô❧❡ ❞✬❆❧❡①❛♥❞r♦✛
▲✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❇r♦✉✇❡r ♥❡ s✬❡st ♣❛s ❧✐♠✐té❡ à ❝❡❧❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s ❡♥
é✈✐❞❡♥❝❡ ❛✉ s✉❥❡t ❞❡ ❱✐❡t♦r✐s✳ ❆❧❡①❛♥❞r♦✛ ❛✈❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t r❡❥♦✐♥t ❇r♦✉✇❡r
à ❇❧❛r✐❝✉♠ ❡♥ ♠❛✐ ✶✾✷✺✱ s♦✐t ♣❡✉ ❞❡ t❡♠♣s ❛✈❛♥t ❧✬❛rr✐✈é❡ ❞❡ ❱✐❡t♦r✐s✳ ❙✐
❆❧❡①❛♥❞r♦✛ s✬❡st r❡♥❞✉ à ❇❧❛r✐❝✉♠✱ ❝✬❡st q✉✬✐❧ ét❛✐t ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❡♥ tr❛✐♥ ❞❡
♠❡♥❡r ✉♥❡ ré✢❡①✐♦♥ ✈✐s❛♥t à ❛❞❛♣t❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❡t ❝♦♥❝❡♣ts ❡ss❡♥t✐❡❧s
❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ à ❞❡s ✈❛r✐étés ❣é♥ér❛❧❡s✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ✐❧ ❛✈❛✐t
❝♦♠♠❡♥❝é ♣❛r ♣♦s❡r ❧❡s ❢♦♥❞❛t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ✈❛r✐étés à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡
❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s✻✽✳ ❙♦♥ ✐❞é❡ ❝♦♥s✐st❛✐t à ❛♣♣r♦❝❤❡r ❞❡s é❧é♠❡♥ts n✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ♣❛r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✜♥✐s ❞❡ ✏tétr❛è❞r❡s✑ n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s✱ ❧❡s
tétr❛è❞r❡s ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ❝♦♥s✐st❛♥t ❡♥ ❢❛✐t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡♥ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ n + 1
♣♦✐♥ts ❥♦✉❛♥t ❧❡ rô❧❡ ❞❡ ❧❡✉rs s♦♠♠❡ts✳
▲❡ ♣r♦❝é❞é ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❆❧❡①❛♥❞r♦✛ ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ✐♥s♣✐ré
❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❇r♦✉✇❡r✱ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ q✉✬❛ ✉t✐❧✐sé ❱✐❡t♦r✐s ♣♦✉r ❞é✜♥✐r
❞❡s s✐♠♣❧❡①❡s ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ❈❡ ♥✬❡st ❡♥ ❢❛✐t ♣❛s ✉♥❡ ❝♦ï♥✲
❝✐❞❡♥❝❡ ❀ ❱✐❡t♦r✐s r❡❝♦♥♥❛ît ❞❛♥s ❬✷✷✺❪ ❧✬❛♣♣♦rt ❢r✉❝t✉❡✉① ❞❡ ❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥s
❛✈❡❝ ❆❧❡①❛♥❞r♦✛✱ ❞♦♥❝ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✱ ♣♦✉r s♦♥ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s
♠étr✐q✉❡s✳
▼❝▲❛rt②✱ ❞❛♥s ❬✶✻✸❪✱ s♦✉❧è✈❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s é❝❤❛♥❣❡s ❡♥tr❡ ❆❧❡①❛♥❞r♦✛
❡t ❱✐❡t♦r✐s ♣♦✉r ❝❡ q✉✐ ❡st ❞❡ ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❱✐❡t♦r✐s ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡s ✐❞é❡s ❞❡
◆♦❡t❤❡r ❛✉ s✉❥❡t ❞❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ❝❧é ❡st q✉❡
❧✬♦♥ ♣❡✉t✱ ❝♦♠♠❡ ▼❝▲❛rt② ❧✬❡①♣❧✐q✉❡ ❞❛♥s ❬✶✻✸❪✱ ❛✈❛♥❝❡r q✉✬✉♥❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥
❛✉ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ❛✉① ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡st ❧❛ ✈♦❧♦♥té
❞❡ ❢♦r♠✉❧❡r ❞❡s rés✉❧t❛ts ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ♣♦✉r ❧❡s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s✻✾✳ ▲✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ✶✾✷✽ ❞❡ ❍♦♣❢ ✐❧❧✉str❡
❞✬❛✐❧❧❡✉rs très ❜✐❡♥ ❝❡tt❡ ✐❞é❡✳ ❖r✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ s✬❛♣♣❛r❡♥t❡ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ♣r♦❥❡t
❞✬❊♠♠② ◆♦❡t❤❡r ❞✬é❞✐✜❡r ❧✬❛❧❣è❜r❡ s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s✱
❡♥ ♦✉❜❧✐❛♥t ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❡t ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s q✉✐ ❧❡s ❝♦♠✲
♣♦s❡♥t✱ ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡s str✉❝t✉r❡s s✐t✉é❡s ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡s ♦❜❥❡ts à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡
❝❡rt❛✐♥s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❡t ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ♣♦✉r
❧❛❞✐t❡ str✉❝t✉r❡✮✼✵✳ ❈♦♠♠❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✬❊♠♠② ◆♦❡t❤❡r s✉r ❆❧❡①❛♥❞r♦✛ ❡st
✻✽❈❢✳ s♦♥ ❛rt✐❝❧❡ ❬✼❪ ❛❝❤❡✈é ♣❡✉ ❛✈❛♥t s❛ ✈❡♥✉❡ à ❇❧❛r✐❝✉♠✳
✻✾❇✐❧❧ ▲❛✇✈❡r❡ s❡♠❜❧❡ ♠ê♠❡ ❛✣r♠❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❡st ❧❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ r❛✐s♦♥ ❞❡
❧✬❛❞♦♣t✐♦♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❛✉ ❞étr✐♠❡♥t ❞❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♥✉♠ér✐q✉❡s✳ ❘❛❧❢ ❑rö♠❡r
❛r❣✉♠❡♥t❡ ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❡♥ ❢❛✈❡✉r ❞❡ ❝❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❛♥s ❬✶✸✽❪ ✭❡♥ ✷✳✶✳✷✮✳
✼✵P♦✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s s♦♥t ❧❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ♥♦r♠❛✉① ❡t ❧❡s
♠♦r♣❤✐s♠❡s ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✳ ❖♥ tr♦✉✈❡r❛ ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✻✸❪ ❞❡
✶✸✻
✐♥❞é♥✐❛❜❧❡✱ q✉✬❆❧❡①❛♥❞r♦✛ ❝❤❡r❝❤❛ à ✉t✐❧✐s❡r s❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❧❛ t♦♣♦✲
❧♦❣✐❡ ♣♦✉r ét❛❜❧✐r ❞❡s t❤é♦rè♠❡s s✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❡♥tr❡ ❡s♣❛❝❡s
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✼✶✱ ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ tr♦✉✈❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ t❤é♦rè♠❡s ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡
❬✷✷✻❪ ❞❡ ❱✐❡t♦r✐s✱ ♦♥ ♣❡✉t êtr❡ t❡♥té ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ à ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ◆♦❡t❤❡r ✕ ♦✉
❡♥ t♦✉t ❝❛s ❞❡ s♦♥ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡✱ ✈✐❛ ❆❧❡①❛♥❞r♦✛ ✕ s✉r ❱✐❡t♦r✐s✳
❈❡s ❞✐✈❡rs ❥❡✉① ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ r❡♥❞❡♥t ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❜✐❡♥ ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ◆é❛♥✲
♠♦✐♥s✱ ✐❧ ♥❡ ♥♦✉s s❡♠❜❧❡ ♣❛s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣✉✐ss❡ r❡♠❡ttr❡ ❡♥ ❝❛✉s❡ ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡
❞❡ ❱✐❡t♦r✐s ❞✉ ❢❛✐t ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ♣ré❝é❞❡♥ts✳ ▼ê♠❡ s✐ ❧❡s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❛❧❣é✲
❜r✐q✉❡s✱ ❡t à ❧❛ r✐❣✉❡✉r t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ❞❡ ◆♦❡t❤❡r s♦♥t ❝❧❛✐r❡s✱ ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t
s❡s ❝♦♥t❡♠♣♦r❛✐♥s ♦♥t ♣✉ s❡ ❧❡s ❛♣♣r♦♣r✐❡r✱ s✉rt♦✉t ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s s✐ ❝♦✉rt✱
❧✬❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♠♦✐♥s✳ ❙✐ ❆❧❡①❛♥❞r♦✛ ❛✈❛✐t ✉♥❡ ✐❞é❡ ♣ré❝✐s❡ ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❛❧✲
❣é❜r✐q✉❡s ❞❡ ◆♦❡t❤❡r ❡t s✬❡st ❡✛♦r❝é ❞❡ ❧❡s tr❛♥s♣♦s❡r à ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡✱ ❝❡ ♥✬❡st
♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ♣❛s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❱✐❡t♦r✐s✳ ❆❧❡①❛♥❞r♦✛ ❛ ❢❛✐t ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧✬✐♥✲
✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❇r♦✉✇❡r ❡t ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ◆♦❡t❤❡r ❛❧♦rs q✉❡ ❱✐❡t♦r✐s ❛ été ❜✐❡♥ ♣❧✉s
♣r♦❢♦♥❞é♠❡♥t ✐♥✢✉❡♥❝é ♣❛r ❇r♦✉✇❡r✳
▲♦rsq✉✬♦♥ s♦✉❧✐❣♥❡ ❧❛ ✈♦❧♦♥té ❞❡ ◆♦❡t❤❡r ❞❡ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡r s✉r ❧❡s str✉❝✲
t✉r❡s ❡t ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❡♥tr❡ str✉❝t✉r❡s✱ ❞♦♥❝ s✉r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ t②♣❡
❢♦♥❝t♦r✐❡❧✱ ❝✬❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t ♣❛r❝❡ q✉✬♦♥ ② ❞é❝è❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡
❝❡❧❧❡✲❝✐ ❧❛ ♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s✳ ❈❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡ ❡st ❞♦♥❝ ❡①✲
trê♠❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ♠❛✐s ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❞❛♥s ❧❡ tr❛✈❛✐❧
❞❡ ❱✐❡t♦r✐s ❞❡s tr❛❝❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ✈♦❧♦♥té ❞❡ ◆♦❡t❤❡r✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❧❡ ♣❧✉s ❛♥❝✐❡♥
r❡t❡♥✉ ♣❛r ❘❛❧❢ ❑rö♠❡r ❝♦♥❝rét✐s❛♥t ❧❛ ✈♦❧♦♥té ❞✬ét✉❞✐❡r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥
❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡st ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬❊✉❧❡r✲P♦✐♥❝❛ré ♣❛r
❍♦♣❢ ✭q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♥♦✉s✲♠ê♠❡s r❡t❡♥✉❡ ❝♦♠♠❡ ♣r❡♠✐❡r ❡♠♣❧♦✐ ❡✣❝❛❝❡
❞❡s ♣ré❝❡♣t❡s ❞❡ ◆♦❡t❤❡r✮✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ s✬❡st ❢❛✐t❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s s✐♠♣❧✐❝✐❛✉① ❝❧❛ss✐q✉❡s ❡t ♥✬❛ ❞♦♥❝ ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ♣❛s ♥é✲
❝❡ss✐té ❧❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❞✬❆❧❡①❛♥❞r♦✛ ❡t ❞❡ ❱✐❡t♦r✐s✳ ▲❡ tr❛✈❛✐❧
❞❡ ❱✐❡t♦r✐s ♥♦✉s s❡♠❜❧❡ ré❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❛✈♦✐r ❜❡s♦✐♥ ❞❡s ✐❞é❡s ❞❡ ◆♦❡✲
t❤❡r✱ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❡s ✐❞é❡s ❞❡ ◆♦❡t❤❡r ♥✬♦♥t ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ s♦♥ tr❛✈❛✐❧ ♣♦✉r
êtr❡ ❧é❣✐t✐♠é❡s✳ ❆❧❡①❛♥❞r♦✛ ❛ ♣✉ ❛✐❞❡r ❱✐❡t♦r✐s à ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦✲
❣✐❡ ♣♦✉r ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❝♦♠♣❛❝ts ♠❛✐s✱ ❝♦♥❝rèt❡♠❡♥t✱ ❧❡s ✐❞é❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
r❡♠♦♥t❛♥t ❛✉① ♣r❡♠✐❡rs tr❛✈❛✉① ❞❡ ❇r♦✉✇❡r ♥♦✉s s❡♠❜❧❡♥t ❞❡ ❧♦✐♥ ❧❡s ♣❧✉s
✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❞❛♥s ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❱✐❡t♦r✐s✱ ❡t ❧✬♦♥ ✐♠❛❣✐♥❡ ❞❡ t♦✉t❡ ❢❛ç♦♥ ♠❛❧
q✉✬❆❧❡①❛♥❞r♦✛ ❛✐t ♣✉ ❛✈♦✐r ♣❧✉s ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ q✉❡ ❇r♦✉✇❡r s✉r ❱✐❡t♦r✐s✳
▼❝▲❛rt②✳
✼✶❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❬✽❪✳
✶✸✼
✺✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
▲✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✺✾❪ ❞❡ ▼❛②❡r s❡ tr♦✉✈❡ ❧✉✐ ❛✉ss✐ ❛ss❡③ é❧♦✐❣♥é ❞❡s ✐❞é❡s ❞❡
◆♦❡t❤❡r ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝rét✐s❛t✐♦♥ q✉✬❡♥ ❛ ❞♦♥♥é❡ ❍♦♣❢✳ ❙♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✐♥térêt ❡st
❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛①✐♦♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✱ ❛✣r♠❛♥t ❛✐♥s✐
❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡ ❝♦♥❝❡♣t✳ ▼❛✐s✱ ♣❛r ❝❡rt❛✐♥s tr❛✐ts✱ ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ❡st ✉♥ r❡t♦✉r
❡♥ ❛rr✐èr❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛✈❛♥❝é❡s ❞❡ ❱✐❡t♦r✐s✳ ▲❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡
❞é✜♥✐s ♣❛r ▼❛②❡r s♦♥t ♠♦✐♥s ❣é♥ér❛✉① q✉❡ ❝❡✉① ❝♦♥s✐❞érés ♣❛r ❱✐❡t♦r✐s ❝❛r
✐❧ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐✳ ❆❧♦rs q✉❡ ❧✬♦✉t✐❧ ♠❛tr✐❝✐❡❧
❛✈❛✐t été✱ ❝❡rt❡s ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ♣❛r ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥✱ ❛❜❛♥❞♦♥♥é ♣❛r ❱✐❡t♦r✐s✱ ✐❧ ❡st
❝❤❡③ ▼❛②❡r ❡ss❡♥t✐❡❧✳ ❊♥✜♥✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s
❡st à ♣❡✉ ♣rès t♦t❛❧❡♠❡♥t ❛❜s❡♥t❡✳
▲❡s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❞❡ ❱✐❡t♦r✐s s♦♥t ❜✐❡♥ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❍♦♣❢ ❡t ◆♦❡✲
t❤❡r✳ ◆♦❡t❤❡r ♣r♦❝è❞❡ à ✉♥❡ réé✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s ♥♦t✐♦♥s
❡t ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞♦✐t êtr❡ ♣❧❛❝é❡ à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦✲
r✐❡ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❞♦✐t ❛✐♥s✐ ❢♦✉r♥✐r ❧❡s ♦✉t✐❧s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r
❞❛♥s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♣❡✉ ❝♦♠♠♦❞❡s✳ ■❧ ❡st ♣❧✉tôt ♥♦r♠❛❧
q✉❡ ◆♦❡t❤❡r ❛✐t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❡❧❧❡ s❛♥s ❧✬ét❛②❡r ♣❛r ✉♥
❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥❝r❡t✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt ♣❛r❝❡ q✉✬❡❧❧❡ ♥✬ét❛✐t ♣❛s s♣é❝✐❛❧✐st❡
❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❀ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❝❛r s❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✐♥térêt ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❡♥ ❤♦✲
♠♦❧♦❣✐❡ ♥✬❡st q✉✬✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❣é♥ér❛❧ ❧❛ ❣✉✐❞❛♥t✱ ❝♦♥s✐st❛♥t à
♣♦s❡r ❞❡s ❢♦♥❞❛t✐♦♥s ❛✉t❛♥t q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❣é♥ér❛❧❡s ❡t ❛❜str❛✐t❡s ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ ❛②❛♥t ❛❜str❛✐t ❧❡s s❡✉❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♣❡rt✐♥❡♥t❡s r❡q✉✐s❡s ♣♦✉r
❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞✬ét✉❞❡✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡✱ ✐❧ ❧✉✐ s❡♠❜❧❡ q✉❡
❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s✱ ❡t ♥♦♥ ♣❧✉s
❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ♦✉ ❧❡s ❢♦r♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ♦✉ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❇❡tt✐ ❡t ❞❡ t♦rs✐♦♥✳
❆ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ❡❧❧❡ ✜t ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ q✉❡❧q✉❡s ❛♥♥é❡s ♣❧✉s t❛r❞
❡♥tr❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❡t ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡s ✈✐❛ ❧✬ét✉❞❡
❞✬❛♥♥❡❛✉① ♥♦♥ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s ✭❝❢✳ ❬✶✼✷❪✮✳ ▲✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✶✽❪ ❞❡ ❍♦♣❢ ❝♦♥❝rét✐s❡ ❧❡s
✐❞é❡s ❞❡ ◆♦❡t❤❡r ✿ ✐❧ ✐s♦❧❡ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ♣r♦♣r✐étés ♣r♦♣r❡s à ❧❛ t❤é♦r✐❡
❞❡s ❣r♦✉♣❡s q✉✐ ❧✉✐ s❡r♦♥t ✉t✐❧❡s ❡t ❞é✜♥✐t ❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♣♦✉✈♦✐r
✉t✐❧✐s❡r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❛✐♥s✐ ✐♥tr♦❞✉✐ts✳ ■❧ ❞é♠♦♥tr❡ ❛✐♥s✐ ❧✬✐♥térêt ♣r❛✲
t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❡♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡✱ ❛❧♦rs q✉✬❡❧❧❡
♣♦✉✈❛✐t ❥✉sq✉✬❛❧♦rs êtr❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝❤♦✐① ❡st❤ét✐q✉❡ ♦✉
♣❤✐❧♦s♦♣❤✐q✉❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❡♥
t♦♣♦❧♦❣✐❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ❍♦♣❢✱ ♠❛✐s ❞❡ ❱✐❡t♦r✐s✳ ▲❡s ♠ér✐t❡s ❞❡ ❍♦♣❢ ❡t
❞❡ ❱✐❡t♦r✐s s♦♥t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❜✐❡♥ ❞✐st✐♥❝ts✱ ❡t ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ❆✈❡❝ ❧✬❛rt✐❝❧❡
❞❡ ✶✾✷✽✱ ❍♦♣❢ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ✈✐❛ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s ❧✐❜r❡s ❡t ❧❛✐ss❡ ❡♥tr❡✈♦✐r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❢❛❝✐❧✐té❡
❞❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❣râ❝❡ ❛✉① ♦✉t✐❧s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✳ ▼❛✐s ✐❧ r❡st❡ ❞❛♥s
✶✸✽
❧❡ ❝❛❞r❡ très ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ❡t ♥❡ ❞é♠♦♥tr❡ ❛✉❝✉♥
rés✉❧t❛t ♥♦✉✈❡❛✉✼✷✳ ❱✐❡t♦r✐s✱ ♣❛r ❝♦♥tr❡✱ s♦rt ❞✉ ❝❛❞r❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❡t ❞é❝✐❞❡
❞✬ét✉❞✐❡r ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✬❡s♣❛❝❡s ❥✉sq✉❡✲❧à ❤♦rs ❞❡ ♣♦rté❡✱ ❝❡ q✉✐ ❧✬❛♠è♥❡ à
❞é✜♥✐r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳ ▲❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ s✬✐♠♣♦s❡♥t
❞❛♥s s♦♥ ét✉❞❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t ♣❡r♠❡tt❡♥t à ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✬ét❡♥❞r❡
s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s✳ ❈❡❧❛ ❞✐t✱ ❛❧♦rs ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s s✬✐♠♣♦s❡♥t
♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❱✐❡t♦r✐s✱ ❝❡✉①✲❝✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛ss✉♠és ❛✉t❛♥t
q✉✬✐❧s ❧✬❛✉r❛✐❡♥t été ♣❛r ❍♦♣❢ ♦✉ ◆♦❡t❤❡r✳ ❊♥ ❡✛❡t ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❍♦♣❢✱
❱✐❡t♦r✐s ♥❡ s❡ ♠✉♥✐t ♣❛s ❞✬✉♥❡ ❛ss✐s❡ t❤é♦r✐q✉❡ ✈✐❛ ❞❡s r❛♣♣❡❧s ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s
❣r♦✉♣❡s ❡t✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é❥à ❞✐t✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ q✉♦t✐❡♥t s❡♠❜❧❡ êtr❡
tr❛✐té❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❞é✜❛♥❝❡✳
❙✐ ♥♦✉s ❡♥ r❡✈❡♥♦♥s ♣♦✉r ✜♥✐r ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❧✉s ❧❛r❣❡ é✈♦q✉é ❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣é❜r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡✱ ❧❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ❍♦♣❢ ❡t ❞❡ ❱✐❡t♦r✐s
♦♥t t♦✉t❡s ❞❡✉① ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❡t s♦♥t ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
s✐ ❧✬♦♥ s✉✐t ❑❧❛✉s ❱♦❧❦❡rt ❬✷✷✽❪ ♣♦✉r q✉✐ ❧❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❧✬❛❧❣é❜r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
t♦♣♦❧♦❣✐❡ s♦♥t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❧❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❝❧❛r✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❡t
❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ♥♦♥ ✜♥✐❡✼✸✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît
❝❧❛✐r❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ✐❞é❡s ❞❡ ◆♦❡t❤❡r ❡t ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❍♦♣❢ s♦♥t à ❧❛ s♦✉r❝❡
❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ r❛✐s♦♥ t❛♥❞✐s q✉❡ ❱✐❡t♦r✐s ❡st à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡✳
❈❡rt❛✐♥s tr❛✐ts ❤✐st♦r✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❣❡♥ès❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡
♦♥t ✉♥❡ ♣♦rté❡ q✉✐ ❡①❝è❞❡ ❝❡tt❡ ❣❡♥ès❡ ♣r♦♣r❡♠❡♥t ❞✐t❡ ✿ ❧❡s ♦♣♣♦s✐t✐♦♥s
❡♥tr❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s tr❛❞✐t✐♦♥s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ ❧❡✉r ✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧✬❛♣♣ré❝✐❛t✐♦♥
❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞✬❛✉tr✉✐✱ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞✉ s❛✈♦✐r ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡t
❧❡s é❝❤❛♥❣❡s ✐♥❢♦r♠❡❧s ❡♥tr❡ ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ s♦♥t
❛✉t❛♥t ❞❡ ❢❛❝❡tt❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ✐❞é❡s ❡♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞♦♥t
❝❡rt❛✐♥s tr❛✐ts ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s♦♥t ❜✐❡♥ ✐❧❧✉strés ♣❛r ❧❛ ❝♦♥❢r♦♥t❛t✐♦♥ ❡♥tr❡
◆♦❡t❤❡r ❡t ❱✐❡t♦r✐s✳
❈♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❛ ❞é❥à été ❞✐t✱ ❝✬❡st ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❧♦rs ❞❡ s❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s
❛✈❡❝ ❆❧❡①❛♥❞r♦✛ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s r✐t✉❡❧❧❡s ✏♣r♦♠❡♥❛❞❡s ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛❧❣é❜r✐✲
q✉❡✑ à ●ött✐♥❣❡♥ q✉✬❊♠♠② ◆♦❡t❤❡r ❛ ❝♦♠♠❡♥❝é à ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡✱ ♣❧❛ç❛♥t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s ✐♥✲
✼✷■❧ ❛✈❛✐t ❞é❥à✱ ❞❛♥s ❬✶✶✼❪✱ ♣rés❡♥té s❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬❊✉❧❡r✲P♦✐♥❝❛ré ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ s❛♥s ❧✬✉s❛❣❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳ ▲❛
♥♦✉✈❡❛✉té ❞❡ ❝❡tt❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ✈✐❡♥t ❞❡ ❝❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡①♣r✐♠❡ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ♣r♦t❛♥t s✉r
✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥tr❡ ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ▲✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✶✽❪ r❡❢♦r♠✉❧❡ ❝❡tt❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t
❧❛ ♣r♦✉✈❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡♠❡♥t✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❇❡tt✐✳
✼✸❈♦♠♠❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡ s❡❝♦♥❞ ❝r✐tèr❡✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ r❡♠❛rq✉❡r q✉✬❡♥
✶✾✸✵ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❡r❞❡♥ ♣✉❜❧✐❡ ✉♥❡ s♦rt❡ ❞✬ét❛t ❞❡s ❧✐❡✉① ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ✭❝❢✳ ❬✷✷✾❪✮ ✐♥t✐t✉❧é
❑♦♠❜✐♥❛t♦r✐s❝❤❡ ❚♦♣♦❧♦❣✐❡✱ ❞♦♥t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬ét✉❞❡ ❡st s❡❧♦♥ ❧✉✐ ❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❢♦r♠és à ♣❛rt✐r
❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ s✐♠♣❧❡①❡s✱ ❡t q✉✐ ✐♥tè❣r❡ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❍♦♣❢ ❡t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❣r♦✉♣❡
❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳
✶✸✾
✈❡st✐❣❛t✐♦♥s✱ ❝❡ q✉✐ ❧✬❛ ♠❡♥é❡ à ❞é✜♥✐r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❇❡tt✐✱ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✱ ❡t❝✳
❖✉tr❡ s❛ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ❥❛♥✈✐❡r ✶✾✷✺ ❞❡✈❛♥t ❧❛ ●ött✐♥❣❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ●❡✲
s❡❧❧s❝❤❛❢t✱ ♦ù s❡s ✐❞é❡s s✉r ❧❡ s✉❥❡t ♥✬ét❛✐❡♥t ♣❡✉t✲êtr❡ ♣❛s ❡♥❝♦r❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t
❝❧❛r✐✜é❡s✱ ❡❧❧❡ ❛ ❢❛✐t ♣❛rt ❞❡ s❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥s ❡t ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❧♦rs ❞✉
r❡♣❛s ❞❡ ❞é❝❡♠❜r❡ ✶✾✷✺ ❝❤❡③ ❇r♦✉✇❡r ♣✉✐s ❧♦rs ❞❡s ❝♦✉rs ❞✬❆❧❡①❛♥❞r♦✛ ❡t
❍♦♣❢ à ●ött✐♥❣❡♥ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬été ✶✾✷✻✳
❱✐❡t♦r✐s ❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r à ❛✈♦✐r ❞♦♥♥é ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♥♦✐r s✉r ❜❧❛♥❝ ❞❡s
❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡t ▼❛②❡r✱ t♦✉❥♦✉rs ❛✈❛♥t ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✶✽❪ ❞❡ ❍♦♣❢✱ ❧✬❛ r❡✲
♣r✐s❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ♠♦✐♥s ❣é♥ér❛❧ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐✱ ❡♥ ♣r♦♣♦s❛♥t
✉♥❡ ❛①✐♦♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❡t ❡♥ ❛✣r♠❛♥t ❧✬✐♥térêt✳ ◗✉♦✐q✉❡ ❱✐❡t♦r✐s ❛✣r♠❡ ♥✬❛✈♦✐r
♣❛s été ❛✉ ❝♦✉r❛♥t ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❞❡ ◆♦❡t❤❡r ❡♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡
✭❡t ❝♦♥✜r♠❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ✐❣♥♦r❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt ❞❡ ▼❛②❡r✮✱ s❛ ♣rés❡♥❝❡ ❧♦rs ❞✉
r❡♣❛s ❝❤❡③ ❇r♦✉✇❡r ✭❡t ♠ê♠❡ ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❧♦rs ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ sé❥♦✉r ❞❡
◆♦❡t❤❡r✮ r❡♠❡t ❡♥ ❝❛✉s❡ ❝❡tt❡ ❛✣r♠❛t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ à ♣❛rt ♣❡✉t✲êtr❡ ❡♥
❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡✱ ♦♥ ❛ ♣✉ ✈♦✐r q✉❡
◆♦❡t❤❡r ♥✬❛ ♣❛s ❡✉ ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❱✐❡t♦r✐s✱ q✉✐ ❡st r❡sté ✜❞è❧❡
❛✉① ✐❞é❡s ❞❡ ❇r♦✉✇❡r✳
▲❛ q✉❛s✐✲❛❜s❡♥❝❡ ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡s ✐❞é❡s ❞❡ ◆♦❡t❤❡r ♣❛r ❱✐❡t♦r✐s ✐❧❧✉str❡
❜✐❡♥ ❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés ♣♦✉r ❧❡s t❡♥❛♥ts ♦✉ ❤ér✐t✐❡rs ❞❡ ❞❡✉① tr❛❞✐t✐♦♥s ♠❛t❤é✲
♠❛t✐q✉❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s à é❝❤❛♥❣❡r✳ ❊♥ ♦✉tr❡ s✬❡st ❛❥♦✉té❡ ✉♥❡ ❞✐✣❝✉❧té ❞✬♦r❞r❡
♠❛tér✐❡❧✱ ❞✉❡ ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❛rt✐❝❧❡s ♥✬❛❝❝é❞❛✐❡♥t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs à ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡
❞✐✛✉s✐♦♥ ♣❛r✲❞❡❧à ❧❡s ❢r♦♥t✐èr❡s✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞✬❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❏❡❛♥
❉✐❡✉❞♦♥♥é q✉✐✱ s✬ét♦♥♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ♣ré❝♦❝✐té ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ▼❛②❡r✱ ♣❡♥s❡✱ ❡♥
❞é♣✐t ❞✉ ❢❛✐t q✉✬❛✉❝✉♥❡ ré❢ér❡♥❝❡ à ◆♦❡t❤❡r ♥✬② ❡st ❢❛✐t❡✱ q✉✬✏à ❝❡tt❡ é♣♦q✉❡
❧✬❡s♣r✐t ❞❡ ✬❧✬❛❧❣è❜r❡ ♠♦❞❡r♥❡✬ s✬ét❛✐t ♣r♦♣❛❣é à ♣❧✉s✐❡✉rs ✉♥✐✈❡rs✐tés ❛❧❧❡✲
♠❛♥❞❡s ❣râ❝❡ ❛✉① ❡✛♦rts ❞❡ ❊✳ ❆rt✐♥✱ ❘✳ ❇❛❡r✱ ❘✳ ❇r❛✉❡r✱ ❍✳ ❍❛ss❡✱ ❲✳
❑r✉❧❧ ❛♥❞ ❏✳ ❱♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥✑✼✹ ❡t q✉✬✏✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ q✉✬✐❧ ❛✐t ❛✉ss✐
❛tt❡✐♥t ❱✐❡♥♥❡✳✑✼✺ ❈❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❡st ❡♥ ❡✛❡t ❝♦♥t❡sté ♣❛r ▼❛❝ ▲❛♥❡ ❬✶✺✷❪
❡t s✉rt♦✉t ♣❛r ❱✐❡t♦r✐s ❧✉✐✲♠ê♠❡✼✻ q✉✐ s♦✉❧✐❣♥❡ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té q✉❡
❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❱✐❡♥♥❡ ❛✈❛✐❡♥t à ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧✬❆❧❧❡♠❛❣♥❡ ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ♥✐ ❧✉✐ ♥✐
▼❛②❡r ♥✬ét❛✐❡♥t ❛✉ ❝♦✉r❛♥t ❞❡s ✐❞é❡s ❞❡ ◆♦❡t❤❡r s✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✼✼✳
◆♦t♦♥s ❛✉ss✐ q✉❡ ❝❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té ♠❛♥✐❢❡st❡ q✉❡ ♣♦✉✈❛✐t r❡♥❝♦♥tr❡r à ❧✬é♣♦q✉❡
✼✹✏❜② t❤❛t t✐♠❡ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ ✬♠♦❞❡r♥ ❛❧❣❡❜r❛✬ ❤❛❞ s♣r❡❛❞ t♦ ♠❛♥② ●❡r♠❛♥ ✉♥✐✈❡rs✐t✐❡s
✉♥❞❡r t❤❡ ❡✛♦rts ♦❢ ❊✳ ❆rt✐♥✱ ❘✳ ❇❛❡r✱ ❘✳ ❇r❛✉❡r✱ ❍✳ ❍❛ss❡✱ ❲✳ ❑r✉❧❧ ❛♥❞ ❏✳ ❱♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥✑✱
❬✺✹❪ ♣✳ ✻✳
✼✺✏✐t ✐s ♥♦t ✉♥❧✐❦❡❧② t❤❛t ✐t ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ r❡❛❝❤❡❞ ❱✐❡♥♥❛✑✱ ❬✺✹❪ ♣✳ ✻✳
✼✻❈❢✳ ❬✶✶✸❪ ♣♣✳ ✻✶✲✻✷✳
✼✼❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❛✣r♠❛t✐♦♥ ❡st✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉✱ ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t à ♥✉❛♥❝❡r✱ ♠❛✐s
♥é❛♥♠♦✐♥s ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s tr♦✉✈é ❛✉❝✉♥❡ tr❛❝❡ ❞✬✉♥❡ r❡♥❝♦♥tr❡ ❡♥tr❡ ◆♦❡t❤❡r ❡t ❱✐❡t♦r✐s✱
❞✉ ♠♦✐♥s ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡✱ s✐ ❝❡ ♥✬❡st ❡♥ ❞é❝❡♠❜r❡ ✶✾✷✺✱ ❝❤❡③
❇r♦✉✇❡r✳
✶✹✵
❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ♠❡t ❡♥ ✈❛❧❡✉r ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞✉
rô❧❡ ❞❡s é❝❤❛♥❣❡s ✐♥❢♦r♠❡❧s ❞❛♥s ❧✬❛❞♦♣t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡ t❤é♦✲
r✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❡♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡✼✽✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❧♦rs ❞❡s ✏♣r♦♠❡♥❛❞❡s
❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✑ ❡♥tr❡ ◆♦❡t❤❡r ❡t ❆❧❡①❛♥❞r♦✛ ❡t ❧❡s r❡♠❛rq✉❡s ❞❡
◆♦❡t❤❡r ❧♦rs ❞❡s ❝♦✉rs ❞❡ ❍♦♣❢ ❡t ❞✬❆❧❡①❛♥❞r♦✛ s♦♥t ❛✉t❛♥t ❞❡ ♠♦♠❡♥ts
❝r✉❝✐❛✉① ❞❛♥s ❧✬é♠❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡✳
■❧ s❡ tr♦✉✈❡ q✉❡ ❧❡s tr❛✈❛✉① q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐és ❞❡ ❱✐❡t♦r✐s ❡t ❞❡
▼❛②❡r s❡ s♦♥t ❢❛✐t ❝♦♥♥❛îtr❡ ❞✬❆❧❡①❛♥❞r♦✛ ❡t ❞❡ ❍♦♣❢ ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ✏r❡✲
✈✐❡✇✑ ♣♦✉r ❧❡s r❡✈✉❡s✳ ❆✐♥s✐ ♣♦ssé❞♦♥s✲♥♦✉s ❞❡s tr❛❝❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣ré❝✐❛t✐♦♥ ❞❡s
tr❛✈❛✉① ❞❡ ❱✐❡t♦r✐s ❡t ❞❡ ▼❛②❡r ♣❛r ❆❧❡①❛♥❞r♦✛ ❡t ❍♦♣❢✳ ▲✬❛rt✐❝❧❡ ❬✷✷✻❪ ❞❡
❱✐❡t♦r✐s ❡t ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✺✾❪ ❞❡ ▼❛②❡r ♦♥t été r❡❧✉s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ❆❧❡①❛♥✲
❞r♦✛ ❡t ❍♦♣❢ ♣♦✉r ❧❡ ❏❛❤r❜✉❝❤ ü❜❡r ❞✐❡ ❋♦rts❝❤r✐tt❡ ❞❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✭❞❡ ✶✾✷✼
❡t ✶✾✷✾ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✮✳ ❍♦♣❢ s❡♠❜❧❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ✈ér✐t❛❜❧❡ ✐♥térêt ❛✉ tr❛✈❛✐❧
❞❡ ▼❛②❡r✳ ■❧ ♥♦t❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ② s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛❜str❛✐t❡ ❡t
q✉❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❞❡ ❝②❝❧❡s✱ ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✱ ② s♦♥t
❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s✱ ♠❛✐s ✐❧ ♥❡ s♦✉❧✐❣♥❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s
❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳ ❍♦♣❢ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞♦♥❝ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡
❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ▼❛②❡r ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❢❛✐t ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❜✐❡♥
♣❧✉s q✉❡ ❧❛ s❡✉❧❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✱ ❛❧♦rs ♠ê♠❡ q✉❡ ❧✬❛t✲
t❛❝❤❡♠❡♥t ❞❡ ▼❛②❡r à ❧❛ ✈✐s✐♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❧✐♠✐t❡ ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
q✉✬✐❧ ❛✉r❛✐t ♣✉ ❢❛✐r❡ ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✳ ▲✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s
❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ▼❛②❡r s❡♠❜❧❡ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❧✬❛✈♦✐r t❡❧❧❡✲
♠❡♥t ♣❡✉ ♠❛rq✉é q✉✬✐❧ é❝r✐r❛ ❡♥ ✶✾✻✹ ❞❛♥s ❬✶✷✻❪✱ ♣✳ ✶✷ ✿ ✏✐❝❤ ✇❡✐ss ♥✐❝❤t ❡✐♥✲
♠❛❧✱ ♦❜ ❞❡r ❇❡❣r✐✛ ❞❡r ✏❍♦♠♦❧♦❣✐❡❣r✉♣♣❡✑ s❝❤♦♥ ✐r❣❡♥❞✇♦ s❝❤✇❛r③ ❛✉❢ ✇❡✐ss
✐♥ ❞❡r ▲✐t❡r❛t✉r ✈♦r❣❡❦♦♠♠❡♥ ✇❛r✳ ■❝❤ s❡❧❜st ❤❛❜❡ s✐❡ ③✉♠ ❡rst❡♥ ▼❛❧ ✐♥
♠❡✐♥❡r ◆♦t❡ ✏❊✐♥❡ ❱❡r❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡r✉♥❣ ❞❡r ❊✉❧❡r✲P♦✐♥❝❛rés❝❤❡♥ ❋♦r♠❡❧✑ ✭✳✳✳✮
❜❡♥✉t③t✳✑✼✾✱ ❝❡ q✉✬✐❧ ♥✉❛♥❝❡r❛ ❡♥ ♥♦t❡ ❞❡ ❬✶✶✽❪ ❞❛♥s s❡s ❙❡❧❡❝t❛ ✿ ✏❉✐❡ ♦❜✐❣❡
◆♦t❡ ✐st ✇♦❤❧ ❞✐❡ ❡rst❡ P✉❜❧✐❦❛t✐♦♥ ❣❡✇❡s❡♥✱ ✐♥ ❞❡r ❞✐❡ ❤❡✉t❡ ❣❡❧ä✉✜❣❡✱ ✈♦♥
❊▼▼❨ ◆❖❊❚❍❊❘ st❛♠♠❡♥❞❡ ❣r✉♣♣❡♥t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ❆✉✛❛ss✉♥❣ ❞❡r ❍♦♠♦✲
❧♦❣✐❡t❤❡♦r✐❡ ③✉r ●❡❧t✉♥❣ ❦♦♠♠t✑✽✵✳ ▲❡ ❝♦♠♠❡♥t❛✐r❡ ❞✬❆❧❡①❛♥❞r♦✛ ❛✉ s✉❥❡t
✼✽❘❡♠❛rq✉♦♥s ❞✬❛✐❧❧❡✉rs q✉❡ ♠❛❧❣ré ❧❡s ♥♦✉✈❡❛✉① ♦✉t✐❧s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ à ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥✱ ❧❡s
é❝❤❛♥❣❡s ♦r❛✉① ❞✐r❡❝ts ❝♦♥t✐♥✉❡♥t✱ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❡♥❝♦r❡✱ ❞❡ str✉❝t✉r❡r ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❛rt ♥♦♥
♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡✳
✼✾✏❥❡ ♥❡ s❛✐s ♣❛s s✐ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✏❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✑ ét❛✐t ❞é❥à ❛♣♣❛r✉❡ ♥♦✐r s✉r ❜❧❛♥❝
❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ❏❡ ❧✬❛✐ ♠♦✐✲♠ê♠❡ ❡♠♣❧♦②é❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ❞❛♥s ♠❛ ♥♦t❡ ✏❊✐♥❡
❱❡r❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡r✉♥❣ ❞❡r ❊✉❧❡r✲P♦✐♥❝❛rés❝❤❡♥ ❋♦r♠❡❧✑ ✑✳
✽✵✏■❧ s❡♠❜❧❡ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ♥♦t❡ ❝✐✲❞❡ss✉s s♦✐t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡
♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✱ ❞û à ❊▼▼❨ ◆❖❊❚❍❊❘ ❡t
❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❢❛♠✐❧✐❡r✱ ❛ été ♠✐s ❡♥ ✈❛❧❡✉r✑✱ ❝❢✳ ❬✶✷✺❪ ♣✳ ✶✽✸✳ P❛r ❝❡tt❡ ♣❤r❛s❡✱ ❍♦♣❢ ♥❡ s❡
♣r♦♥♦♥❝❡ ♣❧✉s ❝♦♠♠❡ ❝✬ét❛✐t ❧❡ ❝❛s ❞❛♥s ❧❛ ❝✐t❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ s✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣❛r✐t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ♠❛✐s s♦✉❧✐❣♥❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ s♦♥ ❛rt✐❝❧❡ ❬✶✶✽❪ ❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r
à ♣r✐✈✐❧é❣✐❡r ❡t à ✉t✐❧✐s❡r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❡♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡✱ ❝❡
✶✹✶
❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❱✐❡t♦r✐s ❡st ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s s✉r♣r❡♥❛♥t ✿ ✐❧ ♥❡ ❢❛✐t q✉❡ ♠❡♥t✐♦♥♥❡r ❧❛
❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✷✾❪ ❞❡ ❇r♦✉✇❡r ❡t ❧❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧
❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ s❛♥s ♠ê♠❡ r❡❧❡✈❡r ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳ ❆✐♥s✐
s❡♠❜❧❡✲t✲✐❧ ❜✐❡♥ q✉❡ ♣♦✉r ❆❧❡①❛♥❞r♦✛ ❡t ❍♦♣❢ ❧❛ ✈ér✐t❛❜❧❡ ❛✈❛♥❝é❡ ❝♦♥❝❡♣✲
t✉❡❧❧❡ ❡st ❧❛ r❡❢♦♥t❡ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✱ ♠❛✐s ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡t ❧✬❛♣♣ré❤❡♥s✐♦♥ ♣❛r ❱✐❡t♦r✐s
❞✬♦❜❥❡ts ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ♠étr✐q✉❡s ❝♦♠♣❛❝ts✱ q✉✐ ❞é♣❛ss❡♥t ❧❡ ❝❛❞r❡ ❛❧♦rs
❤❛❜✐t✉❡❧ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ s♦♥t ✈r❛✐s❡♠❜❧❛❜❧❡♠❡♥t à ❧❡✉rs ②❡✉① ❞✬✉♥❡ ✐♠♣♦r✲
t❛♥❝❡ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❥✉❣❡r rétr♦s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ✐♥❥✉st❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡✳
▲✬❡ss♦r ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ♠♦❞❡r♥❡ ❡st ✉♥ ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ♠❛❥❡✉rs ❞✉ ✈✐♥❣t✐è♠❡
s✐è❝❧❡ ❡♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳ ❙♦♥ ❛♣♣♦rt ✐♥❞é♥✐❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛❝t✉❡❧❧❡ ♥❡
❞♦✐t ♣❛s ❢❛✐r❡ ♦✉❜❧✐❡r q✉❡ ❧✬❛❞♦♣t✐♦♥ ♣❛r ❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s ❞❡ s♦♥ ❡s♣r✐t ♥❡
❢✉t ♣❛s ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✳ ❆✐♥s✐ ❍❡r♠❛♥♥ ❲❡②❧ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡♥ ✶✾✸✶✱ ❡①♣r✐♠❛✐t✲✐❧
s♦♥ s❝❡♣t✐❝✐s♠❡ ❛✉ s✉❥❡t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛❜str❛✐t❡s✽✶✱ ❡t ❝❡ ♥✬❡st q✉✬✉♥ ❡①❡♠♣❧❡
♣❛r♠✐ t❛♥t ❞✬❛✉tr❡s✳
▲✬❛❧❣é❜r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡✱ ét❛♥t ❧❡ ❢❛✐t ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❛rt ❝♦♥séq✉❡♥t❡
❞❡ ♣❡rs♦♥♥❡s ❡t ❞✬✐❞é❡s ❧✐é❡s à ❧✬❛❧❣è❜r❡ ♠♦❞❡r♥❡✱ s✬❡st ❤❡✉rté❡ ✉♥ t❡♠♣s
❛✉ s❡♥t✐♠❡♥t q✉✬❡❧❧❡ ét❛✐t s✉♣❡r✢✉❡✽✷✳ ▲❡s rés✐st❛♥❝❡s ❡♥❝♦r❡ r❡♥❝♦♥tré❡s ❛✉
❞é❜✉t ❞❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✸✵ à ❧✬✉s❛❣❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❡♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡✱ ❡t
❝❡ ♣❛r♠✐ ❞✬✐❧❧✉str❡s ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s✱ ❞♦♥♥❡♥t à ♣❡♥s❡r q✉❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❍♦♣❢✱
♠❛❧❣ré s❡s ♠ér✐t❡s ❡t ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ q✉❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❡st ✉♥ ❝❛❞r❡
♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❛❞❛♣té à ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✱ ❛ ♦✛❡rt ✉♥ ❣❛✐♥ ♣r❛t✐q✉❡
tr♦♣ ❧✐♠✐té ♣♦✉r ♠❡♥❡r s❡✉❧ à ❧✬❛❧❣é❜r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡✳ ❊t ❝❡❝✐ ♠❡t✱
♣❛r ❝♦♥tr❛st❡✱ ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ❡♥ ✈❛❧❡✉r ❧✬❛♣♣♦rt ❞❡ ❱✐❡t♦r✐s ❞♦♥t ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❛
♦✛❡rt ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞✬✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ♣❧✉s ❧❛r❣❡ à ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥
❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✱ ❜✐❡♥ q✉❡ s❛♥s ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❧❡s ✐❞é❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡
♠♦❞❡r♥❡✳
q✉✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ❝♦♥t❡st❡r✳
✽✶❝✐té ♣❛r ❆❧❡①❛♥❞r♦✛ ❞❛♥s ❬✶✷❪✱ ♣✳ ✹ ✿ ✏■ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ♣❛ss ♦✈❡r ✐♥ s✐❧❡♥❝❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
t♦❞❛② t❤❡ ❢❡❡❧✐♥❣ ❛♠♦♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝✐❛♥s ✐s ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ t♦ s♣r❡❛❞ t❤❛t t❤❡ ❢❡rt✐❧✐t② ♦❢ t❤❡s❡
❛❜str❛❝t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣ ❡①❤❛✉st✐♦♥✳✑
✽✷P♦✉r ▲❡❢s❝❤❡t③✱ ❡♥ ✶✾✸✵✱ ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❡♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ♥✬❡st q✉✬✉♥❡ q✉❡s✲
t✐♦♥ ❞❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡✳✳✳ ❈❢✳ ❬✶✹✸❪ ✿ ✏■♥❞❡❡❞ ❡✈❡r②t❤✐♥❣ t❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡✱
❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥t❧② ✐s✱ tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❣r♦✉♣s✳ ■t ✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❛ ♠❡r❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢
❛ ❞✐✛❡r❡♥t t❡r♠✐♥♦❧♦❣②✑✳
✶✹✷
❈❤❛♣✐tr❡ ✻
❍♦♠♦t♦♣✐❡ ❡t ❞❡✉①✐è♠❡ ❣r♦✉♣❡
❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡
❊♥ ✶✾✹✷ ♣❛r❛ît ❛✉① ❈♦♠♠❡♥t❛r✐✐ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝✐ ❍❡❧✈❡t✐❝✐ ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡
❍❡✐♥③ ❍♦♣❢✱ ✐♥t✐t✉❧é ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❣r✉♣♣❡ ✉♥❞ ③✇❡✐t❡ ❇❡tt✐s❝❤❡ ●r✉♣♣❡ ❬✶✷✶❪✱
q✉✐ ♠❛rq✉❡ ✉♥❡ ét❛♣❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛❧✲
❣é❜r✐q✉❡✳ ❙❛♥s ♠ê♠❡ ❛♥❛❧②s❡r ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡ ❝❡t ❛rt✐❝❧❡✱ s♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❡st
❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❛♣♣ré❤❡♥❞❛❜❧❡✳ ■❧ ♥✬② ❛ q✉✬à ❝♦♥s✉❧t❡r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ r❛♣♣♦rt
é❧♦❣✐❡✉① q✉✬❡♥ ét❛❜❧✐t ❍❛ss❧❡r ❲❤✐t♥❡② ♣♦✉r ❧❛ r❡✈✉❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇s✳
▲❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❧✐❣♥❡s s♦♥t ♣❛r❧❛♥t❡s ✿
✏❚❤✐s ♣❛♣❡r ✐s✱ ✐♥ t❤❡ r❡✈✐❡✇❡r✬s ♠✐♥❞✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥tr✐✲
❜✉t✐♦♥s t♦ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ t♦♣♦❧♦❣② ✐♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✳ ■t ❣✐✈❡s ❢❛r r❡❛❝❤✐♥❣ r❡s✉❧ts
❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❣r♦✉♣✱ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞
❤♦♠♦❧♦❣② ❛♥❞ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣② ❣r♦✉♣s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ❣r♦✉♣s✱
✇✐t❤ ❜❡❛✉t✐❢✉❧ ❛♥❞ s✐♠♣❧❡ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ✇♦r❦ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ s♦♠❡ ♥❡✇ ❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥s ✐♥ ❣r♦✉♣s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉♥❞♦✉❜t❡❞❧② ♦❢ r❡❛❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ❜② t❤❡♠s❡❧✈❡s✳✑
▲✬✐♥térêt q✉❡ ❲❤✐t♥❡② ✈♦✐t ❞❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ❡st ♠✉❧t✐♣❧❡✳ ■❧ ❡♥ ❧♦✉❡ ❧❡s ré✲
s✉❧t❛ts ❡t ❧❡✉r ♣♦rté❡ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❜❡❛✉té ❡t ❧❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
❡♠♣❧♦②é❡s✳ ❉❡ ♣r✐♠❡ ❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s r❡t✐❡♥❞r♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡
❲❤✐t♥❡② ♣❛r❧❡ ❡♥❝♦r❡ ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ✏❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✑✶✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s r❡♠❛rq✉❡s
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ ◆♦❡t❤❡r ❡t ❍♦♣❢ ❞♦♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t s♦✉❧✐❣♥é ❧❡
❝❛r❛❝tèr❡ ♥♦✈❛t❡✉r ❡t ❧✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ à ❧❛ ♠♦✉✈❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ♠♦❞❡r♥❡✱ ♦♥t
❞é❥à ✉♥❡ q✉✐♥③❛✐♥❡ ❞✬❛♥♥é❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥ ✶✾✹✷✱ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞✬✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❛❧✲
❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ♥❡ s✬❡st ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ✐♠♣♦sé à t♦✉s✳ ▼❛✐s✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s
❧❡ ✈❡rr♦♥s✱ ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❛❝❝♦r❞❡ ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ très ❢♦rt❡ à ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛✉ s❡✐♥
❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s q✉✐ s❡♠❜❧❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ❛✉ss✐ ❝r✉❝✐❛❧❡s
✶❈✬ét❛✐t ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ st❛♥❞❛r❞ à ❧✬é♣♦q✉❡✱ ❛②❛♥t r❡♠♣❧❛❝é ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ♣❡✉ ❝♦♠✲
♠♦❞❡ ✏❆♥❛❧②s✐s ❙✐t✉s✑✳
✶✹✸
❞❛♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❛❝❝♦r❞❡r ❛✉①
r❡♠❛rq✉❡s ❞❡ ◆♦❡t❤❡r✳
❍♦♣❢ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❛✈❛✐t ❜✐❡♥ ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ s❡s ❞é❝♦✉✈❡rt❡s✳
■❧ ✈♦✉❧✉t ♣❛r❧❡r ❞❡ s♦♥ tr❛✈❛✐❧ ❡♥ ❝♦✉rs ❞ès ✶✾✹✵ ❀ ❧❡ ✶✹ ♠❛✐ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♥♥é❡✲❧à✱
✐❧ ❡♥✈♦②❛ ❧❡ rés✉♠é ❞✬✉♥ ❡①♣♦sé ✐♥t✐t✉❧é ✏❘❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❋✉♥❞❛♠❡♥✲
t❛❧ ●r♦✉♣ ❛♥❞ t❤❡ ❙❡❝♦♥❞ ❇❡tt✐ ●r♦✉♣✑ à ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞✉ ▼✐❝❤✐❣❛♥✷✳ ❍♦♣❢
✐♥❝♦r♣♦r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✉ ❢✉t✉r ❛rt✐❝❧❡ ❬✶✷✶❪ ❞❛♥s ✉♥ r❛♣✲
♣♦rt ré❞✐❣é ❡♥ ❤♦♠♠❛❣❡ ❛✉① s♦✐①❛♥t❡ ❛♥s ❞❡ ❇r♦✉✇❡r✱ ❢êtés ❡♥ ✶✾✹✶✳✸ P♦✉r
❝❡t ❤♦♠♠❛❣❡ à ❧✬❛✉t❡✉r ❞✬✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s ❞ét❡r♠✐♥❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡✱ ❍♦♣❢
r❡t✐♥t q✉❡❧q✉❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❞❡ ❣r❛♥❞s ♥♦♠s ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡✱ ❝♦♠♠❡ ❙t✐❡✲
❢❡❧✱ ❊❝❦♠❛♥♥✱ P♦♥tr❥❛❣✐♥✱ ●②s✐♥✱ ❡t❝✳✱ t♦✉s ♣♦stér✐❡✉rs à ✶✾✸✺✳ ▲❡ ❞❡r♥✐❡r
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐ ♥✬❡st ❛✉tr❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞♦♥t ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t s♦♥ ❛rt✐❝❧❡ ❬✶✷✶❪✱
♣♦✉rt❛♥t ♥♦♥ ❡♥❝♦r❡ ♣✉❜❧✐é✳ ❈❡❝✐ ✐❧❧✉str❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ q✉✬✐❧ ❧✉✐ s❡♠❜❧❛ r❡❝♦♥✲
♥❛îtr❡ ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ q✉✬✐❧ ❛✈❛✐t ❞❛♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧ s❡r❛✐t
❛♣♣ré❝✐é ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳
❉❛♥s ❖r✐❣✐♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣② ♦❢ ❣r♦✉♣s ❬✶✺✶❪✱ ▼❛❝ ▲❛♥❡✱ ♣❛r♠✐ ❧❡s
s❡✐③❡ ♣♦✐♥ts ❡♥ ❧❡sq✉❡❧s ✐❧ ❞✐✈✐s❛ s♦♥ ét✉❞❡✱ rés❡r✈❛ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ✭❧❡ ♣r❡♠✐❡r
ét❛♥t ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✮ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t à ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✷✶❪ ❞❡ ❍♦♣❢✳ ❈❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡
❢❛✈❡✉r té♠♦✐❣♥❡ ❞✉ rô❧❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ q✉✬✐❧ ♣rêt❡ à ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ♥❛✐s✲
s❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✳ ❈♦♠♠❡ ▼❛❝ ▲❛♥❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❜✐❡♥✱ ❝❡t
❛rt✐❝❧❡ ❛ ❡✉ ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s tr❛✈❛✐❧❧❛♥t
✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❧❡s ✉♥s ❞❡s ❛✉tr❡s✹✳ ▲❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❍♦♣❢ ❛✱ q✉✐ ♣❧✉s ❡st✱ ✉♥❡
✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t♦✉t❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ♣♦✉r ▼❛❝ ▲❛♥❡ ❝❛r✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ♠♦♥tr❡r♦♥s
♣❧✉s t❛r❞✱ ✐❧ ✐♥s♣✐r❛ à ❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s
✷❯♥❡ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡✱ ✐♥t✐t✉❧é❡ ▲❡❝t✉r❡s ✐♥ ❚♦♣♦❧♦❣②✱ ❡✉t ❧✐❡✉ à ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞✉
▼✐❝❤✐❣❛♥ ❡♥ ✶✾✹✵✳ ❊♥ ✶✾✸✺ ❛✈❛✐t ❡✉ ❧✐❡✉ à ▼♦s❝♦✉ ❧❛ ✬Pr❡♠✐èr❡ ❘é✉♥✐♦♥ ❚♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ■♥✲
t❡r♥❛t✐♦♥❛❧✬ ✭s✐❝✮ ✭❝❢✳ ❬✶✸✸❪ ♣✳ ✽✹✵✮✱ r❛ss❡♠❜❧❡♠❡♥t ❞❡s ♣❧✉s ❣r❛♥❞s t♦♣♦❧♦❣✉❡s ❞❡ ❧✬é♣♦q✉❡✱
s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ❈♦♥❣rès ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛✉① ❞❡s ▼❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s✳ ❍♦♣❢ ② ét❛✐t ♣rés❡♥t✱ ❞❡
♠ê♠❡ q✉❡ ❧♦rs ❞✉ ✬❈♦❧❧♦q✉❡ s✉r q✉❡❧q✉❡s q✉❡st✐♦♥s ❞❡ ●é♦♠étr✐❡ ❡t ❞❡ ❚♦♣♦❧♦❣✐❡✬ t❡♥✉ à
●❡♥è✈❡ ♣❡✉ ❛♣rès✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ❣r❛♥❞ r❛ss❡♠❜❧❡♠❡♥t ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✉❡s ❛✈❛✐t s❡♠❜❧❡✲t✲✐❧ été ♣ré✈✉
à ▼♦s❝♦✉ q✉❛tr❡ ❛♥s ❛♣rès ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ é❞✐t✐♦♥✱ ♠❛✐s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❣é♦♣♦❧✐t✐q✉❡ ❧❡ r❡♥❞✐t ✐♠✲
♣♦ss✐❜❧❡✳ ▲❛ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞✉ ▼✐❝❤✐❣❛♥ ❢✉t ❡♥ ❢❛✐t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❣r❛♥❞ é✈é♥❡♠❡♥t
✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❡♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡♣✉✐s ❧❡ ❝♦❧❧♦q✉❡ ❞❡ ●❡♥è✈❡ ✕ t♦✉t❡s ❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s♦♥t
t✐ré❡s ❞❡ ❬✶✸✸❪ ✕ ❡t ♦♥ ❝♦♠♣r❡♥❞ s❛♥s ♣❡✐♥❡ q✉❡ ❍♦♣❢ ❛✐t ♣✉ ✈♦✉❧♦✐r s✬② r❡♥❞r❡✳ ■❧ ❡s♣ér❛✐t
s❛♥s ❞♦✉t❡ ❡①♣♦s❡r s❡s tr❛✈❛✉① ❡♥ ❝♦✉rs à ❝❡tt❡ ♦❝❝❛s✐♦♥✳ ❙♦♥ rés✉♠é ❡st ♣❛r✈❡♥✉ tr♦♣
t❛r❞ ❛✉① ♦r❣❛♥✐s❛t❡✉rs ♠❛✐s ❢✉t ♥é❛♥♠♦✐♥s ♣✉❜❧✐é ❡♥ ✶✾✹✶ ❞❛♥s ❧❡s ❛❝t❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡
❬✶✷✵❪✳ P♦✉r ❧✬❡ss❡♥t✐❡❧✱ ❝❡ rés✉♠é ♣rés❡♥t❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ à ✈❡♥✐r✱ ♠❛✐s ❡♥
❞❡s t❡r♠❡s q✉✬✐❧ ♥❡ r❡t✐♥t ♣❛s ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ✜♥❛❧❡✳ ■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡
❬✶✷✶❪ ❢✉t✱ ❧✉✐✱ s♦✉♠✐s ❧❡ ✶✷ s❡♣t❡♠❜r❡ ✶✾✹✶✳
✸▲❡s tr♦✉❜❧❡s ❞❡ ❧✬é♣♦q✉❡ ✜r❡♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❝❡ t❡①t❡ ♥❡ ❢✉t s♦✉s ♣r❡ss❡ q✉✬❡♥ ✶✾✹✻
❬✶✷✹❪✳
✹■❧ r❡t✐❡♥t q✉❛tr❡ ét✉❞❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❝♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✐♥✢✉❡♥❝é❡s ♣❛r ❧❡ ♣❛♣✐❡r ❞❡
❍♦♣❢✱ ❡t ❧❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥t✳ ■❧ s✬❛❣✐t✱ ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡✱ ❞❡ ❬✻✼❪✱ ❬✶✷✸❪✱ ❬✽✼❪ ❡t ❬✺✾❪✳
✶✹✹
❣r♦✉♣❡s✳
▼❛❝ ▲❛♥❡ é♥♦♥❝❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ét❛❜❧✐s ❛♥tér✐❡✉r❡♠❡♥t à ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❍♦♣❢✱
q✉✐ s♦♥t ❡♥ ❧✐❡♥ ❞✐r❡❝t ❛✈❡❝ ❝❡❧✉✐✲❝✐✳ ■❧ r❡t✐❡♥t ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❛r
❙❝❤✉r ❞❡ s♦♥ ❝é❧è❜r❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r✺ ❡t ❧❛ ❥✉❣❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❝❡❧❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡
♣❛r ❍♦♣❢ ❞❛♥s ❬✶✷✶❪✳ ■❧ ♣ré❝✐s❡ q✉❡ ❍♦♣❢ ❛✱ ❞✉r❛♥t s❡s ét✉❞❡s à ❇❡r❧✐♥✱ été
❛ss✐st❛♥t ❞❡ ❙❝❤✉r✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❞✐s❝rèt❡✱ ❧❛ ❢❛ç♦♥ q✉✬❛ ▼❛❝ ▲❛♥❡ ❞❡ ♣rés❡♥t❡r
❧❡ t♦✉t ❧❛✐ss❡ ✐♥❞✐q✉❡r q✉✬✐❧ ❡st ♣❡r♣❧❡①❡ ❞❡ ♥❡ ✈♦✐r ❛✉❝✉♥❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛
♣❛rt ❞❡ ❍♦♣❢ ❛✉① tr❛✈❛✉① ❞❡ ❙❝❤✉r✻✳ ▲♦rsq✉✬♦♥ ❝♦♠♣❛r❡ ♥é❛♥♠♦✐♥s ❧❡s ❞❡✉①
ét✉❞❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ✐♠❛❣✐♥❡r s❛♥s ♣❡✐♥❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❞❡ ❙❝❤✉r ❡t s❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♥✬❛✐t ♣❛s été é✈✐❞❡♥t❡ ♣♦✉r ❍♦♣❢✱ à s✉♣♣♦s❡r
❞✬❛✐❧❧❡✉rs q✉✬✐❧ ❧❛ ❝♦♥♥ût✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s s✐ sûr ❝❛r✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é❥à
❞✐t ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✷✵✹❪ ❞❡ ❙❝❤✉r ♥✬❡✉t ♣❛s ✉♥❡ ❞❡s❝❡♥❞❛♥❝❡ ♣r♦❧✐①❡✳
▼❛❝ ▲❛♥❡ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❛ ❡✉ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✉♥ ♣❡✉ étr❛♥❣❡ ❛✉ s✉❥❡t ❞✉ ❧✐❡♥
❡♥tr❡ ❧❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r ❞❡ ❙❝❤✉r ❡t ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ét❛♥t ❞♦♥♥é
q✉✬✐❧ ❡st ❛ss❡③ é✈✐❞❡♥t✱ ❧♦rsq✉✬♦♥ ❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✷✵✹❪ ❞❡ ❙❝❤✉r✱
q✉❡ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ G à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s C✱
t❡❧ q✉❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡✱ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r
t❡❧ q✉❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❙❝❤✉r ❀ ♠❛✐s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❙❝❤✉r ♥✬❡st ♣❛s ♠❡♥t✐♦♥♥é ♣❛r ▼❛❝
▲❛♥❡ ❞❛♥s s♦♥ tr❛✈❛✐❧ ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❊✐❧❡♥❜❡r❣ s✉r ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡✼
✭❬✼✶❪ ❡t ❬✼✷❪✮✳
▼❛❝ ▲❛♥❡ ✐♥❞✐q✉❡ ❛✉ss✐ à r❛✐s♦♥ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ❞❡ ❍♦♣❢
❡t ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❍✉r❡✇✐❝③ s✉r ❧✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✱ ❡t ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ q✉❡
❝❡❧❧❡✲❝✐ ❛✉r❛ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳ ▼❛✐s s✬✐❧ ✈♦✐t ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❛✣r♠❡ é❣❛❧❡♠❡♥t
q✉❡ ❍♦♣❢✱ ❧✉✐✱ ♥❡ ❧❛ ♠❡♥t✐♦♥♥❡ ♣❛s ❞❛♥s s♦♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ✶✾✹✷✳✽ ❖r✱ s✬✐❧ ❡st
✈r❛✐ q✉❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ s♦♥ ❛rt✐❝❧❡ ❡t ❧✬ét✉❞❡ ♣❛r ❍✉r❡✇✐❝③ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❡♥
❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡st s✉r♣r❡♥❛♠♠❡♥t ♣❡✉ ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s s❡s ❧✐❣♥❡s✱ ❡❧❧❡
♥✬❡♥ ❡st ♣♦✉r ❛✉t❛♥t ♣❛s ❛❜s❡♥t❡✾✳ ◗✉✐ ♣❧✉s ❡st ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t
✺❈❢✳ ❬✷✵✹❪✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❀ ✈♦✐r
❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳
✻✏❍♦♣❢✱ ✇❤✐❧❡ ❛ st✉❞❡♥t ✐♥ ❇❡r❧✐♥✱ ❤❛❞ ❜❡❡♥ ❛♥ ❛ss✐st❛♥t t♦ ❙❝❤✉r✱ ❜✉t ❤✐s ✶✾✹✷ ♣❛♣❡r
❞♦❡s ♥♦t ♠❡♥t✐♦♥ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t♦r✳✑
✼P♦✉r ❛✈♦✐r ❧✉ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛rt✐❝❧❡s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ é♣♦q✉❡ é❝r✐ts ♣❛r ▼❛❝ ▲❛♥❡
s❡✉❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ♥♦✉s r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡ q✉✬✐❧ ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❝♦♠♣❧❡t ❞❛♥s s❡s ré❢ér❡♥❝❡s✳
❆ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❬✼✶❪ ❡t ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧s ❞❛♥s ❬✼✷❪ ❥✉st❡♠❡♥t✱ ❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝
▲❛♥❡ ♠❡♥t✐♦♥♥❡♥t ✉♥ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✸ ❡t ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✷✷✵❪
♣♦✉rt❛♥t ♣❡✉ ❝♦♥♥✉ ❞✬❖s✇❛❧❞ ❚❡✐❝❤♠ü❧❧❡r✱ ❡t ♣✉❜❧✐é ❞❛♥s ❧❛ r❡✈✉❡ ♣r♦✲◆❛③✐❡ ❉❡✉ts❝❤❡
▼❛t❤❡♠❛t✐❦✳ ▲✬♦♠✐ss✐♦♥ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❙❝❤✉r ❡st ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s étr❛♥❣❡ q✉❡ q✉❡ ❈❧✐✛♦r❞ ❡t
❧✉✐ ♣❛r❧❡♥t ❞✉ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r ❞❛♥s ❧❡✉r ❛rt✐❝❧❡ ❝♦♠♠✉♥ ❞❡ ✶✾✹✶ ❬✹✷❪✳✳✳
✽❈❢✳ ❬✶✺✶❪ ♣✳ ✸ ✿ ✏■♥ ❤✐s ✶✾✹✷ ♣❛♣❡r✱ ❍♦♣❢ ❞✐❞ ♥♦t ♠❡♥t✐♦♥ ❛ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡r
❤♦♠♦t♦♣② ❣r♦✉♣s✱ ❜✉t t❤✐s ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ s♦♦♥ ♣❧❛②❡❞ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛rt✑✳
✾❊❧❧❡ ❡st ♥♦t❛♠♠❡♥t ❛✣❝❤é❡ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❡♥ ✜♥ ❞❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✭❝❢✳ ❬✶✷✶❪ ♣✳ ✷✻✵✮ ❡t ♦♥
❧❛ r❡tr♦✉✈❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♥♦t❡ ✷✹ ♣✳ ✷✽✷✳
✶✹✺
♠❡♥t✐♦♥♥é❡ ♣❛r ❍♦♣❢ ❞❛♥s ❧❡ rés✉♠é ❡♥✈♦②é à ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞✉ ▼✐❝❤✐❣❛♥ ❛✐♥s✐
q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t ❬✶✷✷❪ à ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ✶✾✹✷✳
▲❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❍✉r❡✇✐❝③ s✉r ❧✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦♥t ❡✉✱ ❡t ❝❡❝✐ ❡st ❝❧❛✐✲
r❡♠❡♥t r❡❝♦♥♥✉ ♣❛r ❍♦♣❢ ❧✉✐✲♠ê♠❡✱ ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ré❡❧❧❡ s✉r s❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s✳
◆♦✉s ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞♦♥❝✱ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❞❡ ♣ré✲
s❡♥t❡r ❝❡s tr❛✈❛✉① ❡t ❞é❣❛❣❡r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❧❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥ts ❞❛♥s ❧✬♦♣t✐q✉❡ ❞❡
❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✷✶❪ ❞❡ ❍♦♣❢✳
✻✳✶ ❙✉r ❧✬❤♦♠♦t♦♣✐❡
◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ❛✉① ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥✲
❞❛♠❡♥t❛❧ ❡t ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡✱ ❝❛r ❡❧❧❡s ♣ré❝è❞❡♥t✱ à ❧❛ ❢♦✐s ❤✐st♦r✐q✉❡♠❡♥t ❡t
❝♦♥❝❡♣t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❝❡❧❧❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✳
❆✉t❛♥t ❧❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ P♦✐♥❝❛ré q✉❡ ❧✬❤✐st♦✐r❡ ❞✉ ❝♦♥❝❡♣t
❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ♦♥t ❞é❥à été tr❛✐té❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞ét❛✐❧❧é❡ ♣❛r ❞✬❛✉tr❡s ét✉❞❡s
❞✬❤✐st♦✐r❡ ❞❡s s❝✐❡♥❝❡s✶✵ ❀ ♥♦✉s ② r❡♥✈♦②♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ❞és✐r❡✉① ❞✬❡♥ s❛✲
✈♦✐r ♣❧✉s s✉r ❝❡s s✉❥❡ts ❡t ♥♦✉s ❛❜st❡♥♦♥s ❞✬❡♥tr❡r✱ ❝❛r ❝❡ ♥❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡
q✉❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥❝♦♠♣❧èt❡ ❡t r❡❞♦♥❞❛♥t❡✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♣ré❝✐s❡ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉✲
t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❡t ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❡t ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✳ ◆♦✉s
s♦✉❤❛✐t♦♥s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞♦♥♥❡r q✉❡❧q✉❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ r❡♣èr❡✳
✻✳✶✳✶ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧
▲❡ ✏❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✑ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ❡ss❡♥t✐❡❧ ❡♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡✳
■❧ ♣♦rt❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ✏❣r♦✉♣❡ ❞❡ P♦✐♥❝❛ré✑✱ ❡♥ ré❢ér❡♥❝❡ à ❝❡❧✉✐ q✉✐
❧✬❛ ✐♥tr♦❞✉✐t✳
▲❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❢❡r♠é❡s ✕ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s ✈❛r✐étés ❞❡ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥ ✷✱ ❝♦♠♣❛❝t❡s✱ ❡t s❛♥s ❜♦r❞ ✕ ❛✈❛✐t été ré❛❧✐sé❡ ❛✉ ❞✐①✲♥❡✉✈✐è♠❡ s✐è❝❧❡✶✶✳
❊♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡✱ ❝❧❛ss✐✜❡r s✐❣♥✐✜❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r à ❤♦♠é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣rès✳ ❉❛♥s ❧❡
❝❛s ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❢❡r♠é❡s✱ ✐❧ ❛✈❛✐t été ét❛❜❧✐ q✉❡ ❧❡ ❢❛✐t ❞✬êtr❡ ♦r✐❡♥t❛❜❧❡ ♦✉ ♥♦♥
❡t ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✬❊✉❧❡r ♣❡r♠❡tt❡♥t ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡
s❡ ♣r♦❧♦♥❣❡❛✐t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ❞❡s ✈❛r✐étés tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ P♦✐♥❝❛ré
✐♥tr♦❞✉✐s✐t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❇❡tt✐ ❡♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❡t ♣ré❝✐s❛♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥
✶✵❈✐t♦♥s ❬✷✷✸❪ ♣♦✉r ✉♥❡ ❤✐st♦✐r❡ ❞✉ ❝♦♥❝❡♣t ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❡t ❬✶✺✼❪ ♣♦✉r ❞❡s ré✢❡①✐♦♥s
é♣✐sté♠♦❧♦❣✐q✉❡s ✐♥s♣✐ré❡s ♣❛r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦t♦♣✐❡✳ P♦✉r ❝❡ q✉✐ ❡st ❞❡ P♦✐♥❝❛ré✱ ♥♦✉s
✐♥❞✐q✉♦♥s ❬✶✾✺❪ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞✉ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡ s❡s ❛rt✐❝❧❡s ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡t ❬✷✷✽❪ ♣♦✉r ✉♥❡
ét✉❞❡ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ P♦✐♥❝❛ré ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❤✐st♦✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s
✈❛r✐étés tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s✳
✶✶❖♥ ♣♦✉rr❛ ❡♥ tr♦✉✈❡r ❧✬❤✐st♦✐r❡ ❞❛♥s ❬✶✽✹❪ ❡t ❞❛♥s ❬✷✷✽❪✳
✶✹✻
❞✬✏♦r❞r❡ ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥✑ ❞✬❊♥r✐❝♦ ❇❡tt✐✶✷✳ ■❧ ❝♦♥s✐❞ér❛ ❡♥s✉✐t❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s
q✉❛♥t✐tés✱ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ t♦rs✐♦♥✱ q✉✐ ❧✉✐ s❡r✈✐r❡♥t à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s
❞❡ ❇❡tt✐ s♦♥t ✐♥s✉✣s❛♥ts à ❝❛r❛❝tér✐s❡r ✉♥❡ ✈❛r✐été✶✸✳ ▲❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❇❡tt✐
❡t ❞❡ t♦rs✐♦♥ s♦♥t ❞❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❀ ✐❧s ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ êtr❡ ✉t✐❧✐✲
sés ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❞❡✉① ✈❛r✐étés ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t
✐❧s s✬❛✈èr❡♥t ✐♥s✉✣s❛♥ts ♣♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ✉♥❡ ✈❛r✐été ❀ ❝✬❡st ❝❡ q✉❡ P♦✐♥❝❛ré
❞é♠♦♥tr❛ ❞❛♥s ❧❡ ❈✐♥q✉✐è♠❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✱
✉♥ ❛✉tr❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t✳ ❆✐♥s✐ P♦✐♥❝❛ré ✐♥tr♦❞✉✐s✐t✲✐❧ tr♦✐s ✐♥✈❛r✐❛♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✱
s❛♥s ♣♦✉r ❛✉t❛♥t ♣♦✉✈♦✐r s❡ ♣r♦♥♦♥❝❡r ❝❧❛✐r❡♠❡♥t s✉r ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥
❞❡s ✈❛r✐étés tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ✈✉ q✉❡ ❝❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s à ❝❡ s✉❥❡t s❡ ❝♦♥❝❧✉❡♥t
♣❛r ✉♥❡ ❢❛♠❡✉s❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡✶✹✳ ❈❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts s♦♥t ❝❡✉① ❞✐ts ✬❝❧❛ss✐q✉❡s✬ ❀ ✐❧s
s♦♥t ❧❡s tr♦✐s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♣r✐♠♦r❞✐❛✉① q✉❡ ❧❡s t♦♣♦❧♦❣✉❡s ♦♥t ✉t✐❧✐sé ❞✉r❛♥t ❧❡s
tr❡♥t❡ à q✉❛r❛♥t❡ ❛♥♥é❡s s✉✐✈❛♥t ❧❡✉r ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♣❛r P♦✐♥❝❛ré✳ ▲❡s ♥♦♠❜r❡s
❞❡ ❇❡tt✐ ❡t ❞❡ t♦rs✐♦♥ s♦♥t ❛✐sé♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞✬✐♥✲
❝✐❞❡♥❝❡✶✺ ❡t✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❝❡❝✐ s♦✐t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❧♦♥❣ ❡t ♠❛❧❛✐sé✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡
❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐été✶✻✳
▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❛r P♦✐♥❝❛ré ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t
✐♥✢✉❡♥❝é❡ ♣❛r s❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛✉t♦♠♦r♣❤❡s ❡t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s
❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ♥♦t❛♠♠❡♥t✳ P♦✉r ❧❡ ❞é✜♥✐r✱ ✐❧ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠✉❧t✐✲
✈❛❧❡♥t❡s ❞♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣❡r♠✉t❡♥t ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ❧♦rsq✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ❧❛❝❡ts s♦♥t
♣❛r❝♦✉r✉s s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡✳ ▲❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❝❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ❡st
❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳
◆♦✉s ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬✐❧❧✉str❡r ❝❡❝✐ ♣❛r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ s✐♠♣❧❡
❡t q✉✐ s❡r❛ à ❝♦✉♣ sûr ♣❛r❧❛♥t ♣♦✉r ❧❡ ❧❡❝t❡✉r✳ ❈❡ ❢❛✐s❛♥t✱ ♥♦tr❡ ❜✉t ❡st
❞❡ ♠♦♥tr❡r ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ♦♥t ♣✉ s✬✐♠♣♦s❡r ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t
❞❛♥s ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ P♦✐♥❝❛ré✱ s❛♥s ♣♦✉r ❛✉t❛♥t ❡♥tr❡r ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡t ❧❛
❞✐✈❡rs✐té ❞❡ s❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s✳ ❘❡♣r❡♥♦♥s ❧✬❡①❝❡❧❧❡♥t ❡①❡♠♣❧❡ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ●✉②
✶✷◗✉❡ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ❣❛r❞❡ ❜✐❡♥ à ❧✬❡s♣r✐t q✉✬❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ P♦✐♥❝❛ré✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s
❧❡s ❝❤♦s❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠♣❧✐✜é❡✳ P♦✉r ✉♥❡ ✐❞é❡ ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❡t ❞✐s❝✉ss✐♦♥s s♦✉❧❡✈é❡s ♣❛r
❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❇❡tt✐✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❝♦♥s✉❧t❡r ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ■■✱ ➓✸ ❞❡ ❬✶✽✹❪✳
✶✸❈❢✳ ❧❡ ❙❡❝♦♥❞ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t à ❧✬❆♥❛❧②s✐s s✐t✉s ❬✶✽✷❪✳
✶✹❈❡tt❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡✱ ❞❛t❛♥t ❞❡ ✶✾✵✹✱ ❛✣r♠❡ q✉❡ t♦✉t❡ ✈❛r✐été tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦♠♣❛❝t❡
s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡ ❡st ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡ à ❧❛ s♣❤èr❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 3✳ ▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡
❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ♣❛r ●r✐❣♦r✐ P❡r❡❧♠❛♥ ❛ été ♦✣❝✐❛❧✐sé❡ ❡♥ ✷✵✵✻✳
✶✺P♦✐♥❝❛ré ❡♥ ❞♦♥♥❡ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❙❡❝♦♥❞ ❈♦♠♣❧é♠❡♥t ❬✶✽✷❪✱ ❧à ♦ù s♦♥t
✐♥tr♦❞✉✐ts ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ t♦rs✐♦♥✳ ❈❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ✏♠❛tr✐❝❡s
❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡✑ s♦♥t ❧❡s ✏t❛❜❧❡❛✉①✑ ✉t✐❧✐sés ♣❛r P♦✐♥❝❛ré✳
✶✻❯♥ ♣r♦❝é❞é ❛ été ❞♦♥♥é ♣❛r ❚✐❡t③❡ ❞❛♥s ❬✷✷✶❪✳ ❈❡ q✉✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❡st ✉♥❡ ✉♥❡ ♣rés❡♥✲
t❛t✐♦♥ ♣❛r ❣é♥ér❛t❡✉rs ❡t r❡❧❛t✐♦♥s✳ ❈❡❝✐ ❡st s♦✉r❝❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s q✉❡st✐♦♥s ❡t ❛ st✐♠✉❧é
❧❛ t❤é♦r✐❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ♣♦✉rr❛ s✬❡♥ r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡ à ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ❞❡
❬✸✾❪ ♥♦t❛♠♠❡♥t✳
✶✹✼
❍✐rs❝❤✶✼ ❡t ❞ét❛✐❧❧♦♥s✲❧❡ ✿ ✐❧ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ❝♦♠♣❧❡①❡
♥♦♥ ♥✉❧ z✱ ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs✱ ♦♣♣♦sé❡s ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✱ s♦♥t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ♣♦✉r√
z✳ ❖♥ ♣❡✉t t♦✉t à ❢❛✐t ❞é✜♥✐r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✬r❛❝✐♥❡✬ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t s✉r C×✱ ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❡t ♠ê♠❡ ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡✳ ▼❛✐s ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ❧❛ ❞é✜♥✐r s✉r C×
❡♥t✐❡r ❝♦♠♠❡ ❧✬✐❧❧✉str❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡✳ ■♠❛❣✐♥♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉✐❧❧❡ s✉✐✈r❡
❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ r❛❝✐♥❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ❝❡r❝❧❡ ✉♥✐té C ♣❛r❝♦✉r✉ ❞❛♥s ❧❡
s❡♥s tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡✱ ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ 1✳ ❈❤♦✐s✐ss♦♥s ❧❛ ✈❛❧❡✉r 1 ♣♦✉r
√
1 ✭❧❡
♣❤é♥♦♠è♥❡ ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ s✐ ❧✬♦♥ ❝❤♦✐s✐t −1✮✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❡①✐❣❡ q✉❡
❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❝❤♦✐s✐❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ C ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✬r❛❝✐♥❡✬
q✉✐ s♦✐t ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❡st ❝♦♥tr❛✐♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞é❝r✐r❡ ❛✉①
√
z ❧❡ ♠ê♠❡
❝❡r❝❧❡ C ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡✱ ♠❛✐s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❞❡✉①
❢♦✐s ♠♦✐♥❞r❡ ❀ ❛✐♥s✐✱ ❧♦rsq✉❡ z ❛ ❞é❝r✐t C ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡✱ √z
❛ ♣❛r❝♦✉r✉ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ❞❡♠✐✲❝❡r❝❧❡✳ ❊t ✉♥❡ ❢♦✐s z ❞❡ r❡t♦✉r ❡♥ 1 ❛♣rès
✉♥❡ r♦t❛t✐♦♥✱
√
z s❡ ✈♦✐t ❛✛❡❝t❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r −1✳ ▲❡ ♣❛r❝♦✉rs ❞❡ z ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉
❝❤❡♠✐♥ ❢❡r♠é C ❛ ❞♦♥❝ é❝❤❛♥❣é ❧❡s ✈❛❧❡✉rs 1 ❡t −1 ♣♦✉r √1 ✭❝❡ q✉✐✱ ❛✉
♣❛ss❛❣❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✬r❛❝✐♥❡✬ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡
s✉r C×✮✳ ❙✐ ❧✬♦♥ s✉✐t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦✐s C ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ r❡✈✐❡♥t à ♥♦✉✈❡❛✉ ❡♥
1✱
√
z ♣❛r❝♦✉rt ❝❡tt❡ ❢♦✐s ❧❡ ❞❡♠✐✲❝❡r❝❧❡ ✉♥✐té ✐♥❢ér✐❡✉r ❡t r❡♣r❡♥❞ à ♥♦✉✈❡❛✉
❧❛ ✈❛❧❡✉r 1 ❧♦rsq✉❡ z r❡✈✐❡♥t ❡♥ 1✳ ❆✐♥s✐ s✉✐✈r❡
√
z ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ C ✐♥❞✉✐t ✉♥❡
♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ 2 ❞❡ s❡s ✈❛❧❡✉rs✳
❙✐ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡✉① ❧❛❝❡ts ❞❡ ♠ê♠❡ ✏❜❛s❡✑✶✽ ❡t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠✉❧t✐✈❛❧❡♥t❡ ✭t❡❧❧❡ q✉❡ ✬r❛❝✐♥❡✬✮ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❧❛❝❡ts
♣❛r❝♦✉r✉s ❧✬✉♥ ❛♣rès ❧✬❛✉tr❡✱ ❛♣♣❛r❛ît ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦sé❡
❞❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ❛ss♦❝✐é❡s à ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ❧❛❝❡ts✳
❱♦✐❝✐ ❞♦♥❝ ❧✬✐❞é❡ à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❛r P♦✐♥❝❛ré ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥✲
❞❛♠❡♥t❛❧✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ❛✐♥s✐ ❛ss♦❝✐é❡s à ❝❡rt❛✐♥❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
♠✉❧t✐✈❛❧❡♥t❡s ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛❝❡ts ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐s tr❛❝és s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐été ❢♦r♠❡ ✉♥
❣r♦✉♣❡✱ ❧❛ ❧♦✐ ✐♥t❡r♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ❛ss♦❝✐é❡s à ❞❡✉① ❧❛❝❡ts s✉❝✲
❝❡ss✐❢s✳ Pré❝✐s♦♥s ❝❡ q✉✬✐❧ ❢❛✉t ❡♥t❡♥❞r❡ ♣❛r ✏❧❛❝❡ts ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐s✑ ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡
♣r❡♥❞r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❧❛❝❡ts tr❛❝és s✉r ❧❛ ✈❛r✐été ♠❛✐s ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❝♦♠♠❡
éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❞❡✉① ❧❛❝❡ts ❡♥tr❡ ❧❡sq✉❡❧s ♦♥ ♣❡✉t ♣❛ss❡r ♣❛r ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐✲
♥✉❡✶✾✳ ❊♥ ❡✛❡t s✐ ❧✬♦♥ s✉✐t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠✉❧t✐✈❛❧❡♥t❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡
✶✼❈❢✳ ❬✶✶✷❪ ♣✳ ✶✷✲✶✸✳
✶✽❊st ❛♣♣❡❧é ✏❜❛s❡✑ ❧❡ ♣♦✐♥t ❥♦✉❛♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡ rô❧❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ❡t ❞✬❡①tré♠✐té✳
✶✾■❧ ② ❛ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s r❡♠❛rq✉❡s à ❢❛✐r❡ ❛✉ s✉❥❡t ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ❡st ❝❛❧q✉é❡
s✉r ❝❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❡ ❈✐♥q✉✐è♠❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t à ❧✬❆♥❛❧②s✐s s✐t✉s ❞❡ P♦✐♥❝❛ré
✭❬✶✽✸❪ ♣✳ ✹✹✾✮✱ q✉✐ ét❛✐t ❡♥ ❢❛✐t ✉♥❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡ ✕ q✉❡ ❧✬♦♥ tr♦✉✈❡✱
❡❧❧❡✱ ❞❛♥s ❆♥❛❧②s✐s s✐t✉s ✭ ❬✶✽✵❪ ♣✳✷✹✶✮✳ ❉❛♥s ❆♥❛❧②s✐s s✐t✉s✱ P♦✐♥❝❛ré ❛✈❛✐t ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛
♥♦t❛t✐♦♥ M0BM0 ≡ 0 ♣♦✉r ✉♥ ❝♦♥t♦✉r ❢❡r♠é tr❛❝é s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐été✱ ✏s✐ ❝❡ ❝♦♥t♦✉r ❢❡r♠é s❡
ré❞✉✐t à ✉♥ ❧❛❝❡t✑ ✭♣✳ ✷✹✶✮✱ s❛❝❤❛♥t q✉✬✉♥ ✏♣♦✐♥t M ❞é❝r✐t s✉r ❧❛ ✈❛r✐été V ✉♥ ❧❛❝❡t s✬✐❧ ✈❛
❞✬❛❜♦r❞ ❞❡ M0 ❡♥ M1 ♣❛r ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ M0BM1✱ s✬✐❧ ❞é❝r✐t ❡♥s✉✐t❡ ✉♥ ❝♦♥t♦✉r
✐♥✜♥✐♠❡♥t ♣❡t✐t ❡t s✐✱ ❡♥✜♥✱ ✐❧ r❡✈✐❡♥t ❞❡ M1 à M0 ♣❛r ❧❡ ♠ê♠❡ ❝❤❡♠✐♥ M1BM0✑ ✭à ♥♦t❡r
✶✹✽
❞❡✉① ❧❛❝❡ts C1 ❡t C2 ❞❡ ♠ê♠❡ ❜❛s❡ P ✱ ♠❛✐s éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❛✉ s❡♥s ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♦♥
♣♦✉rr❛ ✈♦✐r q✉✬❡♥ r❡✈❡♥❛♥t ❡♥ P ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✉r❛ s✉❜✐ ❧❛ ♠ê♠❡
♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐t ♣❛r❝♦✉r✉ C1 ♦✉ C2✳
❇r♦✉✇❡r ❛ s✉ r❡♥❞r❡ ♣❧✉s r✐❣♦✉r❡✉s❡ ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ❧✬❛
❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❡①tr❛✐t❡ ❞✉ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❧❛❝❡ts ❛✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s✷✵✳ ❈❡tt❡ ❞é✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣♦rt❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ✏❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡✑✱
♦✉ t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✏❤♦♠♦t♦♣✐❡✑✳ Prés❡♥té ❛✈❡❝ ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❛❝t✉❡❧✱ ❞é❢♦r✲
♠❡r ❝♦♥t✐♥û♠❡♥t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ f : X → Y ❡♥ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❝♦♥t✐♥✉❡ g : X → Y ❝✬❡st s❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ F : X × [0, 1] → Y ✱
❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ ❧❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✈ér✐✜❛♥t F (x, 0) = f(x) ❡t F (x, 1) = g(x)
♣♦✉r t♦✉t x ❞❛♥s X✳
❆✈❡❝ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞✬✉♥ ❡s✲
♣❛❝❡ E ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❧❛❝❡ts ❞❡ ❜❛s❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♣♦✐♥t
x0 ❞❡ E✱ ❝♦♥s✐❞érés à ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ♣rès✷✶✳ ▲❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ❞❡
❧❛❝❡ts ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✉ ❧❛❝❡t ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ♣❛r❝♦✉r❛♥t à ❧❛ s✉✐t❡
❞❡✉① ❧❛❝❡ts r❡♣rés❡♥t❛♥t ❝❡s ❝❧❛ss❡s✳ ▲✬é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡ ❡st✱ ❧✉✐✱ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✉
❧❛❝❡t ❝♦♥st❛♥t ❞❡ ❜❛s❡ x0 ❀ ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❡st ❢♦r♠é❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❧❛❝❡ts
tr❛❝és s✉r E✱ ❞❡ ❜❛s❡ x0✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❞é❢♦r♠❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❥✉sq✉✬à
❧❡s ❝♦♠♣r✐♠❡r ❡♥ x0✳
q✉❡ ♥♦✉s ♥✬❡♠♣♦②♦♥s ❥❛♠❛✐s ❧❡ ♠♦t ❧❛❝❡t ❛✈❡❝ ❧❡ s❡♥s q✉❡ ❧✉✐ ❝♦♥❢èr❡ P♦✐♥❝❛ré✱ à ♣❛rt
q✉❛♥❞ ♥♦✉s ❧❡ ❝✐t♦♥s✮✳ ▼❛✐s ✐❧ ❛✈❛✐t ❡♥s✉✐t❡ ❛✣r♠é q✉✬❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ s❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ♦♥
❛ M0BM0 ≡ 0 ✏s✐ ❧❡ ❝♦♥t♦✉r ❢❡r♠é M0BM0 ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐été
à ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❢❛✐s❛♥t ♣❛rt✐❡ ❞❡ V ✑✳ ❈❡❝✐ ❡st ❡rr♦♥é ❡t ♠♦♥tr❡ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥
❡♥tr❡ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡t ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❀ ✐❧ ❢❛✉t ❡♥ ❡✛❡t q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐été ❞♦♥t
❧❡ ❝♦♥t♦✉r ❢❡r♠é ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ s♦✐t ❝♦♥♥❡①❡ ❡t t❡❧❧❡ q✉❡ t♦✉t ❝♦♥t♦✉r tr❛❝é s✉r ❡❧❧❡
s❡ ❞é❢♦r♠❡ ❝♦♥t✐♥û♠❡♥t ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t s❛♥s ❡♥ s♦rt✐r ✭♦♥ ❞✐r❛✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ✈❛r✐été
q✉✬❡❧❧❡ ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡✱ ♠❛✐s ❧❛ s✐♠♣❧❡ ❝♦♥♥❡①✐té ♥✬❛✈❛✐t ♣❛s ❝❡tt❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥✲❧à
♣♦✉r P♦✐♥❝❛ré✳✳✳✮✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ t♦✉t ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ P♦✐♥❝❛ré s✉r ❧✬❆♥❛❧②s✐s s✐t✉s ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t
❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥ ♣✐♦♥♥✐❡r✱ ♦ù ❧❛ ♣❛rt ❜❡❧❧❡ ❡st ❢❛✐t❡ à ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥✱ ❡t q✉✐ ❝♦♠♣♦rt❡ ❞♦♥❝ q✉❡❧q✉❡s
❡rr❡✉rs ♦✉ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♠❛♥q✉❡ ❞❡ r✐❣✉❡✉r ❞❛♥s ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s✳ ▲❛ ✏❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✑ q✉❡
P♦✐♥❝❛ré ✐♥✈♦q✉❡ ❞❛♥s s❛ ✈❡rs✐♦♥ ❝♦rr✐❣é❡ ❞❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛❝❡ts ♥✬❡st ♣❛s ❞é✜♥✐❡ ❀
❡❧❧❡ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ é❝❤♦ à ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❡♥ ❛✈♦✐r✳
✷✵❈❢✳ ❬✸✵❪ ♣✳ ✺✷✼ ✿ ✏❯♥❞❡r ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✉♥✐✈❛❧❡♥t ❝♦♥t✐♥✉♦✉s tr❛♥s❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ✇❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧✇❛②s t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s❡r✐❡s ♦❢
✉♥✐✈❛❧❡♥t ❝♦♥t✐♥✉♦✉s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ✐✳ ❡✳ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ✐♥ s✉❝❤
❛ ♠❛♥♥❡r ♦♥ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ t❤❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♣♦✐♥t ✐s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ ✐ts ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✑✳
✷✶E ❡st s✉♣♣♦sé ❝♦♥♥❡①❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♥♦♥ ❝♦♥♥❡①❡✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡
❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❛ss♦❝✐é à ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡✳ E ét❛♥t ❝♦♥♥❡①❡✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t
x0✱ ❜❛s❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❧❛❝❡ts✱ ❡st é❣❛❧✳
✶✹✾
✻✳✶✳✷ ▲❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ s✉♣ér✐❡✉rs
❈❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞✐t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♠ê♠❡ s✐ ♥♦✉s s♦♠♠❡s r❡stés s✉✲
♣❡r✜❝✐❡❧s✱ ❞❡✈r❛✐t s✉✣r❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ❛♣♣ré❤❡♥❞❡ s❛♥s ❣ê♥❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡
♥♦s ♣r♦♣♦s✳ ❊♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s s✐♠♣❧❡♠❡♥t t❡♥✉ à ❞♦♥♥❡r ❧❡s ✐❞é❡s
♣rés❡♥t❡s ❝❤❡③ P♦✐♥❝❛ré ❡t à ♠❡♥t✐♦♥♥❡r ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❇r♦✉✇❡r✳
Pré❝✐s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝❡rt❛✐♥s ❞❡s t❡r♠❡s ❡♠♣❧♦②és✳ P❛r ✬❝❤❡♠✐♥✬ ❞✬✉♥
❡s♣❛❝❡ E ✐❧ ❢❛✉t ❡♥t❡♥❞r❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ f à ✈❛❧❡✉rs
❞❛♥s E ❞✉ s❡❣♠❡♥t [0, 1]✳ ▲❡ ♣♦✐♥t f(0) ❡st ❛♣♣❡❧é ✬♦r✐❣✐♥❡✬ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❡t
f(1) s♦♥ ✬❡①tré♠✐té✬✳ ❯♥ ✬❧❛❝❡t✬ ❡st ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞♦♥t ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❡t ❧✬❡①tré♠✐té
❝♦ï♥❝✐❞❡♥t ❀ ♦♥ ♣❡✉t✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ❞é✜♥✐r ✉♥ ❧❛❝❡t ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♠❛❣❡
❝♦♥t✐♥✉❡ ❞✬✉♥ ❝❡r❝❧❡✳
❯♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ t❡❧ q✉❡ ❞é✜♥✐ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ♣❛r
P♦✐♥❝❛ré à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠✉❧t✐✈❛❧❡♥t❡s ♥✬❡st ♣❛s é✈✐❞❡♥t❡✳ ▼❛✐s ❛✈❡❝
❧❛ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛❝❡ts ❡t ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ✐❧ ❡♥ ❡st ✉♥❡ q✉✐ s❡♠❜❧❡
s✬✐♠♣♦s❡r ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❣❛r❞❡r♦♥s ♥é❛♥♠♦✐♥s ❞❡ tr♦♣ st✐❣♠❛t✐s❡r
❧❛ ❝✉r✐♦s✐té ❞✉ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ❛✐t ❢❛❧❧✉ ❛tt❡♥❞r❡ ✶✾✸✺ ♣♦✉r ✈♦✐r ❝❡tt❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥
s✬✐♠♣♦s❡r✱ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥ ♣♦❧♦♥❛✐s ❲✐t♦❧❞ ❍✉r❡✇✐❝③✱ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡
✬❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡✬ ♦✉✱ ❡♥ ❛❜ré❣é✱ ✬❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦✲
♠♦t♦♣✐❡ s✉♣ér✐❡✉r✬✳ ❉❛♥s ❬✶✷✻❪✱ ❍♦♣❢ ❡①♣r✐♠❡ ❧❡ s❡♥t✐♠❡♥t ♣❛rt❛❣é ♣❛r ❧❛
♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s ❞❡ ❧✬é♣♦q✉❡ ❞❡✈❛♥t ❝❡tt❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❍✉✲
r❡✇✐❝③ ✿ ✏❉❛s ❤ätt❡ ✐❝❤ ♥✐❝❤t ❡♥t❞❡❝❦❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ✕ ❞❛s ✇är❡ ♠✐r ③✉ ❡✐♥❢❛❝❤
❣❡✇❡s❡♥✑✷✷✳ ❈❡ ♥✬❡st ♣❛s t❛♥t ❧❛ s✉r♣r✐s❡ ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s ❞❡✈❛♥t ❧❛ s✐♠✲
♣❧✐❝✐té ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦✉✈❡rt❡ q✉✬✐❧ ❢❛✉t ② ❧✐r❡ q✉❡ ❧❛ s✉r♣r✐s❡ ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s
❞❡✈❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡tt❡ ❞é❝♦✉✈❡rt❡✱ ♠❛❧❣ré s❛ s✐♠♣❧✐❝✐té✱ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t❡✳ ❈❡
q✉✐ s✉✐t ❞❡✈r❛✐t é❝❧❛✐r❡r ♥♦s ♣r♦♣♦s✳
▲❡ ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥ t❝❤èq✉❡ ❊❞✉❛r❞ ❷❡❝❤ ❛ ❡♥ ❢❛✐t ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ❣r♦✉♣❡s
❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡ ✭✏❍ö❤❡r❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ ❍♦♠♦t♦♣✐❡❣r✉♣✲
♣❡♥✑✮ ❛✈❛♥t ❍✉r❡✇✐❝③✱ ❡♥ ✶✾✸✷ ❀ ✐❧ ❧❡s ❛ ♣rés❡♥tés ❧♦rs ❞✉ ❈♦♥❣rès ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❞❡s ▼❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s ❞❡ ❩ür✐❝❤✳ ❖♥ ♥❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♠❛t❤é♠❛✲
t✐q✉❡ q✉❡ s✐① ❧✐❣♥❡s ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❝❡t ❡①♣♦sé✱ ❞❛♥s ❧❡ r❡❝✉❡✐❧ ♣✉❜❧✐é à ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥
❞✉ ❈♦♥❣rès✷✸✳ ❱♦✐❝✐ à ♣❡✉ ❞❡ ❝❤♦s❡s ♣rès ❝❡ q✉✬❡❧❧❡s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❀ ét❛♥t ❞♦♥♥é
✉♥ ❡s♣❛❝❡ R ❡t ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①é a q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ R✱ ♦♥ ♣❡✉t✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r
♥❛t✉r❡❧ p✱ ❞é✜♥✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Gp ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ R ❝♦♥t❡♥❛♥t a q✉✐ s♦♥t ❞❡s
✐♠❛❣❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ p✱ ♠♦❞✉❧♦ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬❤♦♠♦t♦✲
♣✐❡✳ ❷❡❝❤ ♣ré❝✐s❡ q✉❡ Gp ♣❡✉t êtr❡ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉✐ ❡♥ ❢❛✐t ✉♥
❣r♦✉♣❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ❡t r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ G1 ❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✷✹✳
✷✷✏❏❡ ♥✬❛✉r❛✐s ♣✉ ❞é❝♦✉✈r✐r ❝❡❧❛ ✕ ❝✬ét❛✐t tr♦♣ s✐♠♣❧❡ ♣♦✉r ♠♦✐✑✳
✷✸❈❢✳ ❬✸✽❪✳
✷✹▲❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ❛❧❧❡♠❛♥❞❡ ❡st ❢♦rt tr♦♠♣❡✉s❡ ❝❛r ❧❡ ♠♦t ✏❲❡❣✑ ❛ ♣♦✉r s❡♥s ♦r❞✐♥❛✐r❡
✏❝❤❡♠✐♥✑ ♠❛✐s ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❡♠♣❧♦②é ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ✉♥ ✏❧❛❝❡t✑✱ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t
✶✺✵
❘✐❡♥ ❞❡ ♣❧✉s ♥❡ ✜❣✉r❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛❝t❡s ❞✉ ❈♦♥❣rès✳ ■❧ ♥✬❡st ♠ê♠❡ ♣❛s ❢❛✐t
♠❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ s❡❧♦♥ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s Gp✳
◗✉❡❧q✉❡s r❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥ts ♥♦✉s s♦♥t ♥é❛♥♠♦✐♥s ❢♦✉r♥✐s ♣❛r ▼❛❝ ▲❛♥❡ ❞❛♥s
s♦♥ ❛✉t♦❜✐♦❣r❛♣❤✐❡✷✺✳ ■❧ ② ❛✣r♠❡ q✉❡ ❷❡❝❤ ❛ ❞é✜♥✐ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡
❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡X ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❞✉ ❝❛rré
[0, 1]× [0, 1] ❞❛♥s X✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡ ❜♦r❞ ❞✉ ❝❛rré ❡st ❡♥✈♦②é s✉r ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①é
x0✳✷✻ ■❧ ❛❥♦✉t❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t fg ❞❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts f ❡t g s✬♦❜t✐❡♥t✱ ♣♦✉r
❷❡❝❤✱ ❡♥ ❝♦❧❧❛♥t ❞❡✉① ❝❛rrés ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥ ❞❡ ❧❡✉rs ❝ôtés ❡t ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t
❧✬✐♠❛❣❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♣❛r f ❡t ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♣❛r g✳ ❆✈❡❝ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ♦♥
♣❡✉t s❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❛ss❡③ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts ✐♠♣❧✐q✉és à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❞❡ss✐♥✱
❡t s❡ ❝♦♥✈❛✐♥❝r❡ é❣❛❧❡♠❡♥t s❛♥s ♣❡✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té ❞✉ ♣r♦❞✉✐t✷✼✳
❆♣♣❛r❡♠♠❡♥t✱ ❝✬❡st ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❝❝♦♠♣❛❣♥❛♥t ❧✬❡①♣♦sé ❞❡ ❷❡❝❤ q✉❡
❢✉t ♠✐s❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡✱ q✉✐
❝♦♥tr❛st❡ s✐♥❣✉❧èr❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
✶✱ ✐✳❡✳ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✱ ♣❡✉t êtr❡ ❛❜s♦❧✉♠❡♥t q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ❙❡❧♦♥ ▼❛❝
▲❛♥❡✱ ❷❡❝❤ ❡✉t ❧❡ s❡♥t✐♠❡♥t ❞❡ s❡ ❢♦✉r✈♦②❡r ❡t r❡t✐r❛ s❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❣r♦✉♣❡
❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ■✳ ▼✳ ❏❛♠❡s ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❬✶✸✸❪
✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡s ❝❤♦s❡s q✉✐ ❛ ❞❡s tr❛✐ts ❝♦♠♠✉♥s ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ▼❛❝ ▲❛♥❡✱ s❛♥s
♥é❛♥♠♦✐♥s êtr❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡✷✽✳ ❙❡❧♦♥ ❧✉✐✱ ❷❡❝❤ ❛ été ❞é❝♦✉r❛❣é ❞❡ ♣♦✉rs✉✐✈r❡
s❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ✈♦✐❡ ♣❛r ❧❛ ré❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✉❞✐t♦✐r❡✳ ❉❡✉① r❡♣r♦❝❤❡s
♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♦♥t été ❡①♣r✐♠és ❀ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡sGp✱ ♠✐s à ♣❛rt ♣♦✉r p =
1✱ s♦♥t ❛❜é❧✐❡♥s✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés r❡♥❝♦♥tré❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧❡r✷✾✳
❞❡ tr❛♥❝❤❡r ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s✳ ■❧ ❛rr✐✈❡ ♣❛r❢♦✐s q✉❡ ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ♣❧✉s ♣ré✲
❝✐s❡ ✏❣❡s❝❤❧♦ss❡♥ ❲❡❣✑ s♦✐t ❡♠♣❧♦②é❡ ♣♦✉r ✏❧❛❝❡t✑✳ ❈❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr❛❞✉✐t ♣❛r ❣r♦✉♣❡
❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ❞és✐❣♥é ♣❛r ❷❡❝❤ ♣❛r ✏❲❡❣❡❣r✉♣♣❡ P♦✐♥❝❛rés✑✳
✷✺❈❢✳ ❬✶✺✺❪✱ ♣✳ ✶✷✼✲✶✷✽✳
✷✻❈✬❡st✱ ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ à ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ♣rès✳
✷✼P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❝❧❛rté✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❝♦♥s✉❧t❡r ❧❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❬✶✵✶❪✱ ♣✳ ✸✹✵✱
❝❛r ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞é❝r✐t❡ ✐❝✐✳
✷✽❈♦♠♠❡ ❞❛♥s t♦✉t té♠♦✐❣♥❛❣❡✱ ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❝♦♥❝♦r❞❡r t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts✳
▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ♥✐ ❏❛♠❡s ♥✐ ▼❛❝ ▲❛♥❡ ♥❡ ❝✐t❡♥t ❧❡✉rs s♦✉r❝❡s✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ❞♦♥♥❡r ❧❛
♣r✐♠❛✉té ❛✉① ❞✐r❡s ❞❡ ▼❛❝ ▲❛♥❡ ❝❛r ✐❧ ❛ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s ♣rés❡♥ts
❛✉ ❈♦♥❣rès ❞❡ ❩ür✐❝❤✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡ q✉❡ s♦♥ ❛✉t♦❜✐♦❣r❛♣❤✐❡
❛ été ré❞✐❣é❡ ❡♥✈✐r♦♥ ✼✵ ❛♥s ❛♣rès ❧❡s ❢❛✐ts ❡♥ q✉❡st✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ✐❧
♥✬ét❛✐t ♣❛s ♣rés❡♥t à ❝❡tt❡ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ❡t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs✱ ❡♥ ✶✾✸✷✱ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ♥✬❛✈❛✐t ♣❛s ♣♦✉r
❧✉✐ ❧✬❛ttr❛✐t q✉✬❡❧❧❡ ❛❝q✉✐t ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ✕ ✐❧ ét❛✐t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♦❝❝✉♣é ❛❧♦rs ♣❛r s❛ t❤ès❡
❞❡ ❧♦❣✐q✉❡✳ ▼ê♠❡ ❧❡s t❡r♠❡s q✉✬✐❧ ❡♠♣❧♦✐❡ ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧✬❡①♣♦sé ❞❡ ❷❡❝❤ s♦♥t à ♥♦tr❡ ❛✈✐s
q✉❡❧q✉❡ ♣❡✉ ❛♥❛❝❤r♦♥✐q✉❡s ❀ ✐❧ ♠❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧✬❛❝❝❡♥t s✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡
rés✉♠é ❞❡ ❷❡❝❤ ✐♥✈✐t❡ ♣❧✉tôt à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♠❛❣❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ q✉❡
❢❛✐t ▼❛❝ ▲❛♥❡ ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ✐♥tr♦❞✉✐ts ♣❛r ❷❡❝❤ s✬♦♣èr❡ ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ✉♥❡ réé❝r✐t✉r❡ ❡♥ ❞❡s
t❡r♠❡s ♠♦❞❡r♥❡s✳
✷✾❈❢✳ ❬✶✸✸❪ ♣✳ ✽✸✾ ✿ ✏t❤♦s❡ ✇❤♦ ✇❡r❡ ♣r❡s❡♥t s❡❡♠ t♦ ❛❣r❡❡ t❤❛t ✐ts r❡❝❡♣t✐♦♥ ✇❛s s✉❝❤
❛s t♦ ❞✐s❝♦✉r❛❣❡ ❤✐♠ ❢r♦♠ ♣✉rs✉✐♥❣ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡s❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❛♥② ❢✉rt❤❡r✳ ❆♣♣❛r❡♥t❧②
✐t ✇❛s t❤♦✉❣❤t t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❤♦♠♦t♦♣② ❣r♦✉♣s ♠❡❛♥t t❤❛t
✶✺✶
▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ ❝❡s r❡♣r♦❝❤❡s s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥❛t✉r❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♣❤✐❧♦s♦✲
♣❤✐q✉❡✳ ■❧ s❡ ♣❡✉t q✉✬✐❧ tr❛❞✉✐s❡ ✉♥ ❤ér✐t❛❣❡ q✉❡❧q✉❡ ♣❡✉ ♦❜s♦❧èt❡ ❞❡ ❧❛
♠❛♥✐èr❡ q✉✬❛✈❛✐❡♥t P♦✐♥❝❛ré ❡t ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡ s❡s ❝♦♥t❡♠♣♦r❛✐♥s ❞❡ ✈♦✐r ❧❡s
❣r♦✉♣❡s ❀ ♣♦✉r P♦✐♥❝❛ré✱ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛r ❡ss❡♥❝❡ ♣❛s êtr❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢
❝❛r✱ ❞❛♥s ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ✏❣r♦✉♣❡✑✱ ❡st ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ✏❣r♦✉♣❡ ❞❡ ♣❡r♠✉✲
t❛t✐♦♥s✑✸✵✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✱ q✉✐ s♦♥t ❛❜é❧✐❡♥s✱ ❢✉r❡♥t ❧♦♥❣✲
t❡♠♣s ré❞✉✐ts ❛✉① ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♥✉♠ér✐q✉❡s q✉✐ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐s❡♥t ✕ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s
❞❡ ❇❡tt✐ ❡t ❞❡ t♦rs✐♦♥ ✕ s✬❛♣♣❛r❡♥t❡ ❛✉ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ❞✬✐❞é❡✳ P❧✉s ❝♦♥❝rèt❡♠❡♥t✱
✐❧ s❡♠❜❧❡ q✉❡ ❧✬❛✉❞✐t♦✐r❡✱ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r r❛♥❣ ❞✉q✉❡❧ ❆❧❡①❛♥❞r♦✛✱ ❛✐t s♦✉t❡♥✉ q✉❡
❧❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ✐♥tr♦❞✉✐ts ♣❛r ❷❡❝❤ ❢❛✐s❛✐t q✉✬✐❧s ♥✬❛♣♣♦rt❛✐❡♥t
♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❛✉❝✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉✐ ♥✬❛✐t été ❞✉ r❡ss♦rt ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✸✶✳
◗✉❛♥t à ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♦❜❥❡❝t✐♦♥ ❡❧❧❡ ❡st ❞✬♦r❞r❡ ❜✐❡♥ ♣❧✉s ♣r❛❣♠❛t✐q✉❡ q✉❡
❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡t✱ rétr♦s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ♣❧✉s ❥✉st✐✜é❡✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❚✐❡t③❡ ❛✐t ❢♦✉r♥✐
✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡
❣é♥ér❛t❡✉rs ❡t ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s✮ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐été✱ ✐❧ ❡st ❡♥
♣r❛t✐q✉❡ ♣❡✉ ❝♦♠♠♦❞❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✉♥ ❛s♣❡❝t très ❢â❝❤❡✉① ❡st q✉✬✐❧ ❡st ❡♥ ❣é✲
♥ér❛❧ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ s❡ ♣r♦♥♦♥❝❡r s✉r ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ❞♦♥♥és
♣❛r ❣é♥ér❛t❡✉rs ❡t r❡❧❛t✐♦♥s✳ ❙✐ ❞❡ t❡❧s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ❡①✐st❡♥t ❞é❥à ♣♦✉r ❧❡s
✐♠❛❣❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❞✉ ❝❡r❝❧❡ à ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ♣rès✱ ❝❡❧❛ ♥❡ ❧❛✐ss❡ r✐❡♥ ❛✉❣✉r❡r ❞❡
❜♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❞❡ s♣❤èr❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t
❣r❛♥❞❡✳
❆✈❡❝ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ s✉♣ér✐❡✉rs ❞❡ ❷❡❝❤✱ ♥♦✉s ♥❡ s♦♠♠❡s ♣❛s
❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ tr❛✈❛✐❧ r❡sté ✉♥ t❡♠♣s ♠é❝♦♥♥✉ à ❝❛✉s❡ ❞✉ ♠❛♥q✉❡ ❞❡ ❝é✲
❧é❜r✐té ❞❡ s♦♥ ❛✉t❡✉r ♦✉ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧✬✐♥❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ q✉✬✐❧ ❛ ♣✉ s✉s❝✐t❡r ❛✉
♣r❡♠✐❡r ❛❜♦r❞✸✷✳ ■❧ s✬❛❣✐t ✐❝✐ ❞✬✉♥ ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥ r❡❝♦♥♥✉ ❞❡ s♦♥ ✈✐✈❛♥t ❡t
♣❛ssé à ❧❛ ♣♦stér✐té✱ ❡t ❞✬✉♥❡ ❞é❝♦✉✈❡rt❡ q✉✐✱ ♣❧✉tôt q✉❡ ❞❡ s✉s❝✐t❡r ❧✬✐♥❝♦♠✲
♣ré❤❡♥s✐♦♥✱ s❡♠❜❧❡ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ✕ ❢❛✐t s✐♥❣✉❧✐❡r ✕ ❛✈♦✐r s❡♠❜❧é tr♦♣ é✈✐❞❡♥t❡
à ♣❧✉s✐❡✉rs ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s✳ ▲❛ rés✐st❛♥❝❡ r❡♥❝♦♥tré❡ ♣❛r ❷❡❝❤ ♠ér✐t❡ ❞♦♥❝
❞✬êtr❡ ❛♥❛❧②sé❡✳ ◆♦✉s ❧❡ ❢❡r♦♥s à ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ✉❧tér✐❡✉rs ❞❡
❍✉r❡✇✐❝③✳
▲♦rsq✉❡ ❍✉r❡✇✐❝③ ❡♥ ✶✾✸✺✱ ❞❛♥s ❬✶✷✾❪✱ ❞é✜♥✐t à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦✲
t❤❡② ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❛♥② ✉s❡✱ ❛♥❞ ✐♥ ❛♥② ❝❛s❡ ♥♦✲♦♥❡ ❦♥❡✇ ❤♦✇ ❣♦ ❛❜♦✉t ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡♠✑✳
✸✵◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ✈✐❛ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✬r❛❝✐♥❡✬ ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s
♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ❛♣♣❛r❛✐ss❛✐❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❞❡ P♦✐♥❝❛ré✳ ❊t ❧❡
❧❡❝t❡✉r ❛✉r❛ ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t r❡♠❛rq✉é q✉❡ P♦✐♥❝❛ré ♥✬❛ ♣❛r ❝♦♥tr❡ ♣❛s ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ❣r♦✉♣❡s
❞❡ ❇❡tt✐ ♦✉ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✱ ♠❛✐s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t✱ à
s❛✈♦✐r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❇❡tt✐ ❡t ❞❡ t♦rs✐♦♥✳
✸✶❈❢✳ ❬✶✸✷❪ ♣✳ ✺✻✻✳
✸✷❯♥❡ ❧✐st❡ ré♣❡rt♦r✐❛♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ t♦✉s ❧❡s tr❛✈❛✉① q✉✐ ♦♥t ❝♦♥♥✉ ✉♥ t❡❧
❞❡st✐♥ s❡♠❜❧❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ à ❞r❡ss❡r✳✳✳ ❈✐t♦♥s à t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s ♠é♠♦✐r❡s ❞❡ ●❛❧♦✐s s✉r ❧❛
rés♦❧✉❜✐❧✐té ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s✱ ❧✬❆✉s❞❡❤♥✉♥❣s❧❡❤r❡ ❞❡ ●r❛ss♠❛♥♥ ♦✉ ♠ê♠❡✱ q✉✐tt❡
à s♦rt✐r ❞✉ ❝❛❞r❡ ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ▼❡♥❞❡❧✳
✶✺✷
♠♦t♦♣✐❡ s✉♣ér✐❡✉rs✱ ❝✬❡st ❛♣♣❛r❡♠♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ❷❡❝❤✱ ❝❡ q✉✐
s❡ ❝♦♥ç♦✐t ❛✐sé♠❡♥t ✈✉ ❧❡ ♣❡✉ ❞❡ ♣✉❜❧✐❝✐té ❢❛✐t❡ ❛✉① ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡
s✉♣ér✐❡✉rs ❧♦rs ❞✉ ❈♦♥❣rès ❞❡ ❩ür✐❝❤ ❡t ❧✬❛❜❛♥❞♦♥ ♣❛r ❷❡❝❤ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❞❡s
r❡❝❤❡r❝❤❡s s✉r ❝❡ ❝♦♥❝❡♣t✳ ❊♥ ♦✉tr❡ s❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ❞✐✛ér❡♥t❡ ❡t s♦♥ éq✉✐✈❛✲
❧❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❷❡❝❤ ♣❡✉t ♥❡ ♣❛s ✈♦✐r été r❡❝♦♥♥✉❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡s
q✉❡❧q✉❡s t♦♣♦❧♦❣✉❡s q✉✐ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛✐❡♥t✳ ❉❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❬✶✷✾❪
✭♣✳ ✺✷✶✮✱ ❍✉r❡✇✐❝③ ❡①♣❧✐q✉❡ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ♥✬❛✈♦✐r été ✐♥❢♦r♠é q✉✬❛♣rès ❧❛ s♦✉✲
♠✐ss✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ♣r❡♠✐❡r ♣❛♣✐❡r ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❛♥tér✐❡✉r❡ ♣❛r
❷❡❝❤✱ ❡t ♠❡♥t✐♦♥♥❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❧✉✐ ❛✉r❛✐t ❢❛✐t s❛✈♦✐r ❡♥ ♣r✐✈é q✉❡
❧✬✐❞é❡ r❡♠♦♥t❡r❛✐t ♠ê♠❡ à ❉❡❤♥✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ❛♣♣r❡♥❞ ♣❛r ❍❛ss✲
❧❡r ❲❤✐t♥❡②✱ ❞❛♥s ❬✷✹✺❪ ✭♣✳ ✶✶✵✮✱ q✉❡ ❍✉r❡✇✐❝③ ❛ ❡①♣♦sé s❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡t s❡s
♣r❡♠✐❡rs rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ s✉♣ér✐❡✉rs ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❢é✲
r❡♥❝❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡ ❞❡ ▼♦s❝♦✉ ❡♥ ✶✾✸✺✳ ❆❧❡①❛♥❞❡r ❛✉r❛✐t✱ s❡❧♦♥ ❲❤✐t♥❡②✱
ré❛❣✐ ❡♥ ❛✣r♠❛♥t ❛✈♦✐r ❝♦♥s✐❞éré ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❜✐❡♥ ❧♦♥❣t❡♠♣s ❛✉♣❛r❛✲
✈❛♥t ✭♣❡✉t✲êtr❡ ✈✐♥❣t ❛♥s ♣❧✉s tôt ✦✮✱ ❡t ❧✬❛✈♦✐r ❛❧♦rs r❡❥❡té❡ à ❝❛✉s❡ ❞❡ s♦♥
❛♣♣❛r❡♥t❡ s✐♠♣❧✐❝✐té✳ ❱❛♥ ❉❛♥t③✐❣ ❡t ✕ ❝❡ q✉✐ ♥❡ s✉r♣r❡♥❞r❛ ♣❛s ❧❡ ❧❡❝t❡✉r
✕ ❷❡❝❤ ❛✉r❛✐❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✣r♠é ❛✈♦✐r ❞é❥à ❝♦♥s✐❞éré✱ ❡t ♠ê♠❡ ✉t✐❧✐sé✱ ❧❛
♥♦t✐♦♥ ♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❍✉r❡✇✐❝③✸✸✳ ❈❡❝✐ ✐♥❞✐q✉❡ ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t
❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ s✉♣ér✐❡✉r ♥✬ét❛✐t ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ♣❛s ❡①trê♠❡♠❡♥t ❞✐❢✲
✜❝✐❧❡ à ✐♠❛❣✐♥❡r✱ q✉✬✐❧ ét❛✐t ❡♥ q✉❡❧q✉❡ s♦rt❡ ❞❛♥s ❧✬❛✐r ❞✉ t❡♠♣s✱ ♠❛✐s q✉✬✐❧
❛ ❢❛❧❧✉ ❛tt❡♥❞r❡ q✉❡ s❛ ♣♦rté❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ à êtr❡ s❛✐s✐❡ ♣♦✉r q✉✬✐❧ s♦✐t ♠✐s ❡♥
é✈✐❞❡♥❝❡✳
▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❍✉r❡✇✐❝③✱ ❜✐❡♥ q✉✬éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❷❡❝❤✱ ❡st ♥é❛♥✲
♠♦✐♥s ❛ss❡③ ❞✐✛ér❡♥t❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡ ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❡♥ ♣❛rt✐❡ s♦♥ s✉❝❝ès✳
❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❬✶✷✾❪✱ ❍✉r❡✇✐❝③ ❝♦♥s✐❞èr❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n
♥♦♥ ♥✉❧ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Y Sn−1 ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡
(n − 1)✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ Sn−1 ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ Y ✸✹✳ ❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡
❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥tr❛❝t✐❧❡✱ ❡t ✐❧ ❡st ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ♣❡r✲
t✐♥❡♥t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞❡ ❧❛❝❡ts tr❛❝és s✉r ❝❡t ❡s♣❛❝❡✱
❝❛r ❡❧❧❡s tr❛❞✉✐s❡♥t ❛❧♦rs ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❣❧♦❜❛❧❡s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é ❞❡s
♣♦✐♥t ✜①és x0 ❞❡ Sn−1 ❡t y0 ❞❡ Y ✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ N ❞❡
Y Sn−1 ❢♦r♠é ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s F s♦✉♠✐s❡s à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ F (x0) = y0✳
✸✸▲❛ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ▼♦s❝♦✉ ❡✉t ❧✐❡✉ ❡♥ s❡♣t❡♠❜r❡ ✶✾✸✺✱ s♦✐t ❛♣rès ❧❡s ❞❛t❡s ❞❡ s♦✉♠✐ss✐♦♥
❞❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ ❬✶✷✾❪ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ✷✷ ❞é❝❡♠❜r❡ ✶✾✸✹ ❡t ❧❡ ✷✼ ❛✈r✐❧ ✶✾✸✺✮✳
❈♦♠♠❡♥t s❡ ❢❛✐t✲✐❧ q✉❡ ❍✉r❡✇✐❝③ ♣ré❝✐s❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❬✶✷✾❪ q✉❡ ❷❡❝❤ ❛✈❛✐t
❝♦♥s✐❞éré ❧❡s ♠ê♠❡s ♦❜❥❡ts ✉♥ ♣❡✉ ❛✈❛♥t ❧✉✐ ❄ ◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s s✉ ❞é❝✐❞❡r s✐ ❝✬❡st ♣❛r❝❡ q✉❡
❍✉r❡✇✐❝③ ❛ ♣✉ r❡♣r❡♥❞r❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❥✉st❡ ❛♣rès ❧❛ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ▼♦s❝♦✉✱ ♦✉ s✐ ❝✬❡st
♣❛r❝❡ q✉✬✐❧ ❡♥ ❛ été ✐♥❢♦r♠é ❞ès ❛✈❛♥t ❝❡tt❡ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡✳
✸✹❆✜♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r s❛♥s ♣r♦❜❧è♠❡ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❡t ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés
s✉✣s❛♠♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t❡s✱ ❍✉r❡✇✐❝③ s✉♣♣♦s❡ Y ♠étr✐s❛❜❧❡✱ sé♣❛r❛❜❧❡✱ ❝♦♥♥❡①❡ ❡t ❧♦❝❛❧❡✲
♠❡♥t ❝♦♥tr❛❝t✐❧❡✳
✶✺✸
▲✬❡s♣❛❝❡ N ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡ ♠❛✐s✱ s❡❧♦♥ ❍✉r❡✇✐❝③✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥✲
tr❡r q✉❡ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① ❛ss♦❝✐és à ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡
N s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡ N ❝♦♠♠❡
❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞✬✉♥❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ s❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s✳ ▲❡s
❝♦♥♥❡①✐tés ❞❡ Sn−1 ❡t Y ✐♠♣❧✐q✉❡♥t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs q✉❡ ❝❡ ❣r♦✉♣❡ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t
❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ x0 ❡t y0✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t
q✉❡ ❞❡ n ❡t ❞❡ Y ✱ q✉❡ ❍✉r❡✇✐❝③ ♥♦♠♠❡ n✲✐è♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞❡ Y
❡t ♥♦t❡ πn(Y )✳✸✺ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ π1(Y ) ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡
Y ✳ ❈♦♥s❡r✈❛♥t ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡ ❣r♦✉♣❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐ ✐♥❞é♣❡♥✲
❞❛♠♠❡♥t ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ x0✱ y0 ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ N ✱ ♦♥ ♣❡✉t
s②♥t❤ét✐s❡r ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡♥ é❝r✐✈❛♥t πn(Y ) := π1(Y Sn−1)✳
▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ q✉❡ ❍✉r❡✈✐❝③ ❛ ♣rés❡♥té❡ à ▼♦s❝♦✉ ♥✬❡st ♣❛s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛
♠ê♠❡✸✻✳ ■❧ ② ❞é✜♥✐t ❧❡ n✲✐è♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞❡ Y ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡
❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❧❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
n − 1 ❞❛♥s Y ✱ ❡♥✈♦②❛♥t ❧❡ ❜♦r❞ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❧❡ s✉r ✉♥ ♠ê♠❡ ♣♦✐♥t ❞❡ Y ✳ ❈❡tt❡
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❝❛r ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n − 1
❞♦♥t ❧❡ ❜♦r❞ ❡st ✐❞❡♥t✐✜é à ✉♥ ♣♦✐♥t ❡st ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡ à ❧❛ s♣❤èr❡ ❞❡ ♠ê♠❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥✳
▲❡ rés✉♠é é✈♦q✉é ❝✐✲❞❡ss✉s ♥❡ ♥♦✉s ❛♣♣r❡♥❞ r✐❡♥ s✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ♥✐ s✉r ❧❛ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ❝♦♠♠✉t❛t✐✲
✈✐té ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡ à ✷✳ ▲✬❛rt✐❝❧❡ ♣❛r✉ ❛✉① Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ❑♦♥✐♥❦❧✐❥❦❡
❆❝❛❞❡♠✐❡ ❲❡t❡♥s❝❤❛♣♣❡♥ ❆♠st❡r❞❛♠✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ♣❧✉s ❢♦✉r♥✐✱ ♥✬❡♥ ❞✐t r✐❡♥
♥♦♥ ♣❧✉s✸✼✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♣r♦♣♦sé❡s ♣❛r ❍✉r❡✇✐❝③✱ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡st é✈✐❞❡♥t❡ ✈✉ q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❧♦✐ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❛②❛♥t ❝♦✉rs
❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❧❛❝❡ts✳ ❙✐ f ❡t g
s♦♥t ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛♥ts ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❞❡ π1(Y Sn−1)✱ ✐✳❡✳ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s
❞❡ S1 ❞❛♥s Y Sn−1 ✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡✉r ❝♦♠♣♦sé❡ f.g ✈✐❛ (f.g)(s) = f(2s)✱ ♣♦✉r
s ❞❛♥s [0,
1
2
] ❡t (f.g)(s) = g(2s − 1) ♣♦✉r s ❞❛♥s [1
2
, 1]✱ s ♣❛r❛♠étr❛♥t ❧❡
❝❡r❝❧❡ S1 ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ [0, 1]✳ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t f ❡t g ❡st ❛❧♦rs
❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ♣r✐s é❣❛❧ à ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t f.g✳ P♦✉r ❝❡ q✉✐ ❡st ❞❡ ❧❛ ❝♦♠✲
♠✉t❛t✐✈✐té✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ❛✉❝✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❍✉r❡✇✐❝③
❧✬♦❜t✐❡♥t ♠❛✐s s❡❧♦♥ ❉✐❡✉❞♦♥♥é✸✽✱ ✐❧ ❞❡✈❛✐t êtr❡ ❝❧❛✐r ♣♦✉r ❍✉r❡✇✐❝③ q✉❡ q✉❡
❧❡s Y Sn−1 s♦♥t✱ ♣♦✉r n ≥ 2✱ ❞❡s H✲❡s♣❛❝❡s✸✾ ❡t ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❧❡
❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞✬✉♥ H✲❡s♣❛❝❡ ❡st ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✳✳✳
✸✺❈❢✳ ❬✶✷✾❪✱ ■✱ ♣✳ ✶✶✹ ✿ ✏❉✐❡s❡ ●r✉♣♣❡ ✇♦❧❧❡♥ ✇✐r ❞✐❡ ♥✲t❡ ❍♦♠♦t♦♣✐❡❣r✉♣♣❡ ✈♦♥ Y ♥❡♥♥❡♥
✉♥❞ ♠✐t πn(Y ) ❜❡③❡✐❝❤♥❡♥✳
✸✻❈❢✳ ❧❡ rés✉♠é ❞❡ ❝❡t ❡①♣♦sé ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛❝t❡s ❞❡ ❧❛ ❈♦♥❢ér❡♥❝❡ ❬✶✸✵❪✳
✸✼■❧ ❢❛✉t ❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s ❡♥ s♦♥t ❛❜s❡♥t❡s✳
✸✽❈❢✳ ❬✺✺❪ ♣✳ ✷✼✹✳
✸✾❈❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t q✉✬✐❧s s♦♥t ♠✉♥✐s ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡✳
✶✺✹
▲❡s ❞❡✉① ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❛❞♦♣té❡s ♣❛r ❍✉r❡✇✐❝③ tr❛❞✉✐s❡♥t ✉♥❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❣é♦✲
♠étr✐q✉❡ ♠♦✐♥s é✈✐❞❡♥t❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❷❡❝❤✳ ■❧ ❢❛✉t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❛✈♦✐r à ❧✬❡s♣r✐t
❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ s♣❤èr❡ Sn ❡st ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡ ❛✉ ♣r♦❞✉✐t s♠❛s❤✹✵ S1∧Sn−1 ❡t✱ ❞❡
❝❡ ❢❛✐t✱ q✉✬✉♥❡ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❞❡ S1 ❞❛♥s Y Sn−1
❡st ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❤♦s❡ q✉✬✉♥❡ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❞❡ Sn
❞❛♥s Y ✳✹✶ ▲❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞❡ ❍✉r❡✇✐❝③ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❞♦♥❝ q✉❡❧q✉❡
♣❡✉ ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧✬✐❞é❡ ❞❡ r❡❣❛r❞❡r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ n✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ à ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ♣rès✳
❙✐ ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ à ❧✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❡st ✉♥ ♣❡✉ ❞✐ss✐♠✉❧é❡
❝❤❡③ ❍✉r❡✇✐❝③✱ ❝✬❡st ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t q✉✬✐❧ ❛ ♣r✐✈✐❧é❣✐é ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣♦ssé❞❛♥t
✉♥❡ ❛✉tr❡ q✉❛❧✐té✳ ❆✈❡❝ ❧✬❤♦♠é♦♠♦r♣❤✐❡ ❡♥tr❡ Sn ❡t S1 ∧ Sn−1 s❡ ❢❛✐t ❥♦✉r
❧✬✐❞é❡ ❞❡ r❡❣❛r❞❡r ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❧❛❝❡ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ✐tér❛t✐♦♥ ✿ ♣❧✉tôt q✉❡ ❞❡
❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❞❡ S2 ❞❛♥s Y ♦♥ ♣❡✉t r❡❣❛r❞❡r
❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❞❡ S1 ❞❛♥s Y S1 ✱ ♣✉✐s ♦♥ ♣❡✉t r❡♠♣❧❛❝❡r
Y S3 ♣❛r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❞❡ S1 ❞❛♥s Y S2 ✱ ❡t❝✳ Pré❝✐s♦♥s
q✉✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ❛❜s❡♥t❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✷✾❪ ❞❡ ❍✉r❡✇✐❝③ ❡t q✉✬✐❧
s✬❛❣✐t ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ✕ ❛ ♣r✐♦r✐ ✉♥ ♣❡✉ ♣♦✉ssé❡✱ ♠❛✐s ♣❡✉t✲êtr❡ ❞✐s♣♦s❛✐t✲✐❧
❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❧✉✐ ❝♦♥✜r♠❛♥t q✉❡ ❝✬ét❛✐t ❜✐❡♥ ❧❛ ✈✐s✐♦♥ ❞❡s ❝❤♦s❡s ❞❡ ❍✉r❡✇✐❝③
✕ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❉✐❡✉❞♦♥♥é ❞❛♥s ❬✺✺❪✳
✃tr❡ à ♠ê♠❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ♣❛r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ✐tér❛t✐❢ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s Y Sn
♥✬♦✛r❡ ♣❛s ❧❛ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ♣❧✉s ❛✐sés q✉❡ ❝❡✉① ♣❡r♠✐s ♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐✲
t✐♦♥ ❞❡ ❷❡❝❤✳ ▼❛✐s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❍✉r❡✇✐❝③ s❡♠❜❧❡✱ s♦✉s ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣ré✲
t❛t✐♦♥ ❞❡ ❉✐❡✉❞♦♥♥é✱ ♦✛r✐r ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡r✐❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❡❧❧❡ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ❝❛r ❧❡
♣❤é♥♦♠è♥❡ ✐tér❛t✐❢ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝r✐t ♣❧✉s ❤❛✉t ♣❡r♠❡t ❞❡s r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥ts
♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ❡t ❝❛r✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é❥à ✈✉✱ Y Sn−1 ❡st ✉♥ H✲❡s♣❛❝❡
❞ès q✉❡ n ≥ 2✳ ❊♥ ❜r❡❢✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❍✉r❡✇✐❝③ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ré❡❧❧❡♠❡♥t
♠♦✐♥s s✉❥❡tt❡ à ❧✬♦❜❥❡❝t✐♦♥ ❢❛✐t❡ à ❷❡❝❤ s✉r ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s
❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ s✉♣ér✐❡✉rs ♠❛✐s ♦✛r❡ ♣❡✉t✲êtr❡ ❞❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s t❤é♦r✐q✉❡s ♣❧✉s
ét❡♥❞✉❡s✳ ❈❡ ♥✬❡st ❡♥ t♦✉t ❝❛s ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ♣❛s ❧❡ ♣♦✐♥t ❞é❝✐s✐❢ ❞❛♥s ❧❡ s✉❝❝ès
r❡♥❝♦♥tré ♣❛r ❍✉r❡✇✐❝③ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ❧✬✐♥s✉❝❝ès ❞❡ ❷❡❝❤✳
❈❡ q✉❡ ♣♦ssè❞❡ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❍✉r❡✇✐❝③ q✉✐ ❧❡ ❞✐st✐♥❣✉❡ ✈ér✐t❛❜❧❡♠❡♥t ❞❡
❝❡❧✉✐ ❞❡ ❷❡❝❤✱ ❝✬❡st q✉✬✐❧ ❛ s✉ ♠♦♥tr❡r ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡
✹✵❊t❛♥t ❞♦♥♥é ❞❡✉① ❡s♣❛❝❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s X ❡t Y ✱ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ♦♥t été ✜①és x0 ❡t y0✱
❧❡ ✬s♠❛s❤ ♣r♦❞✉❝t✬ X ∧ Y ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞✐r❡❝t X × Y q✉♦t✐❡♥té ♣❛r (X × {y0})×
({x0} × Y ✮✳
✹✶▲❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❛❧❧é❣é❡s q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ♣♦✉r ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡r ❧❡s ✐❞é❡s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s✱ s❛♥s
t♦✉t❡❢♦✐s ❛❧♦✉r❞✐r ❧❡ t❡①t❡ ❞❡s ♣ré❝✐s✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❝♦rr❡❝t✱
♥❡ ❞♦✐✈❡♥t ♣❛s ❢❛✐r❡ ♦✉❜❧✐❡r q✉❡ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❝♦♥s✐❞érés s♦♥t t♦✉s ♣♦✐♥tés✳ ❆✐♥s✐✱ ❧♦rsq✉❡
♥♦✉s ♣❛r❧♦♥s ❞✬✉♥❡ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❞❡ Sn ❞❛♥s Y ✱ ✐❧ ♥❡ ❢❛✉t
♣❛s ♦✉❜❧✐❡r q✉✬♦♥t été ✜①és ❛✉ ❞é♣❛rt ✉♥ ♣♦✐♥t x0 ❞❛♥s Sn ❡t ✉♥ ♣♦✐♥t y0 ❞❛♥s Y ✱ ❡t q✉❡
❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❡♥✈♦✐❡♥t t♦✉t❡s x0 s✉r y0✳ ▲❛ ♠ê♠❡ ❝❤♦s❡
❡st ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ✈❛❧❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❞❡ S1 ❞❛♥s Y Sn−1 ✳
✶✺✺
s✉♣ér✐❡✉rs ✕ ❷❡❝❤ ❛ ♣❡✉t✲êtr❡ été ❞é❝♦✉r❛❣é ❞❛♥s s❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ♣❛r ❧❛ ré❛❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✉❞✐t♦✐r❡ ❞❡ ❩ür✐❝❤ ❛✈❛♥t ❞✬❛✈♦✐r ♣✉ s❡ ❢♦r♠❡r ✉♥❡ ♦♣✐♥✐♦♥ ré❡❧❧❡ s✉r
❧✬✉t✐❧✐té ❞❡ ❧✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✳ ■❧ s❡r❛✐t ❤♦rs ❞❡ ♣r♦♣♦s ❞❡ ❧✐st❡r ✐❝✐ ❧✬✐♥té✲
❣r❛❧✐té ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❍✉r❡✇✐❝③ ❞❛♥s ❬✶✷✾❪ ♠❛✐s ♥♦✉s ❡♥ ❞♦♥♥♦♥s
✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❝❛r ✐❧s ❡①♣❧✐q✉❡♥t ❧❛ ♣ér❡♥♥✐té q✉✬❛ t♦✉t ❞❡ s✉✐t❡ ❛❝q✉✐s❡ ❧✬ét✉❞❡
❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ s✉♣ér✐❡✉rs ❡t ❝❛r✱ ❞❛♥s ❧❛ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡
❬✶✷✶❪ ❞❡ ❍♦♣❢✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ✈♦✐r s❡ ❞❡ss✐♥❡r ❧❡ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s
❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ✐❧❧✉str❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ s✉♣é✲
r✐❡✉rs ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧és✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠❡♥t✐♦♥♥❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r
❍✉r❡✇✐❝③ ❛✉ s✉❥❡t ❞❡ ❧✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞❡s s♣❤èr❡s✳ ❆✐♥s✐ ❛✲t✲✐❧ ét❛❜❧✐ ✿
✕ πn(Sm) = 0 ♣♦✉r n < m ❀
✕ πn(S1) = 0 ♣♦✉r n ≥ 2 ❀
✕ πn(Sn) ∼= Z ♣♦✉r n ≥ 1 ❀
✕ πn(S3) ∼= πn(S2) ♣♦✉r n ≥ 3✱ ❛✈❡❝ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r π3(S3) ∼= π3(S2) ∼= Z✳
■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s ❞❡r♥✐❡rs ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s rés✉❧t❡♥t ❞❡ t❤é♦rè♠❡s ♣❧✉s
❣é♥ér❛✉① r❡❧✐❛♥t ❧✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞❡ G✱ H ❡t
G
H
✱ ♦ù H ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❢❡r♠é
❞✉ ❣r♦✉♣❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ G✳ ❈❡s t❤é♦rè♠❡s ❧❛✐ss❡♥t ❞♦♥❝ ❛✉❣✉r❡r ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té
❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞✬♦❜❥❡ts ❛✉tr❡s q✉❡ ❧❡s s♣❤èr❡s✳
▼❛✐s ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ π3(S2) ∼= Z ✐❧❧✉str❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡s
❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❡♥ ❡✛❡t ❞✬✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❢♦✉r✲
♥✐❡ ♣❛r ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ S2
❡st tr✐✈✐❛❧✳ ❊♥ ♦✉tr❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ❡st ✉♥❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡✱ ❞❛♥s ❧❡
s❡✉❧ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✱ ❞✬✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✹✷ ❛♥tér✐❡✉r❡ ❞❡ ❍♦♣❢
s❡❧♦♥ ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ ❝❧❛ss❡s✱ ♠♦❞✉❧♦ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✱
❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❞❡ S3 ❞❛♥s S2✳ ❍♦♣❢ ❛✈❛✐t ❡✉ ❜❡s♦✐♥✱ ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r
❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ❞✬✉♥❡ ét✉❞❡ ❛ss❡③ ♣♦✉ssé❡ ✕ ❛✈❡❝ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♥♦♥ ❤♦♠♦t♦♣❡ à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ✕
❛❝❝♦♠♣❛❣♥é❡ ❞❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t✹✸✳ ❱✐❛ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡✱
❍✉r❡✇✐❝③ r❡tr♦✉✈❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❍♦♣❢ ❛✈❡❝ ♠♦✐♥s ❞✬❡✛♦rt ❡t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❜s✲
tr❛✐t❡ ❀ s❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ♠❛✐s ✐❧ ♦❜t✐❡♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❝♦♠♠❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥str✉✐t❡
♣❛r ❍♦♣❢ ❡♥❣❡♥❞r❡ π3(S2)✳
▲❡s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ♣rés❡♥tés ♣❛r ❍✉r❡✇✐❝③ s✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡
❞❡s s♣❤èr❡s ♠♦♥tr❡♥t ❞♦♥❝ q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦✲
t♦♣✐❡ s✉♣ér✐❡✉rs✱ q✉❡ ❝❡s ❣r♦✉♣❡s s♦♥t ♣♦rt❡✉rs ❞✬✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r❢♦✐s ♥♦♥
❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✱ ❡t q✉✬✐❧s ♣❡✉✈❡♥t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
✹✷❈❢✳ ✏❙❛t③ ■✑ ❞❡ ❬✶✶✾❪✳
✹✸❖♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❞❛♥s ❬✶✾✹❪ ✉♥ ❛♣❡rç✉ ❞❡ ❧❛ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❤✐st♦r✐q✉❡ ❛②❛♥t ♠❡♥é ❍♦♣❢ à
❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❀ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ tr♦✉✈❡ s❛ s♦✉r❝❡ ❝❤❡③ ❈❧✐✛♦r❞ ❡t ❑❧❡✐♥✳
✶✺✻
❛❜str❛✐t❡ ✉♥ rés✉❧t❛t ❡①✐st❛♥t✱ ❝❡ q✉✐ ❧❛✐ss❡ ✐♠❛❣✐♥❡r q✉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❤♦s❡ ❡st
♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❞✬❛✉tr❡s rés✉❧t❛ts✱ ✈♦✐r❡ q✉❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ét❛❜❧✐s✳
▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ♣❛♣✐❡r ❞❡ ❍✉r❡✇✐❝③ tr❛✐t❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡
❞❛♥s ❧✬♦♣t✐q✉❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ét✉❞❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❡t ❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳
❇✐❡♥ sûr✱ ❡t ❝✬❡st ❝❡ q✉✐ ❢❛✐t ❧✬✐♥térêt ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡✱ ❧✬❤♦♠♦t♦♣✐❡
♥✬❡st ♣❛s ré❞✉❝t✐❜❧❡ à ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳ ▼❛✐s ✐❧ ❡①✐st❡ ♥é❛♥♠♦✐♥s ✉♥ ❧✐❡♥ ❢♦rt ❡♥tr❡
❝❡s ❞❡✉① ❝♦♥❝❡♣ts q✉✐ ♦✉✈r❡ ❧❛ ✈♦✐❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s s✉r ❧✬✉♥
♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳ ❆ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s r❡♣r♦❞✉✐s♦♥s ❧❡s ❞❡✉① ♣r♦♣♦✲
s✐t✐♦♥s r❡t❡♥✉❡s ♣❛r ❙♦❧♦♠♦♥ ▲❡❢s❝❤❡t③ ❞❛♥s s♦♥ ❤♦♠♠❛❣❡ à ❍✉r❡✇✐❝③✹✹✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ s✬é♥♦♥❝❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
■✳ ❙✐ ❧❡s n− 1 ✭n ≥ 2✮ ♣r❡♠✐❡rs ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❡t
❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥tr❛❝t✐❧❡ s♦♥t tr✐✈✐❛✉①✱ ❛❧♦rs s♦♥ n✲✐è♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡
❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à s♦♥ n✲✐è♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳
❉✐t ❛✉tr❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❛s♣❤ér✐q✉❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1 à n − 1✱ ❧❡s
❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❡t ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s✳
▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉① ❡s♣❛❝❡s ❝♦♥tr❛❝t✐❧❡s ✭✐✳❡✳ ❞é❢♦r✲
♠❛❜❧❡s ❝♦♥t✐♥û♠❡♥t✱ ❡♥ ❡✉①✲♠ê♠❡s✱ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t✮✳ ❍✉r❡✇✐❝③ ❛ ét❛❜❧✐ ❞❛♥s ❧❛
♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ s♦♥ ❛rt✐❝❧❡ q✉✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❝♦♠♣❛❝t ✭❝♦♥♥❡①❡ ❡t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t
❝♦♥tr❛❝t✐❧❡✮ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ❡st ❝♦♥tr❛❝t✐❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ s❡s n ♣r❡♠✐❡rs
❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ s♦♥t tr✐✈✐❛✉①✳ ❈♦♠♠❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♥♦té❡
■✱ ❍✉r❡✇✐❝③ ♦❜t✐❡♥t ✿
■■✹✺✳ ❯♥ ♣♦❧②è❞r❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❡st ❝♦♥tr❛❝t✐❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ s♦♥ ❣r♦✉♣❡
❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡t s❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡♥ t♦✉t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s♦♥t tr✐✈✐❛✉①✳
❉✐t ❛✉tr❡♠❡♥t✱ ✉♥ ♣♦❧②è❞r❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❡st ❝♦♥tr❛❝t✐❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧ ❡st
s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡ ❡t ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❡♥ t♦✉t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✹✻✳
◆♦✉s ♥✬❡♥ ❞✐r♦♥s ♣❛s ♣❧✉s s✉r ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❍✉r❡✇✐❝③ ❝❛r ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡
♠❛tér✐❡❧ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❛❜♦r❞❡r ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❍♦♣❢✳ ■❧ ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t à ♥♦t❡r
q✉❡ ❧❡s ♣❛rt✐❡s ■■■ ❡t ■❱ ❞❡ ❬✶✷✾❪ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s
❞❡ ♣r❡♠✐❡r ♣❧❛♥✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✬t②♣❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡✬ ♦✉
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡✈êt❡♠❡♥ts ✉♥✐✈❡rs❡❧s ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✳
✹✹❈❢✳ ❬✶✹✻❪✱ ♣✳ ✼✾✳
✹✺❈❡tt❡ ♥✉♠ér♦t❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❧✬♦r✐❣✐♥❛❧❡✳
✹✻◗✉❡❧q✉❡s ♣ré❝✐s✐♦♥s t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐q✉❡s ✿ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞♦♥t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧
❡st tr✐✈✐❛❧ ❡st ❞✐t ✏s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡✑✳ ❯♥ ❡s♣❛❝❡ ❞♦♥t ❧❡ n✲✐è♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡
❡st tr✐✈✐❛❧ ❡st ❞✐t ✏❛s♣❤ér✐q✉❡✑ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n t❛♥❞✐s q✉✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞♦♥t ❧❡ n✲✐è♠❡ ❣r♦✉♣❡
❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡st tr✐✈✐❛❧ ❡st ❞✐t ✏❛❝②❝❧✐q✉❡✑ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n✳
✶✺✼
✻✳✷ ▲✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❍♦♣❢
▲✬✐♥t✐t✉❧é ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✷✶❪ ❞❡ ❍♦♣❢ ♠ê❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡t ❞❡✉①✐è♠❡
❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✹✼✳ ❆✉❝✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ♦❜❥❡ts ♥✬ét❛✐t ❛❧♦rs
❝♦♥♥✉❡✳ P♦✉r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ s♦♥ rés✉❧t❛t✱ ❍♦♣❢ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡ ❞❡ r❛♣♣❡❧❡r ❧❡ ❧✐❡♥
❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ ❡♥tr❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ✭❧❡
s❡❝♦♥❞ ❡st ❧✬❛❜é❧✐❛♥✐sé ❞✉ ♣r❡♠✐❡r✮✱ ❝❡ q✉✐ s❡♠❜❧❡ ❧✉✐ s✉✣r❡ à ❥✉st✐✜❡r q✉❡
❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ét❛❜❧✐r ✉♥ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡t ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡
❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳ ❯♥❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❬✶✷✵❪ ❀
✐❧ ② s♦✉❧✐❣♥❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞✬✉♥ ♣♦❧②è❞r❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❡t s❡s
❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r❡ à ✷ s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥✲
❞❛♥ts✱ ❛✉ s❡♥s ♦ù ❞❡✉① ♣♦❧②è❞r❡s ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r ♠ê♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧
s❛♥s q✉❡ ❧❡✉rs ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡ ♥❡ s♦✐❡♥t ✐❞❡♥✲
t✐q✉❡s✹✽ ✭♠ê♠❡ à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣rès✱ é✈✐❞❡♠♠❡♥t✮✳ ❆✈❡❝ ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛❝q✉✐❡rt ✉♥❡ ❧é❣✐t✐♠✐té s✉♣ér✐❡✉r❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥
❧✐❡♥ s✐♠♣❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡t
✉♥❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡t ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ à
♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✸✳ ■❧ ❢❛✉t ♣♦✉✈♦✐r s❡ ♣r♦♥♦♥❝❡r s✉r ❝❡tt❡ ❧❛❝✉♥❡ q✉❡
❝♦♥st✐t✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷✳ ▲❛ r❛✐s♦♥ q✉✐ ❛ ♣♦✉ssé ❍♦♣❢ à ét✉❞✐❡r ❧❛ q✉❡st✐♦♥
s❡♠❜❧❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t rés✉♠é❡ ♣❛r ❧❛ ♣❤r❛s❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ▼❛✐s✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s
❛❧❧♦♥s ❧❡ ✈♦✐r✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❡t s❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞é♣❛ss❡♥t ❞❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❧❡ ❢❛✐t
❞❡ ❝♦♠❜❧❡r ✉♥❡ ❧❛❝✉♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳
❉❛♥s ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ q✉❡ ❢❛✐t ❍♦♣❢ ❞❡ s♦♥ rés✉❧t❛t ❡st ♠✐s ❧✬❛❝❝❡♥t s✉r
s♦♥ ❝❛r❛❝tèr❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❀ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ♥❡ ✈✐❡♥t q✉✬❡♥ s❡❝♦♥❞✳
❊♥ s✉❜st❛♥❝❡ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ❧❡
❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❞❡s ♣♦❧②è❞r❡s ❝♦♥♥❡①❡s ❛②❛♥t ❞❡s
❞❡✉①✐è♠❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✐st✐♥❝ts ♣❡✉✈❡♥t ♥é❛♥♠♦✐♥s ❛✈♦✐r ❧❡ ♠ê♠❡
❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✳ ❈❡❧❛ ❞✐t✱
✏❏❡❞❡r ●r✉♣♣❡ G ✐st ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤❡♥ Pr♦③❡ß ❡✐♥❡
❆❜❡❧s❝❤❡ ●r✉♣♣❡ G∗1 ③✉❣❡♦r❞♥❡t✱ ❞✐❡ ✐♠ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ♥✐❝❤t ❞✐❡ ◆✉❧❧❣r✉♣♣❡
✐st ❀ ✇❡♥♥ G ❞✐❡ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❣r✉♣♣❡ ❡✐♥❡s ❑♦♠♣❧❡①❡s K ✉♥❞ ✇❡♥♥ S2 ❞✐❡
❯♥t❡r❣r✉♣♣❡ ✈♦♥ B2 ✐st✱ ❞✐❡ ❛✉s ❞❡♥❥❡♥✐❣❡♥ ❍♦♠♦❧♦❣✐❡❦❧❛ss❡♥ ❜❡st❡❤t✱ ✇❡❧❝❤❡
✹✼❍♦♣❢ ❞és✐❣♥❡ t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ♣❛r ✏❇❡tt✐s❝❤❡ ●r✉♣♣❡✑ ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s
✏❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✑✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❍♦♣❢ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡♥t✐❡rs
❡t ✐❧ s❡♠❜❧❡ ✭❝❢✳ ♣r❡♠✐èr❡ ♥♦t❡ ❞❡ ❜❛s ❞❡ ♣❛❣❡ ❞❡ ❬✶✷✵❪✮ ♣ré❢ér❡r ✉t✐❧✐s❡r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✏❣r♦✉♣❡
❞❡ ❇❡tt✐✑ ♣♦✉r ✏❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡♥t✐❡rs✑✳
✹✽❊♥ ❢❛✐t✱ ❍♦♣❢ s❛✐t ♠ê♠❡ q✉✬ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❣r♦✉♣❡ G ❡t ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ B q✉❡❧✲
❝♦♥q✉❡s✱ s✐ ❧✬♦♥ ✜①❡ n✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣♦❧②è❞r❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ G ❡t ❞❡ ❣r♦✉♣❡
❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ✐s♦♠♦r♣❤❡ à B✳
✶✺✽
st❡t✐❣❡ ❇✐❧❞❡r ✈♦♥ ❑✉❣❡❧✢ä❝❤❡♥ ❡♥t❤❛❧t❡♥✱ s♦ ✐st
B2
S2
≃ G∗1.′′✹✾
▲❡ ♣♦✐♥t ♠✐s ❡♥ ❛✈❛♥t ♣❛r ❍❡✐♥③ ❍♦♣❢ ❡st✱ s✐ ❧✬♦♥ tr❛❞✉✐t✱ q✉✬✏à t♦✉t ❣r♦✉♣❡
♣❡✉t êtr❡ ❛✛❡❝té ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ♣❛r ✉♥ ♣r♦❝é❞é ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞ét❡r♠✐♥é✑✳
■❧ ♣rés❡♥t❡ ❞♦♥❝ ❛✈❛♥t t♦✉t ✉♥ rés✉❧t❛t ❛❧❣é❜r✐q✉❡✱ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ✉♥ ♣r♦❝é❞é
❛❧❣é❜r✐q✉❡✳ ❈❡ ♥✬❡st q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡♠♣s q✉✬❡st ♣ré❝✐sé ❧❡ ❢❛✐t q✉❡
❝❡ rés✉❧t❛t ♣❡✉t êtr❡ ✐♥t❡r♣rété t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t✳ ◗✉❡ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡
❡st ♣r✐✈✐❧é❣✐é ❛✉ ❝❛r❛❝tèr❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡✈✐❡♥❞r❛ ❡♥❝♦r❡ ❜✐❡♥ ♣❧✉s ♠❛♥✐❢❡st❡
❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣❡♥❝❤❡r♦♥s s✉r ❧❡ ❝÷✉r ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡✳
▲✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ é♥✉♠èr❡ ❡♥s✉✐t❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ❞✉
r❛♣♣♦rt ét❛❜❧✐ ❡♥tr❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡t ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦✲
❣✐❡✳ ▲❛ ❞✐s♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❡st ❢r❛♣♣❛♥t❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧é❣✐t✐♠✐té ❞❡ ❧❛
q✉❡st✐♦♥ ❡t ❧✬✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐té ❞✬② ❛✈♦✐r ré♣♦♥❞✉ ❀ q✉❛tr❡ ❧✐❣♥❡s ❝♦♥tr❡
✉♥❡ ♣❛❣❡ ❡t ❞❡♠✐ ✦ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❡st ♠✐s ❡♥ ❛✈❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡
❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ✭q✉✐ s✬❛✈èr❡ êtr❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✮ ♣♦✉r ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦✲
♠♦❧♦❣✐❡ ❞✬✉♥ ♣♦❧②è❞r❡ ✿ ✐❧ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❡ G∗1✳ ❱✐❡♥♥❡♥t ❡♥s✉✐t❡
q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝②❝❧❡s✱ ❞♦♥t ♥♦✉s ♥❡
♣❛r❧❡r♦♥s ♣❛s ✐❝✐✳
▼❛✐s✱ s✉rt♦✉t✱ ❍♦♣❢ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♠♦✐t✐é ❞❡ s♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r
❞✐s❝✉t❡r ❞✉ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡t rés✉❧t❛ts ❞❡ s♦♥ ♣❛♣✐❡r ❡t ❧❡s t❤é♦r✐❡s
❝♦♥♥❡①❡s✳ ❊♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✱ ✐❧ ♥♦t❡ ❧✬✉t✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥
❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞ér✐✈é s✉♣ér✐❡✉r ✭✏❤ö❤❡r❡♥ ❑♦♠♠✉t❛t♦r❣r✉♣♣❡♥✑✮ ❡t ❧❡ ❢❛✐t r❡♠❛r✲
q✉❛❜❧❡ q✉❡ s❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ G∗1 ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡
q✉♦t✐❡♥t ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❧✐❜r❡✺✵ q✉❡ ❧✬♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ♣♦✉r G✳ ■❧ r❡✈✐❡♥t ♣♦✉r ✜♥✐r
❛✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ s❡s rés✉❧t❛ts✳ ■❧ s♦✉❧✐❣♥❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡
✹✾✏❆ t♦✉t ❣r♦✉♣❡ G ❡st ❛✛❡❝té✱ ♣❛r ✉♥ ♣r♦❝é❞é ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞ét❡r♠✐♥é✱ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥
G∗1✱ q✉✐ ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♥♦♥ ♥✉❧ ❀ s✐ G ❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ K ❡t s✐
S2 ❡st ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ B2 ❝♦♥s✐st❛♥t ❡♥ ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ✐♠❛❣❡s
❝♦♥t✐♥✉❡s ❞❡ s♣❤èr❡s✱ ❛❧♦rs
B2
S2
≃ G∗1.✑
✺✵▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ G✱ ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥♥❛ît ❞❡s é❧é♠❡♥ts gi✱ i ∈ I ❡♥✲
❣❡♥❞r❛♥t G✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❧✐❜r❡ F ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r fi✱ i ∈ I✳ ❈❡ ❣r♦✉♣❡ ❡st
♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦ts q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❢♦r♠❡r à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s s②♠❜♦❧❡s fi ❡t ❧❡✉rs
✐♥✈❡rs❡s f−1i ✱ ❛✈❡❝ ❧❡s rè❣❧❡s é✈✐❞❡♥t❡s ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❖♥ ② ❛❥♦✉t❡ ❧❡ ♠♦t ✈✐❞❡✱ e✱ q✉✐ ❥♦✉❡
❧❡ rô❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡✳ ❖♥ ❛ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ s✉r❥❡❝t✐❢ ❞❡ F ❞❛♥s G ❝♦♥s✐st❛♥t à ❡♥✈♦②❡r
❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs fi s✉r ❧❡s gi✳ ▼❛✐s✱ à ♣❛rt s✐ G ❡st ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❧✐❜r❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s
❡♥tr❡ ❧❡s gi ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ G ❡st ❛❜é❧✐❡♥✱ ♦♥ ❛ ♥♦t❛♠♠❡♥t gigj = gjgi, ∀i, j ∈ I✱ r❡❧❛t✐♦♥
q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❡♥❝♦r❡ é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ gigjg−1i g
−1
j = e✮✳ ❈❡s r❡❧❛t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡
❞é✜♥✐r ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ R ❞❡ F ✿ s✐ ❧✬♦♥ r❡♣r❡♥❞ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♦ù G ❡st ❛❜é❧✐❡♥✱
✶✺✾
❧✐❡♥ ❢♦rt ❡♥tr❡ s❡s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ❡t ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❍✉r❡✇✐❝③ s✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦✲
♠♦t♦♣✐❡ s✉♣ér✐❡✉rs ♠❛✐s✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t✉é❡ ♣❛r ❍♦♣❢✱ ♦♥
♣❡✉t ♣❡♥s❡r q✉✬✐❧ ❛ ✐❞❡♥t✐✜é ❝❡ ❧✐❡♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✱ q✉✬✐❧ ♥✬❛ ♣❛s été ✉♥❡ s♦✉r❝❡
❞✬✐♥s♣✐r❛t✐♦♥✱ ❛✉ ♠♦✐♥s ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s s❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s✳ ◆♦✉s r❡✈✐❡♥❞r♦♥s
s✉r ❝❡ ♣♦✐♥t ♣❧✉s t❛r❞✱ à ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✷✶❪✳
❈❡ ❧✐❡♥ ❡st ❛ss❡③ é✈✐❞❡♥t ❝❛r ❝❤❡③ ❍♦♣❢✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① s✉r
❧✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❍✉r❡✇✐❝③✱ ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❞❡ s♣❤èr❡s ♦♥t ✉♥
rô❧❡ ♣ré❞♦♠✐♥❛♥t✳ ❍♦♣❢ ❝ré❡ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ♣♦✉r ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❧❡ t❡r♠❡ ✏❑✉❣❡❧❜✐❧❞✑✺✶✳
▲❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❬✶✷✶❪ ♣♦s❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❡t ❞❡
❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s✳ ◆♦✉s ② r❡✈✐❡♥❞r♦♥s ♣❧✉s t❛r❞✳
✻✳✷✳✶ ❯♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡
❉❛♥s ❬✶✷✶❪✱ ❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥ s✉✐ss❡ ❞é❞✐❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ à ✉♥❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❡t ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡✱ ✐♥t✐t✉❧é ✏❍♦♠♦t♦♣✐❡✲
❘ä♥❞❡r✱ ❑✉❣❡❧❜✐❧❞❡r ✉♥❞ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❣r✉♣♣❡✑✱ à ❞❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s t♦♣♦✲
❧♦❣✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ❥✉❣❡♦♥s q✉❡ ❍♦♣❢ ❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛❜❧❡♠❡♥t ❞✬❛❜♦r❞ ♠❡♥é ❞❡s ✐♥✲
✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ❞❡ ♥❛t✉r❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❛✈❛♥t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❧✬✉t✐❧✐té ❡t ❧❛ ♣♦rté❡ ❞❡
❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ♣✉r❡♠❡♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ✐♥s♣✐ré❡s ♣❛r ❝❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❧❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ ❍♦♣❢ ♠è♥❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t à ❧✬ét✉❞❡ ❛❧❣é✲
❜r✐q✉❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬✐♥✈❡rs❡ s❡♠❜❧❡ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ à ❥✉st✐✜❡r ❝❛r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❡st ❛ss❡③ ❧♦♥❣✉❡ ❡t ❝♦♠♣❧❡①❡ t♦✉t ❡♥ ♥✬❛✣❝❤❛♥t ❛✉❝✉♥
❜✉t ❝❧❛✐r✳ ◗✉✐ ♣❧✉s ❡st✱ ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛❞♦♣té❡ ♣❛r ❍♦♣❢ ❞❛♥s ❧❡ rés✉♠é ❡♥✲
✈♦②é ❡♥ ♠❛✐ ✶✾✹✵ ✕ ❞♦♥❝ ♣❧✉s ❞✬✉♥ ❛♥ ❛✈❛♥t ❧❛ s♦✉♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❛✉①
❈♦♠♠❡♥t❛r✐✐ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝✐ ❍❡❧✈❡t✐❝✐ ✕ ❛✉ ❝♦♠✐té é❞✐t♦r✐❛❧ ❞❡ ❧❛ ❈♦♥❢ér❡♥❝❡
❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞✉ ▼✐❝❤✐❣❛♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ♣rés❡♥t❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts t♦♣♦❧♦✲
❣✐q✉❡s✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ✐♥térêt ❧❡ ❢❛✐t q✉❡✱ ✈♦✉❧❛♥t ♣ré❝✐s❡r ❞❛♥s
s♦♥ rés✉♠é ❧❡s ✐❞é❡s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❧✬❛②❛♥t ♠❡♥é à s❡s rés✉❧t❛ts✱
❝✬❡st ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷ ❡t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r r❡♣rés❡♥t❡r t♦✉t 2✲❝②❝❧❡
❝♦♠♠❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐été ♦r✐❡♥t❛❜❧❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷ q✉❡ ❍♦♣❢ ♠❡t
❡♥ ❛✈❛♥t ❀ ❝❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ❧❡s ❛s♣❡❝ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s q✉✐ s❡♠❜❧❡♥t ♣r✐♠❡r✳ ▲✬✐♥✈❡r✲
s✐♦♥ ❡♥tr❡ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡
❞❡ ✶✾✹✷ ♣r♦✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ réé❝r✐t✉r❡✳
R ❝♦♥t✐❡♥❞r❛ t♦✉s ❧❡s fifjf−1i f
−1
j ✳ ❊t ❧❡ q✉♦t✐❡♥t ❞❡ F ♣❛r R ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à G✳ ❈❡tt❡
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❡st ❧❛ str✐❝t❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❣é♥ér❛t❡✉rs ❡t r❡❧❛t✐♦♥s✳ ❊t ❡❧❧❡
❞é♣❡♥❞ ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t❡✉rs gi q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❝❤♦✐s✐ ❛✉ ❞é♣❛rt✳
✺✶❚❡r♠❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t tr❛❞✉✐r❡ ♣❛r ✏✐♠❛❣❡ ❞❡ s♣❤èr❡✑✳ ▲❡ t❡r♠❡ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ♥✬❛♣♣❛r❛ît
♣❛s ❝❤❡③ ❍✉r❡✇✐❝③✱ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ❞❛♥s ❬✶✷✾❪ ♦✉ ❬✶✸✵❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s
❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞❡ ❷❡❝❤ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❞❡ s♣❤èr❡ ❡t ❞❛♥s ❬✶✸✵❪✱ ❍✉r❡✇✐❝③
❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❞✬✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n−1✱ ❞♦♥t ❧❡ ❜♦r❞ ❡st ❡♥✈♦②é s✉r
✉♥ ♠ê♠❡ ♣♦✐♥t ✭✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❞♦♥t ❧❡ ❜♦r❞ ❡st ✐❞❡♥t✐✜é à ✉♥ ♣♦✐♥t ❡st ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥❡
s♣❤èr❡✮✳
✶✻✵
▲❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♥♦✉s s❡♠❜❧❡♥t r❡♥❞r❡ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡
♣rés❡♥t❡r ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❍♦♣❢✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❛♥s
✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡♠♣s s❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✳ ❙✐ ♥♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❡st ♠♦✐♥s ❛❜str❛✐t❡ ❡t ❜✐❡♥ ♣❧✉s ♣❛r❧❛♥t❡ q✉❡ s❛
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✱ ❡t q✉✬✐❧ s❡♠❜❧❡ ♣❧✉s ♣❡rt✐♥❡♥t✱ ❞❛♥s ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❧❛
❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❧❡❝t❡✉r✱ ❞❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ❡❧❧❡✱ ♥♦✉s ♣❡♥s♦♥s ❛✈♦✐r r❡♥❞✉
❧é❣✐t✐♠❡ ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s✳
▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❍♦♣❢ ❛✐t ❞✬❛❜♦r❞ ♣rés❡♥té ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣✉r❡♠❡♥t ❛❧❣é✲
❜r✐q✉❡ ❛✈❛♥t ❞❡ ❞é❜❛ttr❡ ❞❡ q✉❡st✐♦♥s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ♣❡✉t s✬❡①♣❧✐q✉❡r ♣❛r ❧❛
✈♦❧♦♥té ❞❡ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ❡t ❞❡ rés✉❧t❛ts ❛❜str❛✐ts ❡t ❧❡s ♣❧✉s ❣é♥é✲
r❛✉① ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❈❡tt❡ ❛tt✐t✉❞❡ ❡st ❝♦♥❢♦r♠❡ à ❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ✈♦✉❧✉❡ ❡♥ t♦✉t❡
❝✐r❝♦♥st❛♥❝❡ ♣❛r ❊♠♠② ◆♦❡t❤❡r✱ ❡t s❡ r❡tr♦✉✈❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡
❬✶✶✽❪ ❞❡ ❍♦♣❢ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳
❍♦♣❢ tr❛✈❛✐❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s s✐♠♣❧✐❝✐❛✉①✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s
❧✬❛✈♦♥s ❞é❥à ✈✉ ❛✉♣❛r❛✈❛♥t✱ ❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s s♦♥t ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ s✐♠♣❧❡①❡s✱ ❧❡s
s✐♠♣❧❡①❡s ét❛♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts ❣é♦♠étr✐q✉❡s✳ ❙✐ K ❡st ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ K ❡st ❧✬♦❜❥❡t
❣é♦♠étr✐q✉❡✱ ❞✐t ✏♣♦❧②è❞r❡✑✱ ❝♦♥s✐st❛♥t ❡♥ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t
à ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❞❡s s✐♠♣❧❡①❡s ❞❡ K✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡ ❍♦♣❢ ♣♦rt❛♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t
s✉r ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s 1 ❡t 2✱ s♦♥ ❛tt❡♥t✐♦♥ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡ s✉r ❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s K1 ❡t
K2✱ ❢♦r♠és ❞❡s s✐♠♣❧❡①❡s ❞❡ K ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à 1✱ r❡s♣✳ 2✱ ❛✐♥s✐ q✉❡
❧❡s ♣♦❧②è❞r❡s ❛ss♦❝✐és K1 ❡t K2✳
❙✐ F ❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡ K1✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ s❡s é❧é♠❡♥ts ❡♥✲
❣❡♥❞r❡♥t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ G ❞❡ K✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✈❛❧❛❜❧❡s ❞❛♥s F
❧❡ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s G ♠❛✐s ♣❛r ❝♦♥tr❡ ❝❡rt❛✐♥❡s r❡❧❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t ♥✬êtr❡
✈❛❧❛❜❧❡s q✉❡ ❞❛♥s G✳ ■❧ s❡ ♣❡✉t ❡♥ ❡✛❡t q✉✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ s♦✐t ❤♦♠♦t♦♣❡ à ✉♥
♣♦✐♥t ❞❛♥s K ✕ ✉♥ t❡❧ ❝❤❡♠✐♥ ❡st ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❞é❥à ❝♦♥tr❛❝t✐❧❡ ❞❛♥s K2 ✕ s❛♥s
❧✬êtr❡ ❞❛♥s K1 ❀ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s s✐ ❝❡ ❝❤❡♠✐♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✺✷ ❛✉ ❜♦r❞ ❞✬✉♥ 2✲s✐♠♣❧❡①❡
❞❡ K✳
❍♦♣❢ s✉♣♣♦s❡ K ❝♦♥♥❡①❡ ❡t ♥♦♠♠❡ O ❧❡ ♣♦✐♥t ♣r✐s ♣♦✉r ❜❛s❡ ❞❡s ❧❛❝❡ts✳
▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ F r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ❞❡s ❧❛❝❡ts ❞❡ K1 ❤♦♠♦t♦♣❡s à ✉♥ ♣♦✐♥t
❞❛♥sK ✕ ♦✉✱ ❝❡ q✉✐ s✉✣t✱ ❞❛♥sK2 ✕ ❢♦r♠❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ R✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r
q✉❡ R ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✐st✐♥❣✉é ❞❡ F✳ ❈❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❞♦♥❝ ❧❡s
r❡❧❛t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r G à ♣❛rt✐r ❞❡ F✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ♣ré❝✐sé ♣❧✉s t❛r❞
♣❛r ❍♦♣❢✱ ✉♥ rés✉❧t❛t ❡ss❡♥t✐❡❧ ♣♦✉r s♦♥ ét✉❞❡ ❡st q✉❡✱ ❞❛♥s s♦♥ ❝♦♥t❡①t❡✱ F
❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❧✐❜r❡✳ ▲❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ F ❡t ❞❡ R ❝♦♥st✐t✉❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥
♣❛r ❣é♥ér❛t❡✉rs ❡t r❡❧❛t✐♦♥s ❞✉ ❣r♦✉♣❡ G✳
✺✷▲❡ ❜♦r❞ ❞✬✉♥ s✐♠♣❧❡①❡ ❡st ❧✉✐✲♠ê♠❡ ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡t ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣❛s êtr❡ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥✱
q✉✐ ❡st ❧✉✐ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts✳ ❖♥ ❡♠♣❧♦✐❡r❛ s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ t❡r♠❡ ✏❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡✑
♣♦✉r r❡❧✐❡r ❧❡s s✐♠♣❧❡①❡s ♦✉ ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡ K ❛✈❡❝ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ K q✉✬✐❧s ❞é✜♥✐ss❡♥t✳
✶✻✶
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞✐t q✉❡ s✐ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❜♦r❞ ❞✬✉♥ 2✲s✐♠♣❧❡①❡ ❞❡
K✱ ✐❧ ❡st ❝♦♥tr❛❝t✐❧❡ ❞❛♥s K✳ ❈❡tt❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ✉♥❡ ❢♦✐s ♣ré❝✐sé❡✱ ♦✛r❡ ✉♥
❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ F ❡t ❧❡s 2✲s✐♠♣❧❡①❡s✳ ❉❛♥s ❬✷✹✹❪✱ ❍❛ss❧❡r ❲❤✐t♥❡②
❛ ❞✐s❝✉té ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❡t ❛ ❡ss❛②é ❞❡ ❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧❡s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s
❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✏♥❛t✉r❡❧❧❡✑✺✸✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s r❡♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s
✐❞é❡s ❞❡ ❲❤✐t♥❡② ❝❛r ❡❧❧❡s ♦♥t ✉♥ ✐♥térêt ♣é❞❛❣♦❣✐q✉❡ ✐♥❞é♥✐❛❜❧❡ ❡t ❞♦♥♥❡♥t
❧❛ ✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r s✉r ❧❡ s✉❥❡t✳ ■❧ ❡st ❜✐❡♥ sûr ❞✐✣❝✐❧❡
❞✬é✈❛❧✉❡r à q✉❡❧ ♣♦✐♥t ❝❡s ✐❞é❡s s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❍♦♣❢ ♠❛✐s ❧❡✉r
s✐♠♣❧✐❝✐té ❡t ❧✬✉s❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❝r✉❝✐❛❧❡ ❞❡ ❜♦r❞ ❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✱
❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❡ ❧❛ ✏❜♦✉❝❧❡✑ ✭✏❙❝❤❧❡✐❢❡✑✮ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❍♦♣❢✱ ♥♦✉s ❧❛✐ss❡♥t ♣❡♥s❡r
q✉✬❡❧❧❡s ♥✬❡♥ s♦♥t ♣❛s très é❧♦✐❣♥é❡s✳
▲❛ q✉❡st✐♦♥ ♥✬❡st ❞❡ t♦✉t❡ ❢❛ç♦♥ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞❡ s❛✈♦✐r à q✉❡❧ ♣♦✐♥t
❧❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❲❤✐t♥❡② ❛❞❤èr❡♥t à ❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ❞❡ ❍♦♣❢✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡
❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❲❤✐t♥❡② ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✏r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✑✳ ■❧ s✬❛❣✐t
❞✬✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❧✬❤✐st♦✐r❡ ✐♥t❡r♥❡ ✈✐s❛♥t à ② ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡
r❛t✐♦♥❛❧✐té q✉✐ r❡ç♦✐✈❡ ✉♥ ❛ss❡♥t✐♠❡♥t ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té
s❝✐❡♥t✐✜q✉❡✳ ❈❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ s❡ ❤❡✉rt❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ à ❞❡s ❛♥♦♠❛❧✐❡s✺✹✱ ♣r♦✈❡✲
♥❛♥t ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❞❡ ❝❡ q✉❡ t♦✉t ❤♦♠♠❡ ❞❡ s❝✐❡♥❝❡ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs✳
❈✬❡st ❛❧♦rs ✉♥ tr❛✈❛✐❧ s✉r ❧✬❤✐st♦✐r❡ ❡①t❡r♥❡ q✉✐ ♣❡✉t s❡ ❝❤❛r❣❡r ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r
❝❡s ❛♥♦♠❛❧✐❡s ❀ ❞❛♥s ❬✷✹✹❪✱ ❲❤✐t♥❡② ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ❡t ♥♦✉s ♥❡ ❧❡ ❢❡r♦♥s
♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s ❝❛r ❝❡❧❛ ♥♦✉s ❡♥tr❛î♥❡r❛✐t tr♦♣ ❧♦✐♥✺✺✳
Pr❡♥♦♥s ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ r r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ R✳ ▲♦rsq✉✬♦♥ ❞é❢♦r♠❡
❝♦♥t✐♥û♠❡♥t ❝❡ ❝❤❡♠✐♥ ❥✉sq✉✬à ❧❡ ❝♦♥tr❛❝t❡r ❡♥ O✱ ✐❧ ❜❛❧❛✐❡ ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❛♥s
K✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ✐♠♣❧✐q✉és✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r r
❝♦♠♠❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞✬✉♥ ❝❡r❝❧❡ C0✱ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♣♦✐♥t ✜①é Q0 ❞❡ ❝❡ ❝❡r❝❧❡
ét❛♥t ❡♥✈♦②é s✉r O✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡♥s✉✐t❡ ♦♣ér❡r ✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ C0✱
♣❛r❛♠étré❡ ♣❛r t ❞❛♥s [0, 1]✱ ❝♦♥s✐st❛♥t à ❝♦♥tr❛❝t❡r C0 ❡♥ ❞❡s ❝❡r❝❧❡s Ct ❞❡
♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ♣❡t✐ts ❡t t❛♥❣❡♥ts à C0 ❡♥ Q0✳ ❆ ❧❛ ✜♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✱ ❧♦rsq✉❡
t = 1 ❡t C1 = {Q0}✱ ❧❡s ❝❡r❝❧❡s Ct ♦♥t ❜❛❧❛②é ❧✬✐♥té❣r❛❧✐té ❞✉ ❞✐sq✉❡ D ❜♦r❞é
♣❛r C0✳ ❆✐♥s✐ ❧❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ r ❡♥ O r❡✈✐❡♥t à s❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❝♦♥t✐♥✉❡ ❞✉ ❞✐sq✉❡ D ❞❡ ❜♦r❞ C0 ❞❛♥s K ✭r❡str❡✐♥❞r❡ ❧❡ ❜✉t à K2 s✉✣t
❞✬❛✐❧❧❡✉rs✮✳
❈❡tt❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❲❤✐t♥❡② ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♣❛r
❍♦♣❢ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✏❜♦r❞ ❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡✑✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ 2✲❝❡❧❧✉❧❡ E✱
✺✸■❧ ♥❡ ❢❛✉t ✈♦✐r ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥♥♦t❛t✐♦♥ ❝❛té❣♦r✐❡❧❧❡ ✐❝✐✳ ❲❤✐t♥❡② s✬❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡✛♦r❝é ❞❡
❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❡t ❞❡ ❢❛✐r❡ s✬❡♥❝❤❛î♥❡r ❧❡s ✉♥❡s ❛✉① ❛✉tr❡s
❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡t ♥♦♥ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡✳
✺✹❈❢✳ ❬✶✹✶❪ ♣✳ ✷✸✹✳
✺✺P♦✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❝é❧è❜r❡ ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ♣♦✉rr❛ ❝♦♥s✉❧t❡r
Pr❡✉✈❡s ❡t ❘é❢✉t❛t✐♦♥s ❞❡ ▲❛❦❛t♦s ✭❬✶✹✵❪✮ ❀ s♦♥ ét✉❞❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬❊✉❧❡r ❡t r❡✲
❝♦♥str✉✐t ♥♦t❛♠♠❡♥t ✉♥❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ♣♦❧②è❞r❡✳
✶✻✷
✐✳❡✳ ✉♥ ❞✐sq✉❡ ❢❡r♠é ♦✉ ✉♥ ♦❜❥❡t ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❞✐sq✉❡ ❢❡r♠é✱ ♦r✐❡♥té❡✱
❛♣♣❡❧♦♥s ρ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡ ❜♦r❞ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❡❧❧✉❧❡✱ ♣❛r❝♦✉r✉ ✉♥❡ ❢♦✐s ❞❛♥s
❧❡ s❡♥s ♣♦s✐t✐❢✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ f ❞❡ E ❞❛♥s K t❡❧❧❡ q✉❡
f(ρ) ⊂ K1, f(E) ⊂ K2.
❈❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛ss✉r❡♥t q✉❡ f(E) ❝♦✉✈r❡ ❝❡rt❛✐♥s 2✲s✐♠♣❧❡①❡s ❞❡ K✳ ❚♦✉t
2✲s✐♠♣❧❡①❡ ♦r✐❡♥té yi ❞❡ K ❡st ❞♦♥❝ ❝♦✉✈❡rt ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦✐s ♣❛r
f(E)✱ ❞✐s♦♥s c+i ❢♦✐s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡t c
−
i ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
♣♦s✐t✐✈❡ ❀ ❧❛ q✉❛♥t✐té ci = c+i − c−i ❡st ❧❡ ✏❞❡❣ré✑✺✻ ✭✏❞❡r ●r❛❞✑✮ ❞❡ f ❞❛♥s yi✳
❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐r ❧❛ 2✲❝❤❛î♥❡✺✼ Y = f(E) ✈✐❛ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ Y =
∑
ciyi ❀
f(ρ) = r ❞é❝r✐t ✉♥ ❧❛❝❡t ❞❛♥s K1✳ ❚♦✉t ❧❛❝❡t ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❝❡ ♣r♦❝é❞é ❡st
❛♣♣❡❧é ♣❛r ❍♦♣❢ ✏❜♦r❞ ❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡✺✽ ✭❝♦♥t✐♥✉✺✾✮ ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡
❬❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡❪ ❨✑✳
❆✉ ✈✉ ❞❡ ❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ R ❛❞♠❡t ✉♥ ❜♦r❞ ❤♦✲
♠♦t♦♣✐q✉❡ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❛♥t✳ ❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t t♦✉t ❜♦r❞ ❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡ ♣❡✉t
êtr❡ ❞é❢♦r♠é ❡♥ ✉♥ ❧❛❝❡t r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ R✳ ❈❡❝✐ ❡st rés✉♠é ❞❛♥s
❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ a ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ✭♣✳ ✷✻✼✮ ❀
r ❡st ✉♥ ❜♦r❞ ❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧✬é❧é♠❡♥t r ❞❡ F r❡♣rés❡♥té ♣❛r
r ❛♣♣❛rt✐❡♥t à R✳
❱✉ ❧❡ ❧✐❡♥ ét❛❜❧✐ ❡♥tr❡ ❧❡s ❜♦r❞s ❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡s ❡t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ F✱ ♦♥ ♣❡✉t
❝❤❡r❝❤❡r à tr❛❞✉✐r❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❜♦r❞s ❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡
♣r♦♣r✐étés ❞❛♥s F✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❞✬✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜①é❡ ❡st ♠✉♥✐❡
❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ Y =
∑
ciyi ❡t Y ′ =
∑
c′iyi✱ s♦♥t ❞é✜♥✐s
Y + Y ′ =
∑
(ci + c
′
i)yi ❡t −Y =
∑
(−ci)yi✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
2✲❝❤❛î♥❡s ❞❡ K ❢♦r♠❡ ✉♥ ❣r♦✉♣❡✱ q✉❡ ❍♦♣❢ ♥♦t❡ L2✳ ■❧ ❡st ❛ss❡③ ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r
✭❝❡ q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ d ❞❡ ❍♦♣❢✱ ♣✳ ✷✻✽✮ q✉❡✱ s✐ r1 ❡t r2 s♦♥t ❜♦r❞s
❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡s ❞❡ Y1 ❡t Y2✱ ❛❧♦rs r−11 ❡st ❜♦r❞ ❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡ ❞❡ −Y1 ❡t r1.r2 ❡st
❜♦r❞ ❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡ ❞❡ Y1 + Y2✳
✺✻▲✬✐❞é❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❞❡❣ré t❡❧❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s r❡tr❛♥s❝r✐t❡ ✐❝✐ ❞❡♠❛♥❞❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡
tr❛✈❛✐❧ ♣♦✉r êtr❡ ❞é✜♥✐❡ ♣r♦♣r❡♠❡♥t✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛ ❝♦♥s✉❧t❡r ❬✶✵❪✱ ❝❤❛♣✳ ❳■■ ➓✹ ♣♦✉r ❧❛ ❞é✲
✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❞❡❣ré ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❆❧❡①❛♥❞r♦✛ ❡t ❍♦♣❢ ❞❛♥s ✉♥ ❞❡s ♠❛♥✉❡❧s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❞❡
❧✬é♣♦q✉❡✳ P♦✉r ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♠♦❞❡r♥❡✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♥s✉❧t❡r ❬✶✵✶❪✱ ❝❤❛♣✳ ✷✳✷✳
✺✼❍♦♣❢✱ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❞❛♥s ❬✶✶✽❪✱ ♣❛r❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✳ ▼❛✐s ♣♦✉r ♥❡ ♣❛s ❝ré❡r
♣❧✉s ❞❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡ ✏❝♦♠♣❧❡①❡✑✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧❛ t❡r✲
♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❡♥ ✈✐❣✉❡✉r ❞❡ ✏❝❤❛î♥❡✑✳
✺✽✏❍♦♠♦t♦♣✐❡✲❘❛♥❞✑✳
✺✾❏✉st❡ ❛✈❛♥t✱ ❍♦♣❢ ❞é✜♥✐t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡
❝❡❧❛ r❡✈✐❡♥t ❛✉ ♠ê♠❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❡♥ ✏s✐♠♣❧✐❝✐❛❧✑ ♦✉ ❡♥ ✏❝♦♥t✐♥✉✑✱ ♥♦✉s ♥♦✉s r❡str❡✐♥❞r♦♥s
❛✉ s❡❝♦♥❞ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✳
✶✻✸
❉❡✉① q✉❡st✐♦♥s ❜❛s✐q✉❡s s❡ ♣♦s❡♥t ❢♦r❝é♠❡♥t✳ ❚♦✉t❡ 2✲❝❤❛î♥❡ ❞❡K ❛❞♠❡t✲
❡❧❧❡ ✉♥ ❜♦r❞ ❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡ ❄ ◗✉❡ ❞✐r❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ F r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ❞❡✉①
❜♦r❞s ❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡s ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ❝❤❛î♥❡ ❄ ❍♦♣❢ ré♣♦♥❞ s❛♥s ❞é❧❛✐ à ❝❡s ❞❡✉①
q✉❡st✐♦♥s ❝❛r ❡❧❧❡s s♦♥t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s
♦❜❥❡ts ✐♥tr♦❞✉✐ts✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s s✉✐✈r❡ ❧✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❲❤✐t♥❡②✱ q✉✐ ♥❡ ❢❛✐t q✉❡
r❡♣r❡♥❞r❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❍♦♣❢✱ ❧❡s ❞❡ss✐♥s ❡t q✉❡❧q✉❡s ❞ét❛✐❧s ❡♥ ♣❧✉s✳
❱✉ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♠❡♥t✐♦♥♥é❡s ❝✐✲❞❡ss✉s s✉r ❧❡s ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞s
❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡s✱ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ t♦✉t❡ 2✲❝❤❛î♥❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ yi ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❜♦r❞
❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡ ✐♠♣❧✐q✉❡r❛ ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❤♦s❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ 2✲❝❤❛î♥❡✳ ▲❡s yi ♥❡ s♦♥t
r✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡ q✉❡ ❞❡s 2✲s✐♠♣❧❡①❡s ✭✐✳❡✳ ❞❡s tr✐❛♥❣❧❡s ♣❧❡✐♥s✮ ♦r✐❡♥tés✳ ❙✐ ∂yi
❞és✐❣♥❡ ❧❡ ❧❛❝❡t✱ ✐ss✉ ❞✬✉♥ ❞❡s s♦♠♠❡ts Vi ❞✉ tr✐❛♥❣❧❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉
❜♦r❞ ❞❡ yi ♣❛r❝♦✉r✉ ✉♥❡ ❢♦✐s ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♣♦s✐t✐❢✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ❜♦r❞
❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡ ❞❡ yi ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ r❡❧✐❛♥t O à Vi ✭q✉✐ ❡①✐st❡ ✈✉ q✉❡ K
❡st ❝♦♥♥❡①❡✮✱ ♣✉✐s ❞é❝r✐✈❛♥t ∂yi✱ ❡t r❡✈❡♥❛♥t ❡♥✜♥ ❞❡ Vi à O✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ γi
❧❡ ❝❤❡♠✐♥ r❡❧✐❛♥t O à Vi✱ ❧❡ ❜♦r❞ ❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡ ❞é❝r✐t ❡st ❞♦♥❝ λi = γi∂yiγ−1i ✳
❈❡ ❧❛❝❡t ❡st ❝❡ q✉❡ ❲❤✐t♥❡② ♥♦♠♠❡ ✏❡❧❡♠❡♥t❛r② ❤♦♠♦t♦♣② ❜♦✉♥❞❛r②✑ ✭❝❢✳
❬✷✹✹❪ ♣✳ ✶✸✮ ❡t ❞é❝r✐t ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡✱ ❧❛ ✏❙❝❤❧❡✐❢❡✑ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❍♦♣❢ ♣✳ ✷✻✽✳
❖♥ ♣❡✉t ❞é❢♦r♠❡r ❝♦♥t✐♥û♠❡♥t ❝❡ ❧❛❝❡t ❡♥ ❝♦♠♣r✐♠❛♥t ❞✬❛❜♦r❞ ∂yi ❡♥ Vi ✕
♣r♦❝é❞é ❞✉r❛♥t ❧❡q✉❡❧ yi ❡st ❜❛❧❛②é ✕ ♣✉✐s ❡♥ ❝♦♠♣r✐♠❛♥t ❧❡ ❧❛❝❡t r❡st❛♥t ❡♥
r❛♣♣r♦❝❤❛♥t Vi ❞❡ O✳ ▲❡ ❝❤❡♠✐♥ λi ❡st ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t
❞❡ R✱ ❞♦♥❝ ✉♥ ❜♦r❞ ❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡✱ ❡t ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ✉♥ ❜♦r❞ ❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡
❞❡ yi✳
❆✐♥s✐ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ q✉❡st✐♦♥ s♦✉❧❡✈é❡ ♣❧✉s ❤❛✉t ❛✲t✲❡❧❧❡ r❡ç✉ s❛ ré♣♦♥s❡✱
♣♦s✐t✐✈❡✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣ré❝✐s❡r ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ L2 ❡t ❧❡s ❜♦r❞s ❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡s✱
❡t ❞♦♥❝ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ R✳ ❆ t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ L2 ❡st ❛ss♦❝✐é ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ é❧é♠❡♥t
❞❡ R✳ ❘é♣♦♥❞r❡ à ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ q✉❡st✐♦♥ s♦✉❧❡✈é❡ ♣❧✉s ❤❛✉t ✈❛ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡
♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❝❡ ❧✐❡♥✱ ❡♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❝♦♠♠❡♥t s❡ tr❛❞✉✐t ❞❛♥s R ❧❡ ❢❛✐t
❞✬êtr❡ ❜♦r❞ ❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ L2✳
P♦✉r ❛♣♣ré❤❡♥❞❡r ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞❡ ❍♦♣❢✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉✐✈r❡ ❧❡s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s
❞❡ ❲❤✐t♥❡② ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s✐♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ❜♦r❞ ❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ❝♦♠♠❡
λi✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ γj ❞✐st✐♥❝t ❞❡ γi✱ r❡❧✐❛♥t O à ✉♥ s♦♠♠❡t ❞✉
tr✐❛♥❣❧❡ Vj ❞✐st✐♥❝t ♦✉ ♥♦♥ ❞❡ Vi✳ ❙♦✐t β ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✬❛rêt❡s ❞✉ tr✐❛♥❣❧❡ r❡❧✐❛♥t
Vj à Vi✱ ♣❛r❝♦✉r✉ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♣♦s✐t✐❢✳ ❙♦✐t β′ t❡❧ q✉❡ ββ′ r❡❧✐❡ Vj à ❧✉✐✲♠ê♠❡
❡♥ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡ ❜♦r❞ ❞❡ yi ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♣♦s✐t✐❢✳ ▲❡ ❧❛❝❡t λj s✬❡①♣r✐♠❡ ❛❧♦rs
❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ λj = γjββ′γ−1j ❡t λi ❝♦♠♠❡ γiβ
′βγ−1i ✳ ▲❡ ❞❡ss✐♥ ❞❡
❲❤✐t♥❡②✻✵ ✐♥✈✐t❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❛✈❡❝ ❛tt❡♥t✐♦♥ ❧❡ ❧❛❝❡t δ = γjβγ−1i ✳ ❲❤✐t♥❡②
❞ét❛✐❧❧❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦♥tr❛♥t q✉❡ λj ❡st ❤♦♠♦t♦♣❡ ❛✉ ❧❛❝❡t
γjβγ
−1
i γiβ
′βγ−1i γiβ
−1γ−1j = δλiδ
−1✳ ▲✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ rés✉❧t❡ ❞❡ ❝❡ q✉❡ γ−1i γi ❡st
❝♦♥tr❛❝t✐❧❡ ❡♥ O ❡t ❞❡ ❝❡ q✉❡ βγ−1i γiβ
−1 ❡st ❝♦♥tr❛❝t✐❧❡ ❡♥ Vj✳
✻✵❉❡ss✐♥ q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥✈✐♦♥s ❧❡ ❧❡❝t❡✉r à ❝♦♥s✉❧t❡r✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ♣✳ ✶✹✳
✶✻✹
❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧❡ ❧❛❝❡t λjλ−1i ❡st ❤♦♠♦t♦♣❡ ❛✉ ❧❛❝❡t δλiδ
−1λ−1i ✳ ▲❡ ❧❛❝❡t
δ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ F ❞♦♥❝ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❡①♣r✐♠é❡ ✐❝✐ ❡st q✉❡ ❧❡s ❞❡✉①
❧❛❝❡ts λi ❡t λj✱ q✉✐ s♦♥t ❜♦r❞s ❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❤❛î♥❡ yi✱ ❞✐✛èr❡♥t
❞✬✉♥❡ q✉❛♥t✐té δλiδ−1λ−1i q✉✐ ❡st ❧❡ ❝♦♠♠✉t❛t❡✉r ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ F ❡t ❞✬✉♥
é❧é♠❡♥t ❞❡ R✳
▲✬ét✉❞❡ ♠❡♥é❡ ♣❛r ❍♦♣❢ ❞❛♥s ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❡st ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❝♦♠✲
♣❧✐q✉é❡ ♠❛✐s r❡♣♦s❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡ rés✉❧t❛t ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡
❲❤✐t♥❡②✳ ▲❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s f ❡t g ❞❡ ❧❛ ♣❛❣❡ ✷✻✾ ét❛❜❧✐ss❡♥t q✉✬✉♥ ❧❛❝❡t r ❡st
❜♦r❞✲❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ 0 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t ❧✬é❧é♠❡♥t r ❞❡ F r❡♣rés❡♥té
♣❛r r ❛♣♣❛rt✐❡♥t à C(R)✱ ♦ù C(R) ❞és✐❣♥❡ ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ F ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s
é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ xrx−1r−1✱ ❛✈❡❝ x ❞❛♥s F ❡t r ❞❛♥s R✳✻✶ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
h✱ ♣✳ ✷✼✶✱ ré♣♦♥❞ à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❙♦✐t r ✉♥ ❜♦r❞ ❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡ ❞❡ Y ❀ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜♦r❞s ❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡s ❞❡ Y
❝♦♥s✐st❡ ❛❧♦rs ❡♥ ❧❡s ❧❛❝❡ts r′ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s r ≡ r′ ♠♦❞✳ C(R)✱ ♦ù r ❡t r′ s♦♥t
❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ R r❡♣rés❡♥tés ♣❛r r ❡t r′✳
▲❡s rés✉❧t❛ts é♥♦♥❝és ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ T : L2 → R
C(R)
✳
❊♥ ❡✛❡t t♦✉t❡ 2✲❝❤❛î♥❡ ❞❡ K ❛❞♠❡t ✉♥ ❜♦r❞ ❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡ ❀ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝
❛ss♦❝✐❡r à t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ L2 ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡s ❜♦r❞s ❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡s ✕ q✉✐ r❡✲
♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ R✳ ❈♦♠♠❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞❡ R s♦♥t r❡♣rés❡♥tés
♣❛r ❧❡s ❜♦r❞s ❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡s ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ 2✲❝❤❛î♥❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧s ❞✐❢✲
❢èr❡♥t ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ C(R)✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ T ❡♥ ❛ss♦❝✐❛♥t
à t♦✉t❡ 2✲❝❤❛î♥❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ♠♦❞✉❧♦ C(R) ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ R r❡♣rés❡♥tés ♣❛r
s❡s ❜♦r❞s ❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡s✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ d ❞❡ ❍♦♣❢ ♣r♦✉✈❡ ❡♥ ♦✉tr❡ q✉❡ T ❡st
✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✳
❍♦♣❢ ✐♥tr♦❞✉✐t ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✏❑✉❣❡❧❜✐❧❞✑✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡s 2✲❝❤❛î♥❡s Y =∑
ciyi✱ ♦ù ❧❡s ci ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉ ❞❡❣ré✱ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ 2✲s✐♠♣❧❡①❡ yi✱ ❞✬✉♥❡
♠ê♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ g ❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ s♣❤ér✐q✉❡ S ❞❛♥sK2✳ ❍♦♣❢ ♠♦♥tr❡
q✉❡ ❧❡s ✏❑✉❣❡❧❜✐❧❞✑ s♦♥t ❧❡s 2✲❝❤❛î♥❡s ❞♦♥t ❧❡ ❜♦r❞ ❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥
♣♦✐♥t✻✷✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✉♥❡ 2✲❝❤❛î♥❡ Y ❡st ✉♥❡ ✏❑✉❣❡❧❜✐❧❞✑ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐
❧❡s ❜♦r❞s ❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡s ❞❡ Y r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ C(R)✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t
❛✐♥s✐ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞✉ ♠♦r♣❤✐s♠❡ T ✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ S
2
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✏❑✉❣❡❧❜✐❧❞✑
❞❡ K✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ❑❡r(T ) = S
2
✳
❍♦♣❢ ❢❛✐t ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✭♣✳ ✷✼✷✮ q✉❡ ❧❡s ✏❑✉❣❡❧❜✐❧❞✑ s♦♥t ❞❡s ❝②❝❧❡s✳ ■❧ s✬✐♥✲
tér❡ss❡ ❞♦♥❝ ❡♥s✉✐t❡ à ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s 2✲❝②❝❧❡s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♣r♦♣r✐étés
s✉r ❧❡✉rs ❜♦r❞s ❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡s✳ ▲❡s ✏❑✉❣❡❧❜✐❧❞✑ s♦♥t ❧❡s 2✲❝❤❛î♥❡s ❞♦♥t ❧❡ ❜♦r❞
✻✶■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡ C(R) ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s R ✈✉ q✉❡ R ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✐st✐♥❣✉é ❞❡ F✳
✻✷❯♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❧❡ ✈♦✐r ❡st ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬❤♦♠é♦♠♦r♣❤✐❡ ❡♥tr❡ ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ s♣❤ér✐q✉❡ ❡t
✉♥ ❞✐sq✉❡ ❞♦♥t ❧❡ ❜♦r❞ ❡st ✐❞❡♥t✐✜é à ✉♥ ♣♦✐♥t
✶✻✺
❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ 1✲❝❤❛î♥❡ 0✳ ■❧
❡st ❝♦♥♥✉ ❞❡ ❍♦♣❢ q✉❡ ❧❡s 1✲❝❤❛î♥❡s ♥✉❧❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉
❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❝♦♠♠✉t❛t❡✉rs C ❞❡ F✳✻✸ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❡s ❝②❝❧❡s s♦♥t ❧❡s é❧é✲
♠❡♥ts ❞❡ ❜♦r❞s ♥✉❧s✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ét♦♥♥❛♥t ❞❡ ✈♦✐r ❍♦♣❢ ♣❛r✈❡♥✐r à ♠♦♥tr❡r
q✉✬✉♥ é❧é♠❡♥t Y ❡st ✉♥ 2✲❝②❝❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ s❡s ❜♦r❞s ❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡s
r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ C✳
❙✐ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬♦♥ r❡str❡✐♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ T ❛✉① ❝②❝❧❡s✻✹✱ ✐❧ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡s
rés✉❧t❛ts ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ❡t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ C(R) ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s C✱ q✉✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥
♠♦r♣❤✐s♠❡ T : Z2 → R ∩ C
C(R)
✱ ♦ù Z2 ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s 2✲❝②❝❧❡s ❞❡ K✳ ▲❡s
✏❑✉❣❡❧❜✐❧❞✑ ét❛♥t ❞❡s ❝②❝❧❡s✱ T ✐♥❞✉✐t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡
Z2
S
2
∼= R ∩ C
C(R)
.
▼❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡❧ ❡st ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧✬ét✉❞❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡ ❡t ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡♥
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷ ❄ ▲❡s ♦❜❥❡ts ✐♠♣❧✐q✉és✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s 2✲❝②❝❧❡s ❡t ❧❡s ✏❑✉✲
❣❡❧❜✐❧❞✑✱ ♥✬② s♦♥t é✈✐❞❡♠♠❡♥t ♣❛s étr❛♥❣❡rs✳ ❍♦♣❢ ♣ré❝✐s❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡①✐st❛♥t
❡♥tr❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡
Z2
S
2 ❡t ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ H2 ❞❡ Z2 ❝♦♥s✐st❛♥t ❡♥ ❧❡s 2✲❝②❝❧❡s ❤♦♠♦❧♦❣✉❡s à 0✱ ❧❡ q✉♦t✐❡♥t
B2 =
Z2
H2
❞é✜♥✐t ❝♦♠♠❡ à ❧✬❛❝❝♦✉t✉♠é❡ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡
K✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ H2 ❡st ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ❜♦r❞s ❞❡s 3✲s✐♠♣❧❡①❡s ❞❡ K ❀ ❝❡s ❜♦r❞s
s♦♥t ❞❡s ✏❑✉❣❡❧❜✐❧❞✑ ❞♦♥❝ H2 ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s S
2
✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ ❢♦r♠❡r ❧❡
❣r♦✉♣❡ S2 =
S
2
H2
❞♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ✏❑✉❣❡❧✲
❜✐❧❞✑✳
❯♥ t❤é♦rè♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ s✉r ❧❡s q✉♦t✐❡♥ts ét❛❜❧✐t ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡
Z2
S
2
∼= B
2
S2
q✉✐ ❛ ♣♦✉r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✿
B2
S2
∼= R ∩ C
C(R)
.
▲❡ ❣r♦✉♣❡
B2
S2
❡st ✉♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣♦❧②è❞r❡ K✱ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡
G✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ s❡❧♦♥ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧❡ ✕ ❡t ❞♦♥❝ ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ K ✕
❝❤♦✐s✐❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣♦❧②è❞r❡ K✱ K1 ♣❡✉t ❞✐✛ér❡r✱ ❡t F é❣❛❧❡♠❡♥t✳ ▲✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡
✻✸❈✬❡st ❧❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ rés✉❧t❛ts q✉❡ ❧✬♦♥ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❬✷✶✷❪✳ ▲❡ rés✉❧t❛t tr❛❞✉✐t
♥♦t❛♠♠❡♥t ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥ s❡❧♦♥ ❧❛q✉❡❧❧❡ t♦✉t 1✲s✐♠♣❧❡①❡ ❞♦✐t êtr❡ ♣❛r❝♦✉r✉ ❛✉t❛♥t ❞❡ ❢♦✐s ❞❛♥s
❧❡ s❡♥s ♣♦s✐t✐❢ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♥é❣❛t✐❢✳
✻✹◆♦✉s ❝♦♥t✐♥✉❡r♦♥s à ❧✬❛♣♣❡❧❡r T ✳
✶✻✻
♣ré❝é❞❡♥t ❝♦♥t✐❡♥t ❞♦♥❝ ❡♥ ♦✉tr❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été q✉❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡
R ∩ C
C(R)
❡st ✐♥❞é✲
♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❧✐❜r❡ F ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧❡ ❝❤♦✐s✐❡ ♣♦✉r
K ✿ ❝❡ ❣r♦✉♣❡
R ∩ C
C(R)
s❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ♥♦té G∗1✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ s✐❣♥✐✜❡r s❛
s❡✉❧❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ G✳
❉❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡✱ ❝❡tt❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ q✉♦t✐❡♥t ❛ ❞é❥à
été ♣r♦✉✈é❡ ♣❛r ❍♦♣❢✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✳ ◆♦✉s ♣❡♥s♦♥s ♥é❛♥♠♦✐♥s✱ ❛✉
✈✉ ❞✬❛r❣✉♠❡♥ts ❡①♣❧✐❝✐tés ♣❧✉s ❤❛✉t✱ q✉❡ ❝✬❡st ♣❧✉s ❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t ❡♥ ❛rr✐✈❛♥t✱
s✉✐t❡ à s♦♥ ét✉❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✱ à ❝❡tt❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❥✉sq✉❡✲❧à ✐♥s♦✉♣ç♦♥♥é❡✱ q✉❡
❍♦♣❢ ❛ ♣✉ ✈♦✉❧♦✐r ❧❛ ❞é♠♦♥tr❡r ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♣✉r❡♠❡♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡✳
✻✳✷✳✷ ❯♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡
◆♦✉s tr❛✐t♦♥s ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❝❡ q✉✐ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♣❛✲
r❛❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❍♦♣❢✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❛✉①
♣r✐♥❝✐♣❡s ❣é♥ér❛✉① ♠❛✐s ❞♦♥t ❧❡ s❡✉❧ ❜✉t ❡st✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ s✬❡♥ r❡♥❞ ❝♦♠♣t❡ à
❧❛ ✜♥ ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r✱ ♣♦✉r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ G q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ q✉❡ ❧❡ q✉♦✲
t✐❡♥t
R ∩ C
C(R)
❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❧✐❜r❡ F t❡❧ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡
s✉r❥❡❝t✐❢ F : F → G ❞❡ ♥♦②❛✉ R✳✻✺
◆♦✉s ♥✬❡♥tr❡r♦♥s ♣❛s ❞❛♥s ❧❡s ❞ét❛✐❧s ❞❡s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s✱ ✈♦✉❧❛♥t ❥✉st❡
❞♦♥♥❡r ❧❡s ✐❞é❡s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳
❍♦♣❢ ❛ss♦❝✐❡ ❛✉ ❣r♦✉♣❡ G ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ΓG ❝♦♥s✐st❛♥t ❡♥ ❧❡s 2n✲✉♣❧❡ts ♦r✲
❞♦♥♥és (X1, Y1, ..., Xn, Yn) ♦ù n ❞é❝r✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s ❡t ♦ù ❧❡s
Xi ❡t Yi ✭q✉✐ ✈♦♥t t♦✉❥♦✉rs ♣❛r ♣❛✐r❡✮ s♦♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ G✳ ❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡
❡st ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❀ s✐ α = (X1, ..., Yn) ❡t β = (U1, ..., Vm) s♦♥t ❞❡✉① é❧é✲
♠❡♥ts ❞❡ ΓG ❛❧♦rs α+β ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ (X1, ..., Yn, U1, ..., Vm)✳ ❍♦♣❢ ❞é✜♥✐t
é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t α ❞❡ ΓG s♦♥ ✬✐♥✈❡rs❡✬✱ −α = (Yn, Xn, ..., Y1, X1)✳
▲✬❛❞❞✐t✐♦♥ s✉r ΓG ❡st ✉♥❡ ❥✉①t❛♣♦s✐t✐♦♥✱ q✉✐ é✈♦q✉❡ ❞♦♥❝ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s
❧❛❝❡ts✳ ▲✬✐♥✈❡rs✐♦♥ r❡♥✈❡rs❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s t❡r♠❡s✱ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❛♥s
❧❡s ❧❛❝❡ts r❡✈✐❡♥t à ❧❡s ♣❛r❝♦✉r✐r ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❝♦♥tr❛✐r❡✳
❍♦♣❢ s❡ ❞♦♥♥❡ ❡♥s✉✐t❡ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ A ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ s✉r❥❡❝t✐❢ A :
A → G ❞♦♥t ❧❡ ♥♦②❛✉ ❡st ❛♣♣❡❧é U✳ ❈❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ét❛♥t s✉r❥❡❝t✐❢✱ ✐❧ ❡①✐st❡✱
♣♦✉r t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥tsXi✱ Yi ❞❡ G✱ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ai✱ bi ❞❡ A t❡❧s q✉❡A(ai) = Xi
❡t A(bi) = Yi ❀ ❧❡s ai ❡t bi ♥❡ s♦♥t ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ❞ét❡r♠✐♥és q✉❡ ♠♦❞✉❧♦ U✳ ❙✐
✻✺P♦✉r ❧❡ ❞✐r❡ ❛✉tr❡♠❡♥t✱ ❧❡ q✉♦t✐❡♥t
R ∩ C
C(R)
❡st ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✈✐❛ ❣é♥ér❛✲
t❡✉rs ❡t r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ G✱ C ❞és✐❣♥❛♥t t♦✉❥♦✉rs ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞ér✐✈é ❞❡ F ❀ ❧❡ ❜✉t ❡st ❞❡ ♠♦♥tr❡r
q✉❡ ❝❡ q✉♦t✐❡♥t ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳
✶✻✼
❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ q✉❛♥t✐té
C(a1, b1, ..., an, bn) = a1b1a
−1
1 b
−1
1 a2...b
−1
n−1anbna
−1
n b
−1
n ,
q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✉ ❣r♦✉♣❡ ❞ér✐✈é CA ❞❡ A✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣r♦✉✈❡r q✉✬❡❧❧❡ ❡st ✉♥✐q✉❡✲
♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r α✱ ♠♦❞✉❧♦ CA(U)✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐✱ ❡♥ ❛ss♦❝✐❛♥t à α
❧❛ ❝❧❛ss❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t C(a1, b1, ..., an, bn) ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝❤♦✐① ❞❡s ai ❡t bi✱ ✉♥❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ qA : ΓG → CA
CA(U)
✱ q✉✐ s❡ tr♦✉✈❡ êtr❡ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡✳ ❍♦♣❢ ♥♦t❡
KA ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❝❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ s❡ ♣❛ss❡✲t✲✐❧ s✐ ❧✬♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ s✉r❥❡❝t✐❢ F :
F → G ❞❡ ♥♦②❛✉ R✱ ♦ù F ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❧✐❜r❡ ❄ ▲❛ ❧✐❜❡rté ❞❡ F ♣❡r♠❡t
à ❍♦♣❢ ❞✬ét❛❜❧✐r q✉❡ KF ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s KA✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ♣r❡♥❞ à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡
A : A → G ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ s✉r❥❡❝t✐❢ F ′ : F′ → G ❞❡ ♥♦②❛✉ R′✱ ❛✈❡❝ F′
❧✐❜r❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ KF ⊂ KF ′ ✱ ❝❡ q✉✐ ♠è♥❡✱ ❡♥ é❝❤❛♥❣❡❛♥t ❧❡s rô❧❡s ❞❡
F ❡t F ′✱ à ❧✬é❣❛❧✐té KF = KF ′ ✳ ▲❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s qF ❡t qF ′ ✐♥❞✉✐s❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥
✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥tr❡
CF
CF(R)
❡t
CF′
CF′(R′)
✳ ❆✐♥s✐ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ q✉♦t✐❡♥t
CF
CF(R)
❡st
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❣é♥ér❛t❡✉rs ❡t r❡❧❛t✐♦♥s✱ ❝❡ q✉✐ ❡♥ ❢❛✐t ✉♥
✐♥✈❛r✐❛♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ G✱ q✉❡ ❍♦♣❢ ♥♦t❡ G∗✳ P♦✉ss❛♥t s❡s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ♣❧✉s
❛✈❛♥t✱ ❍♦♣❢ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ G∗1 =
R ∩ CF
CF(R)
❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t
❛❧❣é❜r✐q✉❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❤♦s❡ q✉✬✐❧ r❡♠❛rq✉❡ ❛✉ s✉❥❡t ❞❡ ❝❡ ❣r♦✉♣❡ ❡st q✉✬✐❧
❡st ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞ér✐✈é ❞❡ R ∩ CF ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s
❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞ér✐✈é ❞❡ R✱ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s CF(R)✳
▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❍♦♣❢ s✬❛✛r❛♥❝❤✐t ❞♦♥❝ ❞✉ ❝❛❞r❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✱
❡t ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ q✉✬✐❧ ❝❤♦✐s✐t ❞✬❡♥ ❞♦♥♥❡r✱ ❡♥ ❧❛ ♣❧❛ç❛♥t ❡♥ têt❡ ❞❡ s♦♥
❛rt✐❝❧❡✱ r❡♥❞ ❝❡❝✐ ♣❧✉s ♠❛♥✐❢❡st❡ ❡♥❝♦r❡✳ P♦✉r ❛✉t❛♥t✱ ♠❛❧❣ré ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐té
❛✣❝❤é❡ ✭❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ G q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ❞♦♥t ✐❧ ♥✬❡st ❥❛♠❛✐s ❞✐t
q✉✬✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❢❛✐s❛♥t
✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ A q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❛✈❛♥t ❞❡ s✬✐♥tér❡ss❡r ❛✉① ❣r♦✉♣❡s ❧✐❜r❡s✱
✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♣r✐✈✐❧é❣✐é❡ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❣é♥ér❛t❡✉rs ❡t r❡❧❛t✐♦♥s✮✱ ❧❡s
✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❛✉ ✜♥❛❧ ✈❡rs ❧❡ s❡✉❧ ❣r♦✉♣❡ G∗1 =
R ∩ CF
CF(R)
✱ q✉✐ ❡st
❜✐❡♥ ❧❛ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❞❡ ❍♦♣❢✳
✻✳✷✳✸ ◗✉❡❧❧❡s ♣❧❛❝❡s ♣♦✉r ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❡t ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❄
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡ss❛②é ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡✱ ♠❛❧❣ré ❧✬♦r❞r❡ s✉✐✈✐ ♣❛r ❍♦♣❢ ❞❛♥s
❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ s❡s rés✉❧t❛ts✱ ❧❡ q✉❡st✐♦♥♥❡♠❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❛ ❝❡rt❛✐♥❡✲
♠❡♥t ♣ré❝é❞é ❧❡ q✉❡st✐♦♥♥❡♠❡♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡✳ ❆❧♦rs✱ ❛✉✲❞❡❧à ❞✉ s♦✉❝✐ ❞✬✉♥❡
♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❧❡s ♣❧✉s ❛❜str❛✐ts ❡t ❣é♥ér❛✉① ♣♦s✲
s✐❜❧❡s ❛✈❛♥t ❞✬❛❧❧❡r ✈❡rs ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉ ❝❛❞r❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✱ q✉❡❧❧❡s r❛✐s♦♥s
✶✻✽
♠♦t✐✈❡♥t ❝❡tt❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❛❝❝♦r❞é❡ ♣❛r ❍♦♣❢ ❛✉① rés✉❧t❛ts ♣✉r❡♠❡♥t ❛❧❣é✲
❜r✐q✉❡s ❄
P♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❝❡❧❛ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ r❡❣❛r❞❡r ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❞❛♥s
❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡✱ ❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s q✉❡ ❍♦♣❢ t✐r❡♥t ❞❡ s❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s
❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ■❧ s✬❛❣✐t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❞❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s
❞❡ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ G∗1 ∼=
B2
S2
✳
❍♦♣❢ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❡①♣❧♦✐t❡r✱ ❞❛♥s ❧❡s ♣❛❣❡s ✷✼✼ à ✷✼✾✱ ❧✬✐❞é❡ q✉❡ ❧✬✐s♦✲
♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✱ ❡♥ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ G∗1✱ ♣♦✉r
❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ K ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ G✳
❖♥ ✈♦✐t ❛✐sé♠❡♥t q✉❡ s✐ G∗1 ❡st ♥♦♥ ♥✉❧ ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡ B
2 ❀ ❞❛♥s ❝❡
❝❛s✱ ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✳ ❙✐ ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡
K ✈ér✐✜❡ S2 = 0✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✐ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❞✬✉♥❡ 2✲s♣❤èr❡
❞❛♥s K s♦♥t ❤♦♠♦❧♦❣✉❡s à 0✱✻✻ ❛❧♦rs B2 ∼= G∗1✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡✉① ❝♦♠✲
♣❧❡①❡s ✏❤♦♠♦❧♦❣✐❡✕❛s♣❤är✐s❝❤✑ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 ❡t ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉①
✐s♦♠♦r♣❤❡s ♦♥t ❧❡✉rs ❞❡✉①✐è♠❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ✐s♦♠♦r♣❤❡s✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r
♣♦✐♥t ❡st✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥❞✐q✉❡ ❍♦♣❢ ❧✉✐✲♠ê♠❡✱ très ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ■
❞❡ ❍✉r❡✇✐❝③ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡♣r♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❡s ♣❛❣❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳ ❙✐ K ❡st
❛s♣❤ér✐q✉❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ r✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❞✬✉♥❡
r✲s♣❤èr❡ ❞❛♥s K s♦♥t ❝♦♥tr❛❝t✐❧❡s✳ ❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s
✐♠❛❣❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❞✬✉♥❡ r✲s♣❤èr❡ s♦♥t ❤♦♠♦❧♦❣✉❡s à 0 ❞❛♥s K ❡t ❞♦♥❝ q✉❡
❝❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡st ✏❤♦♠♦❧♦❣✐❡✲❛s♣❤är✐s❝❤✑ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ r✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❍♦♣❢
❡st ❞♦♥❝ ✉♥ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❍✉r❡✇✐❝③ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✱ ✈✉ q✉❡ ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✏❤♦♠♦t♦♣✐❡✲❛s♣❤är✐s❝❤✑ ❡st r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♠♦✐♥s ❢♦rt❡
✏❤♦♠♦❧♦❣✐❡✲❛s♣❤är✐s❝❤✑✳ ❙❛♥s ♣♦✉✈♦✐r ❡♥ ❞✐r❡ ♣❧✉s✱ ❍♦♣❢ ♣❡♥s❡ q✉❡ ❧❡ ❧✐❡♥
❝❧❛✐r❡♠❡♥t ét❛❜❧✐ ❡♥tr❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡t ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦✲
♠♦❧♦❣✐❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ré✈é❧é ♣❛r ❍✉r❡✇✐❝③✱ s♦✉s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❛❝②❝❧✐✲
❝✐té✱ ❡♥tr❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡t ❧❡ n✲✐è♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡✱ ♣♦s❡♥t
❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❍♦♣❢ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2
❛✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s✉♣ér✐❡✉r❡s✱ ❛✜♥ ❞❡ ❧✐❡r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❛✉① n✲✐è♠❡s
❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✻✼✳
❯♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❍♦♣❢ ❞é♠♦♥tr❡ q✉❡ G∗1 ❡st ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❛✉ s❡♥s
♦ù✱ ❞ès ❧♦rs q✉❡ G ♣❡✉t êtr❡ ♣rés❡♥té à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ❣é♥ér❛t❡✉rs
❡t ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ G ❡t ❞❡ ❞❡✉①✐è♠❡
❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ G∗1✳ ❆✐♥s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ t♦✉❥♦✉rs ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ B
2
♥✬❡st ♣❛s ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ G∗1✳
❖♥ ❡♥ ❛rr✐✈❡ ❡♥s✉✐t❡ à ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ G∗1✳ ❍♦♣❢ tr❛✐t❡ ♣❛r
♦r❞r❡ ❞❡ ❞✐✣❝✉❧té ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❧❡s ❝❛s ♦ù G ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❧✐❜r❡✱ ♣✉✐s ✉♥ ❣r♦✉♣❡
✻✻❍♦♣❢ ❞✐t ❞✬✉♥ t❡❧ ❝♦♠♣❧❡①❡ q✉✬✐❧ ❡st ✏❤♦♠♦❧♦❣✐❡✲❛s♣❤är✐s❝❤✑ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✳
✻✼❈❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ s❡r❛ ❛❜♦r❞é❡ ♣❛r ❍♦♣❢ ❞❛♥s ❧❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t ❬✶✷✷❪ ❡t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s
❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✷✸❪ q✉✐ s❡r❛ ❛✉ ❝÷✉r ❞❡ ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳
✶✻✾
❛❜é❧✐❡♥ ❧✐❜r❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ✜♥✐❡✱ ❡t ❡♥✜♥ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥
✜♥✐❡✳ ■❧ ❛♥♥♦♥❝❡ q✉✬✐❧ ❛ ❡♥ s❛ ♣♦ss❡ss✐♦♥✱ ❛✉ ✈✉ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ♠❡♥é❡✱ ❞❡✉① ♠é✲
t❤♦❞❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r G∗1 ♣♦✉r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞♦♥♥é G✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡
♠ét❤♦❞❡ ❡st ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❀ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥♥❛ît ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥✲
t❛❧ G ❡t ✏❤♦♠♦❧♦❣✐❡✲❛s♣❤är✐s❝❤✑ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✱ ❛❧♦rs ✐❧ s✉✣r❛ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r
s♦♥ ❞❡✉①✐è♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s G∗1✳ ▼❛✐s ♦♥
♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r♦❝é❞❡r ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❡♥ s❡ ❞♦♥♥❛♥t ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r
❣é♥ér❛t❡✉rs ❡t r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ G ♣✉✐s ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❡ q✉♦t✐❡♥t
R ∩ CF
CF(R)
✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù G ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❧✐❜r❡✱ ❧❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s s❡ tr❛❞✉✐s❡♥t ♣❛r
✉♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡ ❡t ❡①trê♠❡♠❡♥t r❛♣✐❞❡ ❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ❧✬é❣❛❧✐té G∗1 = 0✳
❙✐ G ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ❧✐❜r❡ à p ❣é♥ér❛t❡✉rs✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❣é♦♠é✲
tr✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ p ❝❡r❝❧❡s ❀ ❝❡t ♦❜❥❡t ❡st
❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ tr✐✈✐❛❧❡ ❡♥ t♦✉t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡ à 2✱ ❞♦♥❝ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
✏❤♦♠♦❧♦❣✐❡✲❛s♣❤är✐s❝❤✑ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✱ ❡t ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✭❞❡ ❑ü♥♥❡t❤✮ s✉r ❧❡s
❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ s♦♥ ❞❡✉①✐è♠❡
❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ❧✐❜r❡ à
p(p− 1)
2
❣é♥ér❛t❡✉rs✳ ❍♦♣❢
♥❡ ❞♦♥♥❡ ♣❛r ❝♦♥tr❡ ♣❛s ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ G∗1
♠❛✐s ✐❧ ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ ❞✉ rés✉❧t❛t ♦❜t❡♥✉ ❣é♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t ✉♥❡
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t✱ ❡♥ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡✱ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ q✉♦t✐❡♥t
CF
C2F
✱
♦ù F ❡st ❧✐❜r❡ ❡t C2F ❞és✐❣♥❡ s♦♥ ❞❡✉①✐è♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞ér✐✈é✱ ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥
❧✐❜r❡ ❞❡ r❛♥❣
p(p− 1)
2
✳
▲♦rsq✉✬❡♥✜♥ G ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ✜♥✐❡✱ ❧à ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♠❛✐s ♣❛s ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❡st ❛ss❡③ ❡✣❝❛❝❡ ❝❛r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♠✲
♣❧❡①❡ ❛②❛♥t G ♣♦✉r ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♥❡ ♣rés❡♥t❡✱ ❞❛♥s ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s tr❛✐✲
tés✱ ❛✉❝✉♥❡ ❞✐✣❝✉❧té✱ ❡t ♣❛r❝❡ q✉✬❡♥ ♣❧✉s ❍♦♣❢ ♣❛r✈✐❡♥t à ❧❡s ♣r❡♥❞r❡ ❞✬❤♦✲
♠♦t♦♣✐❡ tr✐✈✐❛❧❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✱ ❝❡ q✉✐ ❛ss✉r❡ q✉❡ S2 = 0 ❀ ✐❧ ♥✬② ❛ ❛❧♦rs q✉✬à
❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳ ❙✐ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s
♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡ ❝✬❡st ❛ss✉ré♠❡♥t ♣❛r❝❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ à ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡✳ ▲❡s
❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❛❝❝✉♠✉❧é❡s ❥✉sq✉✬❛❧♦rs ❡♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡t ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ♣r❛t✐q✉❡ à
❡✛❡❝t✉❡r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❡①♣❧✐q✉❡♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❧✬❡✣❝❛❝✐té
❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❡t ❧❡ ♣r✐✈✐❧è❣❡ q✉❡ ❧✉✐ ❛❝❝♦r❞❡ ❍♦♣❢ ❛✉ ❞étr✐♠❡♥t
❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✳
▼❛✐s ❛❧♦rs✱ s✐ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❡st ✐♥❡✣❝❛❝❡ ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t✱ ❡♥ t♦✉t
❝❛s ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡✱ ♣♦✉rq✉♦✐ ❍♦♣❢ ❛✲t✲✐❧ ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❞é✲
t❛✐❧❧❡r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❜str❛✐t❡ ❞❡ G∗1 ❡t ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ rés✉❧t❛t
❞❡ s♦♥ ❛rt✐❝❧❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡✱ ❛✉① ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❄ ◗✉❡❧
✶✼✵
✐♥térêt ② ❛✲t✲✐❧ à ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ G∗1 ∼=
R ∩ CF
CF(R)
s✬✐❧ ♥✬❡st ❞✬❛✉❝✉♥❡
✉t✐❧✐té ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ G∗1 ❄ ❈❛r ❝✬❡st ❜✐❡♥ ❧à q✉✬❡st ❧❡ ♣❛r❛❞♦①❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡
❞❡ ❍♦♣❢ ✿ ✐❧ ❛✉r❛✐t très ❜✐❡♥ ♣✉ s✬❡♥ t❡♥✐r à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ r❡❧✐❛♥t
❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ à s♦♥ ❞❡✉①✐è♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✱ ♦✉
❛❧♦rs ❞♦♥♥❡r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ G∗1 ❞❛♥s ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡♠♣s✱ ❛✜♥
❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡
(R ∩ CF)
CF(R)
r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t
à ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❣é♥ér❛t❡✉rs ❡t r❡❧❛t✐♦♥s✳ ▲❡ ❢❛✐t ❞✬❡①❤✐❜❡r ❛✉ t♦✉t ❞é✲
❜✉t ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ G∗1 ❝♦♥❞✉✐t ❞✬❡♠❜❧é❡ à ♣❡♥s❡r
q✉❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣♦✉rr❛ êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❣r♦✉♣❡
❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ✕ ♦✉ ❛✉ ♠♦✐♥s ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s à s♦♥ s✉❥❡t✱ ♠♦❞✉❧♦ S2
✕ ♠❛✐s ✐❧ ♥✬❡♥ ❡st ❛❜s♦❧✉♠❡♥t r✐❡♥✳ ❈✬❡st ♠ê♠❡ t♦✉t ❧❡ ❝♦♥tr❛✐r❡ q✉✐ s❡ ♣❛ss❡
❝❛r✱ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❍♦♣❢ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ♣❛s ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡
ré❡❧❧❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❡♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡✱ ♠❛✐s ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ♣❧✉tôt ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ G∗1✳ ❊♥ ✜♥ ❞❡
❝♦♠♣t❡✱ ❍♦♣❢ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ♦❜❥❡t ❛❧❣é❜r✐q✉❡ G∗1✱ ✐♥é❞✐t✱ q✉✐ ❛ ✉♥ r❛♣♣♦rt très
✐♠♣♦rt❛♥t ❛✈❡❝ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❝♦✉r❛♥ts ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡✱ ♠❛✐s q✉✐ ❡st à ♣r❡♠✐èr❡
✈✉❡ ❞✬✉♥❡ ✉t✐❧✐té ❧✐♠✐té❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✱ t❛♥✲
❞✐s q✉❡ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs s♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧❡r✳ ■❧ ② ❛ ✐❝✐ q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ q✉✐✱
❛✉ ♣r❡♠✐❡r ❛❜♦r❞✱ tr♦✉❜❧❡ ❧❡ s❡♥s ❝♦♠♠✉♥ ❀ s✐ ❧✬♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ♦❜❥❡t✱ ♦♥
❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ à s✬❡♥ s❡r✈✐r ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡ t❤é♦r✐❡s ❡①✐st❛♥t❡s
♣❧✉tôt q✉✬à ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞é❥à ❝♦♥♥✉s ❥✉st❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r✳✳✳
✻✳✷✳✹ ◗✉❡❧❧❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❄
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✈❛♥❝é✱ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❝❡tt❡ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
s❡❧♦♥ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❍♦♣❢ ♥✬❛ ✐❞❡♥t✐✜é ✉♥ ❧✐❡♥ ♣ré❝✐s ❡♥tr❡ s❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❡t ❧❡ tr❛✲
✈❛✐❧ ❞❡ ❍✉r❡✇✐❝③ s✉r ❧✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ q✉✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✻✽✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ q✉❡
❝❡ s♦✐t ❞❛♥s ❬✶✷✵❪✱ ❬✶✷✶❪ ♦✉ ❬✶✷✹❪✱ ❍♦♣❢ ♥❡ ♠❡♥t✐♦♥♥❡ ❧❛ ♣r♦①✐♠✐té ❞❡ s♦♥ tr❛✲
✈❛✐❧ ❛✈❡❝ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❍✉r❡✇✐❝③ q✉✬❛♣rès ❛✈♦✐r é♥♦♥❝é s♦♥ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧✱ ♠❛✐s
❥❛♠❛✐s ❛✈❛♥t✻✾✱ ❝❡ q✉✐ ❛✉r❛✐t ♣✉ ✐♥❞✐q✉❡r ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♣♦✉r s❡s
r❡❝❤❡r❝❤❡s✳ ❖♥ ❝♦♠♣r❡♥❞ ❜✐❡♥ ❞❛♥s ❬✶✷✹❪ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞✉ r❛♣♣♦rt q✉✬✐❧ ✐❞❡♥t✐✜❡
❡♥tr❡ s♦♥ tr❛✈❛✐❧ ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❍✉r❡✇✐❝③✳ ■❧ r❡❝♦♥♥❛ît ❡♥ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡
❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✏❤♦♠♦❧♦❣✐❡✲❛s♣❤är✐s❝❤✑ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷ ❡st
❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✭❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡
❞❡ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ G∗1 ∼=
B2
S2
✮ ✉♥ r❛✣♥❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s n = 2✱ ❞✬✉♥ rés✉❧t❛t
✻✽◆♦✉s ❡♥t❡♥❞♦♥s ♣❛r ❧à q✉❡ ❧❡s ❞é❝♦✉✈❡rt❡s ❞❡ ❍✉r❡✇✐❝③ ♥✬♦♥t ♣❛s été ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt
❞❡s ré✢❡①✐♦♥s ❞❡ ❍♦♣❢✳
✻✾❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡ s♦♥ ❛rt✐❝❧❡ ❬✶✷✸❪ q✉✐ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡s ✐❞é❡s ❡♥ ❣❡r♠❡
❞❛♥s ❬✶✷✶❪ ❡t ❞♦♥t ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❍✉r❡✇✐❝③ ❀ ❝❢✳ ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥
❝❤❛♣✐tr❡✳
✶✼✶
❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❍✉r❡✇✐❝③✼✵✳ ◗✉❡ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❍♦♣❢ ♥✬ét❛✐t ♣❛s étr❛♥❣❡r à ❝❡❧✉✐ ❞❡
❍✉r❡✇✐❝③ ét❛✐t ♠❛♥✐❢❡st❡ ❞❡ ♣❛r ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❡t ♦❜❥❡ts ✐♠♣❧✐q✉és✳ ▼❛✐s ❝✬❡st
à ❧❛ ✜♥ ❞❡s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ❞❡ ❍♦♣❢ q✉❡ s❡ ✈♦✐t ♣ré❝✐s❡r ✉♥ ❧✐❡♥ ❝♦♥❝r❡t✱ ❛✈❡❝
❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❍✉r❡✇✐❝③✳ ❊t ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❧✐❡♥ st✐♠✉✲
❧❡r❛ ❧❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❞❡ ❍♦♣❢ ❡t ❧✬❛♠è♥❡r❛ à ♣♦✉rs✉✐✈r❡ ❞❛♥s ❧❛ ✈♦✐❡ ♦✉✈❡rt❡
♣❛r s♦♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ✶✾✹✷✳✼✶
P♦✉r rés✉♠❡r✱ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ G∗1 ♥✬❛ ♣✉ êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❍♦♣❢ ❛✜♥ ❞❡
♠❡ttr❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❛✉ s❡r✈✐❝❡ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ♠❛✐s ❛✱ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ♦✉✈❡rt ❧❛
✈♦✐❡ à ❧✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ♣♦✉r ❧✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡
rés✉❧t❛ts ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♣rés❡♥t ❞❛♥s ❧❡ t❡①t❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡
❝❛❧❝✉❧ ❞❡
CF
C2F
♣♦✉r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ F ❧✐❜r❡✳ ▼❛✐s ❧❡ ♣♦✐♥t ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞é♣❛ss❡ ❝❡tt❡
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ G∗1 ♣❡✉t êtr❡ ❛ss♦❝✐é ❛✉ ❣r♦✉♣❡
G s❛♥s q✉❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ♥✬✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝é❞é✳ ■❧ s❡ tr♦✉✈❡ q✉❡ s✐
G ❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ K✱ G∗1 ❛ ✉♥ ❧✐❡♥ étr♦✐t ❛✈❡❝ ❧❡
❞❡✉①✐è♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ K✱ ❡t ❡st ♠ê♠❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t B2 ♣♦✉r ♣❡✉
q✉❡ K s♦✐t ✏❤♦♠♦❧♦❣✐❡✲❛s♣❤är✐s❝❤✑ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✳ ❖♥ s❡♥t ♣♦✐♥❞r❡ ✐❝✐ ❧✬❤♦✲
♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✱ ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t ❞é✜♥✐❡ ♣❡✉ ❛♣rès ✉♥ ❛✉tr❡ ❛rt✐❝❧❡
❞❡ ❍♦♣❢✼✷ ❝♦♥✜r♠❡ ❝❡tt❡ ✐♠♣r❡ss✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ G✱ q✉❡
❧✬♦♥ ❝♦♥♥❛ît ✈✐❛ ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❣é♥ér❛t❡✉rs ❡t r❡❧❛t✐♦♥s✱ ❍♦♣❢ s❛✐t ♠❛✐♥✲
t❡♥❛♥t ❛ss♦❝✐❡r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ G∗1 q✉✐ ❡st ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ❣r♦✉♣❡
❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡✱ ❡t ❝❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✐s♣♦✲
♥✐❜❧❡✳ ▲❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞é❥à ❛❝q✉✐s❡s ❡♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r
♣❧✉s ❛✐sé♠❡♥t ❝❡ ❣r♦✉♣❡ G∗1 q✉❡ s❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❛❜str❛✐t❡✱ ❡t ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ s❡ ♠❡t
❛✉ s❡r✈✐❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡✳ ◗✉✐ ♣❧✉s ❡st✱ ❧❡ ❧✐❡♥ s♦✉❧❡✈é ♣❛r ❍♦♣❢ ❡♥tr❡ ❝❡s tr❛✈❛✉①
❡t ❝❡✉① ❞❡ ❍✉r❡✇✐❝③✱ q✉✐ ❛❜♦✉t✐t à ❧✬✐❞é❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛✲
♠❡♥t❛❧ s✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡♥ t♦✉t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✼✸✱ ♦✉✈r❡ ❧❛ ♣♦rt❡ à ❧❛
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❍♦♣❢ ❡♥ t♦✉t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
❡t✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✱ à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s
❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡♥ t♦✉t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛ss♦❝✐és à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳
✼✵❖♥ tr♦✉✈❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ q✉❛tr✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❬✶✷✾❪ ❀ ✐❧ st✐♣✉❧❡ q✉❡ ❧❡s
❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬❡s♣❛❝❡s ✭❝♦♠♣r❡♥❛♥t ❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❝♦♥♥❡①❡s✮
❛s♣❤ér✐q✉❡s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n✱ ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 2✱ s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥és ♣❛r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✳
❉❛♥s ❬✶✷✹❪✱ ❍♦♣❢ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t✳ ❚r❛❞✉✐t ❞❡
❧✬❛❧❧❡♠❛♥❞✱ ❝❡❧❛ ❞♦♥♥❡ ✿ ✏❉❛♥s ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❞♦♥t ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
r✱ ♣♦✉r r = 2, 3, ..., n✱ s♦♥t ♥✉❧s✱ ❧❡ n✲✐è♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡st t♦t❛❧❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é
♣❛r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✑✳
✼✶❈❢✳ ❬✶✷✸❪✳
✼✷■❜✐❞✳
✼✸❈❢✳ ♣✳ ✷✼✽ ✿ ✏❉✐❡ ❋r❛❣❡✱ ❛✉❢ ✇❡❧❝❤❡ ❲❡✐s❡ ❞✐❡ ❙tr✉❦t✉r ❞❡r ✐♥ ❞❡♠ ❙❛t③ ❣❡♥❛♥♥t❡♥ n✲t❡♥
❇❡tt✐s❝❤❡♥ ●r✉♣♣❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❣r✉♣♣❡ ❜❡st✐♠♠t s❡✐✱ ✐st ❢ür n = 2 ❞✉r❝❤ ❞✐❡
❆♥❣❛❜❡ ❞❡r ●r✉♣♣❡ G∗1 ❜❡❛♥t✇♦rt❡t✳✑
✶✼✷
❈❡t ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❢r❛♥❝❤✐t ❞♦♥❝ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣❛❧✐❡r ❞❛♥s ❧✬❛❧❣é❜r✐s❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡✳ ▲✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ◆♦❡t❤❡r s✉r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡
à ❧❛ ✜♥ ❞❡s ❛♥♥é❡s ✷✵ ❛✈❛✐t ♣❡r♠✐s ❞❡ ♠❡ttr❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛
t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✱ ❛✉ s❡r✈✐❝❡ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡✳ ❈❡tt❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❛♣♣♦rt❛ ✉♥
❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐sé❡s✱ ❞❛♥s ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐té ♦❜s❡r✈é❡✱ ♠❛✐s
❧❡s ♦❜❥❡ts ❞✬ét✉❞❡ r❡stèr❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s✱ à s❛✈♦✐r ❞❡s ♦❜❥❡ts ❣é♦♠étr✐q✉❡s ♦✉
❞✬✐♥s♣✐r❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s s♣❤èr❡s✱ ❧❡s ♣♦❧②è❞r❡s✱ ❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱
❡t❝✳ ▼❛✐s ❧✬✐❞é❡ ❞✬❛ss♦❝✐❡r à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥✱ q✉✬♦♥ ♣♦✉rr❛✐t
❛♣♣❡❧❡r ♣❛r ❛♥❛❧♦❣✐❡ ✏❞❡✉①✐è♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✑✱ r❡♥❞ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ♣❛r
❡ss❡♥❝❡ ♠ê♠❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❛❧❣é❜r✐q✉❡✱ ✈✉ q✉❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❞❡✲
✈✐❡♥♥❡♥t s❡s ♦❜❥❡ts ❞✬ét✉❞❡✱ ❡t q✉❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ s❡ ♠❡t à s♦♥ s❡r✈✐❝❡✳ ❯♥❡
❝♦ï♥❝✐❞❡♥❝❡✱ ♥é❛♥♠♦✐♥s ❛ss❡③ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡✱ ✈❡✉t q✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡
❞❡ ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ✏t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✑✱ ♦✉ ❞✬✉♥ ❞❡ s❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❡♥ ❛♥✲
❣❧❛✐s ♦✉ ❛❧❧❡♠❛♥❞✱ ❞❛♥s ❧❡ t✐tr❡ ❞✬✉♥❡ s♦✉r❝❡ ré❢ér❡♥❝é❡ ♣❛r ▼❛t❤❙❝✐◆❡t ♦✉
❩❡♥tr❛❧❜❧❛tt✱ ❞❛t❡ ❥✉st❡♠❡♥t ❞❡ ✶✾✹✷✳✼✹ ❆❧♦rs q✉❡ ❝❡tt❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ❝♦♠✲
♠❡♥❝❡ ❥✉st❡ à s❡ ré♣❛♥❞r❡✱ ❝❡ ❞♦♥t tr❛✐t❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✷✶❪ ❞❡ ❍♦♣❢ s✬❛♣♣❛r❡♥t❡
❞é❥à à ❝❡ q✉✬♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❛♣♣❡❧❡r ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✳
✼✹■❧ s✬❛❣✐t ❞✉ tr❛✐té ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❚♦♣♦❧♦❣② ❞❡ ▲❡❢s❝❤❡t③✳ ◆♦✉s ♥❡ s♦✉t❡♥♦♥s ♣❛s ❧✬✐❞é❡ q✉❡
❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❛✐t à ❧✉✐ s❡✉❧ ❛♠❡♥é ❧✬❛❞♦♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ✏t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✑✳ ■❧
♥✬② ❛ q✉✬à ❡①❤✐❜❡r ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❛♥tér✐❡✉rs ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❡♥
tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣ré❢❛❝❡ ❞❡ ❬✷✶✷❪ ❡♥ ✶✾✸✹ ❡t ♠ê♠❡ ❝❤❡③ ❆❧❡①❛♥❞r♦✛ ❡♥ ✶✾✸✷ ❞❛♥s ❬✾❪✱ ♣♦✉r s❡
❝♦♥✈❛✐♥❝r❡ ❞✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡st r❡sté❡ ❝❛♥t♦♥♥é❡
❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t à ❧❛ s♣❤èr❡ ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣❡r♠❛♥✐q✉❡ ❥✉sq✉✬❛✉ ❞é❜✉t ❞❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✹✵✳ ■❧
s❡♠❜❧❡ ✈❛✐♥ ❞❡ t❡♥t❡r ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡s ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡
❍♦♣❢ s✉r ❧✬❛❞♦♣t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t ét❛❜❧✐r
♣❛r ❝❡tt❡ ✈♦✐❡ ❧❛ ❝❛✉s❡ ré❡❧❧❡ ❞❡ s♦♥ ❛❞♦♣t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s s♦✉r❝❡s ♦ù ♦♥ ❧❛ ✈❡rr❛
❛♣♣❛r❛îtr❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉r t♦✉t❡s s❡s r❛✐s♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❝❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡
❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✏t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✑ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡♥❝❡✳ ▼❛✐s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❝♦♥✈❛✐♥❝✉s
q✉❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❍♦♣❢✱ q✉✐ s✬✐♥s❝r✐t ❝❡rt❡s ❞❛♥s ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❧✉s ❣❧♦❜❛❧ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
t♦♣♦❧♦❣✐❡✱ ❛ ✉♥❡ ♣❛rt ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧✬❛❞♦♣t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡✱ ❞❡ ♣❛rt s♦♥
❝♦♥t❡♥✉ ❡t s♦♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❞✐✈❡rs tr❛✈❛✉① ♠❛❥❡✉rs ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧✬é♣♦q✉❡ ✕ ✐♥✢✉❡♥❝❡
q✉❡ ♥♦✉s ♠❡ttr♦♥s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❝❤❛♣✐tr❡✳
✶✼✸
✶✼✹
❈❤❛♣✐tr❡ ✼
❙✉r ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ✿ ❧❡
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❍♦♣❢
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞✐t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ▼❛❝ ▲❛♥❡ ❛ ✐♥❞✐q✉é ♣❧✉s✐❡✉rs
tr❛✈❛✉① ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✐♥✢✉❡♥❝és ❡t ♠♦t✐✈és ♣❛r ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✷✶❪ ❞❡ ✶✾✹✷ ❞❡ ❍♦♣❢
❛✉ s✉❥❡t ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❛✉q✉❡❧ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥✲
tér❡ss♦♥s ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❍♦♣❢ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ✿ ❝❡❝✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ t✐r❡r ♣r♦✜t ❞❡s
❛♥❛❧②s❡s ❞é❥à ♣r♦❞✉✐t❡s ❧♦rs ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ♣❡♥❝❤❡r♦♥s
❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❝❤❛✐♥s ❝❤❛♣✐tr❡s s✉r ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ♠❡♥és ♣❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t ♣❛r
❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡✱ ❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧ ❡t ❊❝❦♠❛♥♥✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡①♣❧✐q✉é q✉❡ ♥♦✉s ♣❡♥s✐♦♥s q✉❡ ❝❡ ♥✬❡st q✉✬❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ s❡s
r❡❝❤❡r❝❤❡s s✉r ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ q✉❡ ❍♦♣❢ ❛ ✈✉ s❡ ❞é❣❛❣❡r ❞❡s
♣♦✐♥ts ❝♦♠♠✉♥s ❢♦rts ❛✈❡❝ ❧❡s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ❞❡ ❍✉r❡✇✐❝③ s✉r ❧✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ s✉✲
♣ér✐❡✉r❡✱ ❡t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✱ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡
❧❛ ♣r♦①✐♠✐té ❡♥tr❡ s♦♥ tr❛✈❛✐❧ ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❍✉r❡✇✐❝③✱ s♦♥t ❛rr✐✈és ❝♦rré❧❛t✐✈❡✲
♠❡♥t ❡t ♦♥t ♣♦✉ssé ❍♦♣❢ à s✬② ✐♥tér❡ss❡r ❞❡ ♣❧✉s ♣rès ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳ ▲✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡
✶✾✹✺✱ Ü❜❡r ❞✐❡ ❇❡tt✐s❝❤❡♥ ●r✉♣♣❡♥✱ ❞✐❡ ③✉ ❡✐♥❡r ❜❡❧✐❡❜✐❣❡♥ ●r✉♣♣❡ ❣❡❤ör❡♥
❬✶✷✸❪✱ ❡①♣♦s❡ ❧❡s ❢r✉✐ts ❞❡ ❝❡tt❡ ré✢❡①✐♦♥✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❞❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ❍♦♣❢
♣❧❛❝❡ ❞✬❡♠❜❧é❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❬✶✷✶❪✱ s❡s ré✢❡①✐♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ s♣❤èr❡ q✉❡
❝❡❧❧❡s ❞❡ ❍✉r❡✇✐❝③✱ s❡♠❜❧❡ ❝♦♥❢♦rt❡r ♥♦tr❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✳
▲❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t ❬✶✷✷❪ à ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ✶✾✹✷ ❞❡ ❍♦♣❢ ♠♦♥tr❡ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❝♦♠✲
♠❡♥t s❡ ❢❛✐t ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥tr❡ s♦♥ ❛rt✐❝❧❡ s✉r ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡
❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ✶✾✹✺ ❞♦♥t ❧❡ t✐tr❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❇❡tt✐ ✭t❡r♠✐♥♦✲
❧♦❣✐❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s s✉❜st✐t✉❡r♦♥s ❧✬❛♣♣❡❧❧❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ ✏❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦✲
♠♦❧♦❣✐❡✑✮ ❛tt❛❝❤és à ✉♥ ❣r♦✉♣❡✳ ▲✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡s ré✢❡①✐♦♥s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❛✉
♠ê♠❡ ❝❡r❝❧❡ ❞✬✐❞é❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣❛r ❍✉r❡✇✐❝③ ② ❡st ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❧✉s
♠❛♥✐❢❡st❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ tr❛✈❛✐❧ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡t ❞❡s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s
❞❡ ♥❛t✉r❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❡t ✈✐s❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❛❝✲
q✉✐s❡s s✉r ❧❡ q✉♦t✐❡♥t B2/S2 ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ✶✾✹✷✱ à ét✉❞✐❡r ❧❡ q✉♦t✐❡♥t
✶✼✺
Bn/Sn ✭Sn ❞és✐❣♥❛♥t✱ ♣♦✉r ♠é♠♦✐r❡✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s
✐♠❛❣❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❞❡ n✲s♣❤èr❡s✮✳ ❍♦♣❢ ② ét❛❜❧✐t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ✿
P♦✉r ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ G ❡t ❛s♣❤ér✐q✉❡ ❡♥
❞✐♠❡♥s✐♦♥s r✱ ♣♦✉r 1 < r < n✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ Bn/Sn ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é
♣❛r G✳
❍♦♣❢ r❡❜♦♥❞✐t s✉r ❝❡s rés✉❧t❛ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❛♥s s♦♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ✶✾✹✺✳
▲✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ ❡st très é❝❧❛✐r❛♥t❡✳ ■❧ ♥♦✉s ② ✐♥❞✐q✉❡ s❡s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s✱ s❡s
✐♥✢✉❡♥❝❡s✱ ❧❡s q✉❡st✐♦♥s ❡♥ s✉s♣❡♥s ❡t ❛✉ss✐ s♦♥ ✐♥❞é❝✐s✐♦♥ ❞❡✈❛♥t ❧✬✐♠♣♦r✲
t❛♥❝❡ à ❛❝❝♦r❞❡r à ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡ s❡s ❞é❝♦✉✈❡rt❡s✱ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡r♣❧❡①✐té
q✉❡ ♣❡✉t ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥ ❞❡✈❛♥t ✉♥ ❝❤❛♠♣ ♥♦✉✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐s✲
s❛♥❝❡s✳ ◆♦✉s r❡✈✐❡♥❞r♦♥s s✉r ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❛s♣❡❝t ❛♣rès ❛✈♦✐r ❡①❛♠✐♥é ❧❛ t❡♥❡✉r
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ s♦♥ tr❛✈❛✐❧✳
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞✐t ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❍♦♣❢ ❛ r❡❝♦♥♥✉ ❡♥ ❧❡ ❢❛✐t
q✉❡ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✏❤♦♠♦❧♦❣✐❡✲❛s♣❤är✐s❝❤✑ ❡♥
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✉♥ r❛✣♥❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❧❡
❝❛s n = 2✱ ❞✬✉♥ rés✉❧t❛t ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❍✉r❡✇✐❝③✶ st✐♣✉❧❛♥t q✉❡ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦✲
♠♦❧♦❣✐❡ ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬❡s♣❛❝❡s ✭❝♦♠♣r❡♥❛♥t ❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❝♦♥♥❡①❡s✮
❛s♣❤ér✐q✉❡s✷ s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥és ♣❛r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✳ ▲✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ✶✾✹✺
s✬♦✉✈r❡ s✉r ❝❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❍✉r❡✇✐❝③ ❡t ❧❡ ♣rés❡♥t❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt
❞❡s ré✢❡①✐♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ♣❛♣✐❡r✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ r❛♣♣❡❧❧❡ ❍♦♣❢✱
❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ♣✉r❡♠❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✸✳
▲❡ ❜✉t ❛✈♦✉é ❞❡ ❍♦♣❢ ❡st ❞✬❛♣♣r♦❢♦♥❞✐r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❍✉r❡✇✐❝③✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐
rés✉❧t❡ ❡♥ ❡✛❡t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ♠❛✐s ❡♥
❛✉❝✉♥ ❝❛s ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❛s♣❤ér✐q✉❡ ❡♥
❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♥✬❡st ❡①♣❧✐q✉é❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✳ ❈❡tt❡
✈♦❧♦♥té ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ s♦✉s✲t❡♥❞ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❡t s❡ ❝♦♥❝ré✲
t✐s❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣❛r ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ q✉✐ tr❛✐t❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡♠❡♥t ❞❡
q✉❡st✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✳
▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❞❡ s♦♥ ❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥s✐st❡ ❞♦♥❝ ❡♥ ✉♥❡ ét✉❞❡ ♣✉r❡♠❡♥t
❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞♦♥t ♦♥ ♣❡✉t ❛✣r♠❡r s❛♥s tr♦♣ s✬❛✈❛♥❝❡r q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❣✉✐❞é❡ à
❧✬♦r✐❣✐♥❡ ♣❛r ❧❛ ✈♦❧♦♥té ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡t
✶❈❢✳ ❬✶✷✾❪✱ ■❱✱ ♣✳ ✹✸✸✳
✷❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞♦♥t t♦✉s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡✱ ❡①❝❡♣té ❧❡ ♣r❡♠✐❡r✱ s♦♥t tr✐✈✐❛✉①✳
✸❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ s✐ ❞❡✉① ❡s♣❛❝❡s X ❡t Y ✭✈ér✐✜❛♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s q✉❡
♥♦✉s ♥❡ ❞ét❛✐❧❧♦♥s ♣❛s ✐❝✐✱ ✐❧ ♥♦✉s s✉✣t ❞❡ s❛✈♦✐r q✉❡ ❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❧❡s ✈ér✐✜❡♥t✮ ♦♥t
❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① ✐s♦♠♦r♣❤❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ❣râ❝❡ à ❝❡t ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡t à
s♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❡♥tr❡ X ❡t Y ✳ ❉❡ ❝❡tt❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡
rés✉❧t❡ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❧❡s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ X ❡t ❞❡ Y ✱ ♠❛✐s
❡♥ ❛✉❝✉♥ ❝❛s ♥✬❛✲t✲♦♥ ✐❞é❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❝❡s
❡s♣❛❝❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✳
✶✼✻
❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❛s♣❤ér✐q✉❡✳ ❍♦♣❢ ❛♥♥♦♥❝❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t
❛✈♦✐r ❞é❝❡❧é ✉♥ ♣r♦❝é❞é ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛ss♦❝✐❡r à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ G ❡t
✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ✉♥✐t❛✐r❡ J ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s (GnJ)n∈N ❞♦♥t ❧❡ rô❧❡ ❡♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡
s❡r❛ ❡①♣❧✐❝✐té ❞❛♥s ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡♠♣s✳ ◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s ❛✈❡❝ ✐♥térêt ❧✬❛✐❞❡ q✉❡
❍♦♣❢ r❡❝♦♥♥❛ît ❛✈♦✐r tr♦✉✈é❡ ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❑✉rt ❘❡✐❞❡♠❡✐st❡r ❡t ❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✏❛♥♥❡❛✉ ❞✉ ❣r♦✉♣❡✑ ✭✏●r✉♣♣❡♥r✐♥❣✑✮✳
❆✈❛♥t ❞♦♥❝ ❞✬❛❜♦r❞❡r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❍♦♣❢✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥❝❡r♦♥s
♣❛r ♥♦✉s ♣❡♥❝❤❡r s✉r ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✾✶❪ ❞❡ ❘❡✐❞❡♠❡✐st❡r r❡❝♦♥♥✉ ❝♦♠♠❡ s♦✉r❝❡
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ♣♦✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞✉ ❣r♦✉♣❡✳ ◆♦✉s ♣rêt❡r♦♥s
✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ❛✉① ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❘❡✐❞❡♠❡✐st❡r ♦ù ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛✲
♠❡♥t❛❧✱ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✱ r❡✈êt❡♠❡♥ts ❡t ❤♦♠♦❧♦❣✐❡ s❡ ♠ê❧❡♥t✱ ❝❡ q✉✐
♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❡♥s✉✐t❡ ❞❡ q✉❡❧❧❡ ♠❛♥✐èr❡ ❍♦♣❢ ❛ ❛❞❛♣té ❧❡s
✐❞é❡s q✉✬✐❧ ② ❛ ♣✉✐sé❡s✳
✼✳✶ ❉❡s r❡✈êt❡♠❡♥ts
❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ q✉❛tr✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❬✶✷✾❪✱ ♦ù s❡ tr♦✉✈❡ ❧❡ rés✉❧✲
t❛t ♦r✐❣✐♥❡❧ ❞❡ ❍✉r❡✇✐❝③✱ ❡st ❢❛✐t ✉♥ ✉s❛❣❡ ❝r✉❝✐❛❧ ❞✉ ✏r❡✈êt❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧✑
❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡✳ ❈❡t ♦❜❥❡t ❡st très ✉t✐❧❡ ❡♥ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❡t s✬❛✈èr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❡s✲
s❡♥t✐❡❧ ❞❛♥s ❧❡s ❛rt✐❝❧❡s ❞❡ ❘❡✐❞❡♠❡✐st❡r ❡t ❞❡ ❍♦♣❢ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛♥❛❧②s❡r
❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✿ ❝♦♠♠❡ ❞❡ ♣❧✉s ✐❧ ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❧✉✐ ❝♦♥s❛❝r❡r ✐❝✐ ✉♥
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✳
◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ✐❝✐ ❞❡ tr❛❝❡r ✉♥❡ ❤✐st♦✐r❡ ❞✉ ❞é✲
✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ r❡✈êt❡♠❡♥t✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♥✬ét❛♥t ♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✐é❡
❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ét✉❞❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥t❡♥t❡r♦♥s ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❛✉ ❧❡❝t❡✉r ❧✬❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡
❝❡ q✉✬✐❧ ② ❛ à s❛✈♦✐r s✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s r❡✈êt❡♠❡♥ts ♣♦✉r ❡♥ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❛
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❡t ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧❡r♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❙❡✐❢❡rt ❡t ❚❤r❡❧❢❛❧❧ ✭✶✾✸✹✮
q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ✐❞é❡ s✉✣s❛♥t❡ ❡t ❝❧❛✐r❡ ❞❡ ❝❡ q✉❡ ❘❡✐❞❡♠❡✐st❡r ❡t ❍♦♣❢ ♣♦✉✲
✈❛✐❡♥t ❛✈♦✐r ❡♥ têt❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡t ♦❜❥❡t✳
▲❡s r❡✈êt❡♠❡♥ts ♥✬ét❛✐❡♥t ♣❛s ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❛✉té ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✸✵ ❀ ❧❡s
✐❞é❡s ❧❡s ❡♥t♦✉r❛♥t tr♦✉✈❡♥t ❧❡✉r ♦r✐❣✐♥❡ ❞❛♥s ❧❛ t❤ès❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥✹ s✉r ❧❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡t s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s✉r❢❛❝❡s
✏❝♦✉✈r❛♥t✑ ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉ ♣❧❛♥ ❝♦♠♣❧❡①❡✳ P♦✉r ❢❛✐r❡ ❝♦✉rt✱ ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t
❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ X ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ Y ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ p ❞❡ Y s✉r X s❛✲
t✐s❢❛✐s❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés ✭q✉❡ ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✮✳ ❙❡❧♦♥ ❏❡❛♥
❉✐❡✉❞♦♥♥é✺✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❝❡❝✐ ♥✬❛✐t ♣❛s été ❢♦r♠✉❧é ♦✉ ❡♥ t♦✉t ❝❛s ❞é♠♦♥tré ❝❧❛✐✲
✹❈❢✳ ❬✶✾✷❪✳
✺❈❢✳ ❬✺✺❪ ♣✳ ✷✾✻✳
✶✼✼
r❡♠❡♥t ❛✈❛♥t ✶✾✸✹✱ ét❛✐t ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t r❡❝♦♥♥✉❡ ❛✉① r❡✈êt❡♠❡♥ts✱ ♣❛r ❞❡s
t♦♣♦❧♦❣✉❡s ❝♦♠♠❡ P♦✐♥❝❛ré✱ ❚✐❡t③❡ ♦✉ ❉❡❤♥✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ✏r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡s
❤♦♠♦t♦♣✐❡s✑✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ✿
✕ s✐ β : [0, 1] → X ❡st ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ s✉r X ❛✈❡❝ β(0) = a ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t
♣♦✐♥t b ❞❡ p−1(a) ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❝❤❡♠✐♥ γ : [0, 1] → Y ✭❛♣♣❡❧é
r❡❧è✈❡♠❡♥t✮ s✉r Y t❡❧ q✉❡ γ(0) = b ❡t β = p ◦ γ ❀
✕ s✐ β : [0, 1] → X ❡t β ′ : [0, 1] → X s♦♥t ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥s s✉r X ❞❡ ♠ê♠❡
♦r✐❣✐♥❡ a ❡t s✐ ϕ : [0, 1] × [0, 1] → X ❡st ✉♥❡ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞❛♥s X ❡♥tr❡
β ❡t β
′
✜①❛♥t a✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ψ : [0, 1] × [0, 1] → Y
❡♥tr❡ ❧❡s r❡❧❡✈és r❡s♣❡❝t✐❢s ❞❡ β ❡t β
′
❛②❛♥t ♠ê♠❡ ♦r✐❣✐♥❡✱ ❡t t❡❧❧❡ q✉❡
ϕ = P ◦ ψ✳
❈❡s ♣r♦♣r✐étés ❢✉r❡♥t✱ s❡❧♦♥ ❉✐❡✉❞♦♥♥é✱ ét❛❜❧✐❡s ♣❛r ❲❡②❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡
❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❛♥s ❬✷✸✾❪ ✭✶✾✶✸✮✳
▲❛ ré❢ér❡♥❝❡ à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✸✵ ❡♥ ♠❛t✐èr❡ ❞❡ r❡✈êt❡♠❡♥t
s❡ tr♦✉✈❡ êtr❡ ❧❡ ❝é❧è❜r❡ ▲❡❤r❜✉❝❤ ❞❡r ❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ❬✷✶✷❪ ❞❡ ❙❡✐❢❡rt ❡t ❚❤r❡❧❢❛❧❧✳
❈❡ ❧✐✈r❡ ❡st ✉♥ ❞❡s ❞❡✉① tr❛✐tés ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♣ér✐♦❞❡ ❡♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝
❧❡ ❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ❬✶✵❪ ❞✬❆❧❡①❛♥❞r♦✛ ❡t ❍♦♣❢✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❛♣♣ré❤❡♥❞❡r
❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✐té ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ r❡✈êt❡♠❡♥t ✈✐❛
❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ❋✳ ▼❛rt② ♣♦✉r s♦♥ ❡①♣♦sé ✏❘❡❝♦✉✈r❡✲
♠❡♥ts ✲ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✑ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❛♥♥é❡ ❞✉ sé♠✐♥❛✐r❡ ❏✉❧✐❛
❡♥ ✶✾✸✺✴✸✻✻✳
▲❡ ▲❡❤r❜✉❝❤ ❞❡r ❚♦♣♦❧♦❣✐❡✱ s✬✐❧ ♥❡ s❡ ❞✐st✐♥❣✉❡ ♣❛s ré❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s tr❛✐✲
tés ❥✉sq✉✬❛❧♦rs ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❡♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ✭❝♦♠♠❡ ❧❡ ❚♦♣♦❧♦❣② ❞✬✉♥ ▲❡❢s❝❤❡t③
❬✶✹✸❪✮✱ ♣rés❡♥t❡ ♥é❛♥♠♦✐♥s ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛✈❡❝
✉♥❡ ❝❧❛rté ❥❛♠❛✐s ❛tt❡✐♥t❡ ❥✉sq✉✬❛❧♦rs✱ ❡t s✬❡st tr♦✉✈é ❞✬✉♥ ❛❜♦r❞ très ❝♦♠✲
♠♦❞❡ ♣♦✉r ❧❡s ét✉❞✐❛♥ts✳ ❈❡ tr❛✐té s❡♠❜❧❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛✈♦✐r ❝♦♥st✐t✉é ✉♥❡
✈ér✐t❛❜❧❡ ❛✈❛♥❝é❡ ❞❛♥s ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s r❡✈êt❡♠❡♥ts ❡♥ ♠❡tt❛♥t ❧✬❛❝❝❡♥t s✉r
❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡t s❡s
r❡✈êt❡♠❡♥ts ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡s ❤♦♠♦t♦♣✐❡s✼✳ ▲❡ tr❛✐✲
t❡♠❡♥t ❞❡s r❡✈êt❡♠❡♥ts ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❙❡✐❢❡rt ❡t ❚❤r❡❧❢❛❧❧ r❡♥❞ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❝❧❛✐r
❡t ♠❛♥✐❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s s✐♠♣❧✐❝✐❛✉①✱ ❡t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞é❣❛✲
❣é❡s s❡ r❡tr♦✉✈❡♥t ♣♦✉r ❧✬❡ss❡♥t✐❡❧ à ❧✬✐❞❡♥t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ♣❧✉s ✈❛st❡ ❞❡s
❡s♣❛❝❡s✳
✻❈❢✳ ❬✶✵✽❪✳
✼❈❢✳ ❬✺✺❪ ♣♣✳ ✷✾✻✲✼ ✿ ✏■t ✇❛s ♦♥❧② ✐♥ ✶✾✸✹ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡✐r ❜♦♦❦ ✭✳✳✮✱ ❙❡✐❢❡rt ❛♥❞ t❤r❡❧❢❛❧❧
❣❛✈❡ ❛♥ ❛❞♠✐r❛❜❧❡ t❤♦r♦✉❣❤ ❡❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❣r♦✉♣s ❛♥❞
❝♦✈❡r✐♥❣ s♣❛❝❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛t❤ ❧✐❢t✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ ✿ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❧♦❝❛❧❧② ✜♥✐t❡ s✐♠✲
♣❧✐❝✐❛❧ t❤❡♦r❡♠s✱ ✐t ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❞❡✜♥✐t✐✈❡✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ s♣❛❝❡s
✇✐t❤ ♦♥❧② ♠✐♥♦r ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✳✑
✶✼✽
✼✳✶✳✶ ▲❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s r❡✈êt❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ ▲❡❤r❜✉❝❤
❞❡r ❚♦♣♦❧♦❣✐❡
◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ✐❝✐ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡s r❡✈êt❡♠❡♥ts ❞✬✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❝♦♥♥❡①❡✽
t❡❧ q✉✬❡①♣♦sé ❞❛♥s ❧❡ ♠❛♥✉❡❧ ❞❡ ❙❡✐❢❡rt ❡t ❚❤r❡❧❢❛❧❧ ❬✷✶✷❪✳
❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ K✱ ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ K˜ ❡st ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ❞❡ K s✬✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ G ❞❡ K˜ s✉r K t❡❧❧❡ q✉❡ ✿
✶✳ t♦✉t ♣♦✐♥t P ❞❡ K ❡st ❧✬✐♠❛❣❡ ♣❛r G ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ♣♦✐♥t P˜ ❞❡ K˜ ✭♦♥
❞✐t q✉❡ P˜ ❡st ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ P ✮ ❀
✷✳ s✐ P˜1✱ P˜2✱✳✳✳ s♦♥t ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ P ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ✈♦✐s✐♥❛❣❡s U(P )✱
U(P˜1)✱ U(P˜2)✱✳✳✳ t❡❧s q✉❡G ✐♥❞✉✐t ✉♥ ❤♦♠é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ U(P˜1)✱ U(P˜2)✱✳✳✳
s✉r U(P ) ❀
✸✳ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ K˜ s❡ s✐t✉❛♥t ❛✉✲❞❡ss✉s ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ U(P ) ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❛✉
♠♦✐♥s ✉♥ ❞❡s ✈♦✐s✐♥❛❣❡s U(P˜1)✱ U(P˜2)✱✳✳✳
❉❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✺✺ ❞❡ ❬✷✶✷❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♠♦♥tr❡♥t ❝♦♠♠❡♥t ❝♦♥str✉✐r❡
✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t R ❞✬✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ K ❞♦♥t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡st ✉♥ s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ H ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ F ❞❡ K✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ✐❧s
❝♦♠♠❡♥❝❡♥t ♣❛r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ H✲❝❧❛ss❡✳
❙♦✐t ❞♦♥❝ ✜①é ❛✉ ❞é♣❛rt ✉♥ ♣♦✐♥t O✱ s♦♠♠❡t ❞✬✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s✐♠✲
♣❧✐❝✐❛❧❡ ❞❡ K✳ ❯♥ s♦♠♠❡t q✉❡❧❝♦♥q✉❡ A ❞❡ K ❞é✜♥✐t ❞❡s H✲❝❧❛ss❡s ❞❡ ❧❛
♠❛♥✐èr❡ q✉✐ s✉✐t ✿ ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥s U ❡t U ′ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ O ❡t ❞✬❡①tré♠✐té A s♦♥t
❞❛♥s ✉♥❡ ♠ê♠❡ H✲❝❧❛ss❡ s✐ UU ′−1 ∈ H✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t A ❞❡ K ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡s H✲❝❧❛ss❡s A¯1✱ A¯2✱✳✳✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ R✱
r❡✈êt❡♠❡♥t ❞❡ K✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ♣♦✉r s♦♠♠❡ts✾ ❧❡s ❝❧❛ss❡s A¯1✱ A¯2✱✳✳✳ ♦❜t❡♥✉❡s
❡♥ ♣❛r❝♦✉r❛♥t t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts A ❞❡ K✳ ▲❡s ♣♦✐♥ts s✐t✉és ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ A
❞❛♥s ❧❡ r❡✈êt❡♠❡♥t s♦♥t ❞♦♥❝ ❧❡s ❝❧❛ss❡s A¯1✱ A¯2✱✳✳✳
❆✐♥s✐ s♦♥t ❝♦♥str✉✐ts ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ R s❡ s✐t✉❛♥t ❛✉✲❞❡ss✉s ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t
❞❡ K✳ ▼❛✐s ✐❧ ❢❛✉t ❞é✜♥✐r ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧❡s s✐♠♣❧❡①❡s ❞❡ R s❡ s✐t✉❛♥t
❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡s s✐♠♣❧❡①❡s ❞❡ K ❡t ❞♦♥❝ s✐❣♥✐✜❡r s♦✉s q✉❡❧❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡s
s♦♠♠❡ts ❞♦♥♥és A¯i✱ B¯k✱✳✳✳ ❡♥❣❡♥❞r❡♥t ✉♥ s✐♠♣❧❡①❡ ❞❡ R✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♦♥
❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❝♦♠♣❛r❡r ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞✬✉♥ s✐♠♣❧❡①❡
❞❡ K✳ ❉❡✉① ❝❧❛ss❡s A¯i ❡t B¯k s♦♥t ❞✐t❡s ✈♦✐s✐♥❡s ✭✏❜❡♥❛❝❤❜❛rt✑✮ s✐ A ❡t B
s♦♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞✬✉♥ 1✲s✐♠♣❧❡①❡ c ❞❡ K ❡t s✐ UcV −1 ∈ H✱ ♦ù U ❡st ✉♥
r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ A¯i ❡t V ✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ B¯k✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ H✲❝❧❛ss❡ A¯i
❞✬✉♥ s♦♠♠❡t A ❞❡ K✱ ✐❧ ❡①✐st❡✱ ♣♦✉r t♦✉t s♦♠♠❡t B ❞❡ K ❢♦r♠❛♥t ❛✈❡❝ A ❧❡s
✽▲❡s ✐❞é❡s s♦♥t str✐❝t❡♠❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ♠♦t✐✈❛♥t ❧❡s r❡✈êt❡♠❡♥ts ❞❡ ✈❛r✐étés✳
✾◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s ✐❝✐ ✉♥ r❛❝❝♦✉r❝✐ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♠♦❞✐té ❞✉ ❞✐s❝♦✉rs✳ ❙❡✐❢❡rt ❡t ❚❤r❡❧❢❛❧❧ ♣❛r❧❡♥t
♣❧✉tôt ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❜✐✉♥✐✈♦q✉❡ ❛✈❡❝ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s
A¯1✱ A¯2✱✳✳✳
✶✼✾
s♦♠♠❡ts ❞✬✉♥ 1✲s✐♠♣❧❡①❡ ❞❡ K✱ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ H✲❝❧❛ss❡ B¯k ✈♦✐s✐♥❡ ❞❡ A¯i ❀
✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❡st ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ Uc✱ ♦ù U ❡st ✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t
q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ A¯i✳
❊♥s✉✐t❡✱ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ s✐♠♣❧❡①❡ S ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡ à 2 ❞❡K✱
❞♦♥❝ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❛✉ ♠♦✐♥s 3 s♦♠♠❡ts A✱ B✱ C✱✳✳✳ ❡t s✐ ❧✬♦♥ ✜①❡ ✉♥❡ H✲❝❧❛ss❡
A¯i ❛ss♦❝✐é❡ à A✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ H✲❝❧❛ss❡ B¯k✱ C¯l✱✳✳✳ ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❤❛q✉❡
s♦♠♠❡t ❞❡ S✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ A¯i✱ B¯k✱ C¯l✱✳✳✳ s♦♥t ✈♦✐s✐♥❡s ❞❡✉① à ❞❡✉①✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
♣r❡♥♦♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡ B¯k✱ ❛ss♦❝✐é❡ à B✱ ✈♦✐s✐♥❡ ❞❡ A¯i✱ ❡t ❧❛ ❝❧❛ss❡ C¯l✱ ❛ss♦❝✐é❡ à
C✱ ✈♦✐s✐♥❡ ❞❡ A¯i✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ B¯k ❡t C¯l s♦♥t ✈♦✐s✐♥❡s ✭❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t
s✬❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❞❡ ♠ê♠❡ ❛✉① ❛✉tr❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ S✮✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ s♦✐t U ✉♥
❝❤❡♠✐♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ A¯i✱ ❡t a✱ b✱ c ❧❡s s✐♠♣❧❡①❡s ♦r✐❡♥tés CB✱ AC ❡t AB ❀
❞✬❛♣rès ❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡✱ Ub ❡t Uc s♦♥t ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛♥ts r❡s♣❡❝t✐❢s ❞❡ C¯l ❡t
B¯k✳ ❈❡s ❝❧❛ss❡s s♦♥t ✈♦✐s✐♥❡s s✐ Ub.a.(Uc)−1 ❡st ❞❛♥s H✳ ❖r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ bac−1
❞é❝r✐t ❧❡ ❜♦r❞ ❞✉ 2✲s✐♠♣❧❡①❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r A✱ B ❡t C ❞♦♥❝ Ub.a.(Uc)−1 ❡st
✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡✶✵ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❝❡ s✐♠♣❧❡①❡✱ ❞♦♥❝ ❡st ❤♦♠♦t♦♣❡ ❛✉ ❧❛❝❡t ❝♦♥st❛♥t
❡♥ O✱ ❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✜♥❛❧❡♠❡♥t à ❧✬é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✱
é❧é♠❡♥t q✉✐ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s H✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❝❧❛ss❡s A¯i✱ B¯k✱ C¯l s♦♥t
❜✐❡♥ ❞❡✉① à ❞❡✉① ✈♦✐s✐♥❡s✳
❆✉ ❜♦✉t ❞✉ ❝♦♠♣t❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ R✱ r❡✈êt❡♠❡♥t ❞❡ K✱ ❡♥
♣r❡♥❛♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s✐♠♣❧❡①❡ S ❞❡ K ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s s♦♠♠❡ts A✱ B✱ C✱✳✳✳
t♦✉s ❧❡s s✐♠♣❧❡①❡s ❡♥❣❡♥❞rés ♣❛r ❧❡s H✲❝❧❛ss❡s A¯i✱ B¯k✱ C¯l✱✳✳✳ ❞❡✉① à ❞❡✉①
✈♦✐s✐♥❡s ✭❡t ♦♥ ❛ ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t q✉✬✐❧ ❡①✐st❛✐t ❛✉t❛♥t ❞❡ s✐♠♣❧❡①❡s ❞❡ ❝❡
❣❡♥r❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ❞❡ H✲❝❧❛ss❡s✱ ✈✉ q✉❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ H✲❝❧❛ss❡ A¯i ❞ét❡r♠✐♥❡
t♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s✮✳
▲❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉ ❡st ❜✐❡♥ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ H ❝❛r✱ s✐ ❧✬♦♥
❝❤♦✐s✐t ✉♥ s♦♠♠❡t O¯1 ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ O✱ ❡t ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞✬❛rêt❡s ❢❡r♠é U ❞✬♦r✐❣✐♥❡
O ❡t r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ H✱ ❛❧♦rs ❧♦rsq✉✬♦♥ r❡❣❛r❞❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✬❛rêt❡s
❞é❝r✐t ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ U ✱ ❞❛♥s R✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉✬✐❧ r❡✈✐❡♥t ❡♥ O¯1 ❝❛r ✐❧ ♣❛r❝♦✉rt
❞❡s s♦♠♠❡ts s✉❝❝❡ss✐❢s q✉✐ s♦♥t t♦✉s ❞❡s ❝❧❛ss❡s ✈♦✐s✐♥❡s ❀ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝ ❞✬✉♥
r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡ R✳ ❙✐ ♣❛r ❝♦♥tr❡ ❧❡
❝❤❡♠✐♥ U ♥❡ r❡♣rés❡♥t❡ ♣❛s ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ H✱ s♦♥ r❡❧❡✈é ❞❛♥s R t❡r♠✐♥❡r❛
❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t O¯2 ❞✐st✐♥❝t ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt✱ ❝❛r ♥❡ s❡ tr♦✉✈❛♥t ♣❛s ❞❛♥s ❧❛
♠ê♠❡ H✲❝❧❛ss❡✳
▲❡ r❡✈êt❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧✶✶ ❡st ❝❡❧✉✐ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ H ré❞✉✐t
à ❧✬é❧é♠❡♥t ✐❞❡♥t✐té✳ ■❧ ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡ ❡t ❡st ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ❞❡ t♦✉t
❛✉tr❡ r❡✈êt❡♠❡♥t ❞❡ K✳
✶✵P♦✉r r❡♣r❡♥❞r❡ ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳
✶✶■❧ ❡st ✏✉♥✐✈❡rs❡❧✑ ❛✉ s❡♥s ♦ù ✐❧ ❡st r❡✈êt❡♠❡♥t ❞❡ t♦✉t ❛✉tr❡ r❡✈êt❡♠❡♥t✳
✶✽✵
❆ t✐tr❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✱ ✈♦✐❝✐ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❍✉r❡✇✐❝③✶✷ ♣♦✉r
❧❡ r❡✈êt❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ ✿ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❡s♣❛❝❡ Y ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡ ❡♥
t♦✉t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡t ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①é y0 ❞❡ Y ✱ ❧❡ r❡✈êt❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ Y ∗ ❞❡ Y ❡st
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞✬♦r✐❣✐♥❡ y0 ♠♦❞✉❧♦ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❝♦♠♠❡
éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ ♠ê♠❡s ♦r✐❣✐♥❡s ❡t ❡①tré♠✐tés s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞✬êtr❡
❞é❢♦r♠és ❝♦♥t✐♥û♠❡♥t ❧✬✉♥ ❡♥ ❧✬❛✉tr❡✳ ■❧ ❡st ♠❛♥✐❢❡st❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st
❧✬❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❙❡✐❢❡rt ❡t
❚❤r❡❧❢❛❧❧ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s s✐♠♣❧✐❝✐❛✉①✳
❙✐ ❍✉r❡✇✐❝③ s✬❡st ✐♥tér❡ssé ❛✉① r❡✈êt❡♠❡♥ts ✉♥✐✈❡rs❡❧s✱ ❝✬❡st q✉❡ ❧❡s ♣r♦✲
♣r✐étés ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ✭❛♣♣❡❧é ✏❜❛s❡✑✮ Y s❡ r❡tr♦✉✈❡♥t ❞❛♥s ❧❡ r❡✈êt❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡r✲
s❡❧ Y ∗ ❡t q✉❡ ❝❡t ♦❜❥❡t ❡st ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ✐❧ ❡st ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t
❝♦♥♥❡①❡ ❡♥ t♦✉t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡t ♣♦ssè❞❡ ❧❡s ♠ê♠❡ ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ q✉❡
Y ❡♥ t♦✉t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s❛✉❢ 1✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡ Y ∗ ❡st
tr✐✈✐❛❧ ❞♦♥❝✱ ❧♦rsq✉❡ Y ❡st s✉♣♣♦sé ❛s♣❤ér✐q✉❡✱ t♦✉s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡
❞❡ Y ∗ s♦♥t tr✐✈✐❛✉①✱ ❝❡ q✉✐ ❡♥ ❢❛✐t ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❝♦♥tr❛❝t✐❧❡✳
✼✳✶✳✷ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡✈êt❡♠❡♥ts ♣❛r ❘❡✐❞❡♠❡✐st❡r ❡t
❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡
❑✉rt ❘❡✐❞❡♠❡✐st❡r ét❛✐t ✉♥ ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥ ❛❧❧❡♠❛♥❞✱ ♥é à ❇r✉♥s✇✐❝❦
✭❇r❛✉♥s❝❤✇❡✐❣✮ ❡♥ ✶✽✾✸ ❡t ❞é❝é❞é à ●ött✐♥❣❡♥ ❡♥ ✶✾✼✶✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r ♠❡♥é
✉♥❡ t❤ès❡ ✭s♦✉t❡♥✉❡ ❡♥ ✶✾✷✶✮ ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s✱ ✐❧ ❛❜❛♥❞♦♥♥❛
t♦t❛❧❡♠❡♥t ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡t r❡st❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉ ♣♦✉r s❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s à ❧❛
t♦♣♦❧♦❣✐❡ ✭❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♥÷✉❞s✮ ❡t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞❡s
❣r♦✉♣❡s✶✸✳ ❈✬❡st ❛♣♣❛r❡♠♠❡♥t ♣❛r ❲✐rt✐♥❣❡r✱ ❞✉r❛♥t s❡s ❛♥♥é❡s à ❱✐❡♥♥❡
✭✶✾✷✷✲✷✺✮✱ q✉❡ ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❘❡✐❞❡♠❡✐st❡r ♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❢✉t é✈❡✐❧❧é✶✹✳
■❧ ❢✉t ❡♥❣❛❣é à ❑ö♥✐❣s❜❡r❣ ❡♥ ✶✾✷✺✶✺ ♠❛✐s ❢✉t s✉s♣❡♥❞✉ ❞❡ s❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❡♥ ✶✾✸✸ ♣❛r ❧❡ ré❣✐♠❡ ♥❛③✐ ♣❡✉ ❛♣rès q✉❡ ❧❛ Pr✉ss❡ ❢✉t ✐♥té❣ré❡ ❛✉ ■■■❡ ❘❡✐❝❤✳
❈❡ ♥✬❡st q✉✬à ❧✬❛✉t♦♠♥❡ ✶✾✸✹ q✉✬✐❧ r❡tr♦✉✈❛ ✉♥ ♣♦st❡✱ à ▼❛r❜✉r❣✳
▲✬❛rt✐❝❧❡ ❍♦♠♦t♦♣✐❡❣r✉♣♣❡♥ ✈♦♥ ❑♦♠♣❧❡①❡♥ ❬✶✾✶❪ ❞❡ ❘❡✐❞❡♠❡✐st❡r q✉✐
♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ✐❝✐ ❢✉t ♣✉❜❧✐é ❡♥ ✶✾✸✹ ♠❛✐s ✐❧ ❧✬é❝r✐✈✐t ❛❧♦rs q✉✬✐❧ s❡ tr♦✉✈❛✐t
❡♥❝♦r❡ à ❑ö♥✐❣s❜❡r❣✱ ❞♦♥❝ ❛✉ ♣❧✉s t❛r❞ ❡♥ ✶✾✸✸✳ ▲❡ t✐tr❡ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❞♦✐t ♥♦✉s
✐♥t❡r♣❡❧❧❡r ❝❛r ♦♥ ② r❡♠❛rq✉❡ ❧❛ ♠❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✏❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦t♦✲
♣✐❡✑ ❛✈❛♥t ♠ê♠❡ ❧❛ ♣❛r✉t✐♦♥ ❞❡s ❛rt✐❝❧❡s ❞❡ ❍✉r❡✇✐❝③✱ ❡t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ♣r♦❜❛❜❧❡✲
♠❡♥t à ✉♥❡ é♣♦q✉❡ ♦ù ❧❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r s✉r ❧✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ s✉♣ér✐❡✉r❡
✶✷❈❢✳ ❬✶✷✾❪ ■❱✳ ♣✳ ✷✶✺✳
✶✸❈❢✳ ❬✸✾❪ ♣✳ ✾✵✲✾✶✳
✶✹■❜✐❞✳
✶✺❈❢✳ ❬✶✺❪✳
✶✽✶
❝♦♠♠❡♥ç❛✐❡♥t à ♣❡✐♥❡✳ P♦✉r ♠é♠♦✐r❡✱ ❍✉r❡✇✐❝③ ét❛✐t ❛❧♦rs ❧✬❛ss✐st❛♥t ❞❡
❇r♦✉✇❡r à ❆♠st❡r❞❛♠ ❡t ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ✐♠❛❣✐♥❡r ✉♥ r❛♣♣♦rt étr♦✐t ❡♥tr❡
❍✉r❡✇✐❝③ ❡t ❘❡✐❞❡♠❡✐st❡r q✉✐ ♣✉t ❡①♣❧✐q✉❡r q✉✬✐❧s tr❛✈❛✐❧❧❛✐❡♥t s✉r ✉♥ ♠ê♠❡
s✉❥❡t ♣♦✉rt❛♥t très ♣❡✉ ré♣❛♥❞✉✳ ❖♥ ♥❡ ♣❡✉t ♥♦♥ ♣❧✉s s✉♣♣♦s❡r ✉♥ r❛♣♣♦rt
étr♦✐t ❛✈❡❝ ❷❡❝❤ q✉✐ ét❛✐t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡♥ ❚❝❤é❝♦s❧♦✈❛q✉✐❡ ❡t ❧✬♦♥ ♣❡✉t é❣❛✲
❧❡♠❡♥t ♥♦t❡r q✉❡ ❘❡✐❞❡♠❡✐st❡r ♥✬❛ ♣❛s ❛ss✐sté ❛✉ ❈♦♥❣rès ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❞❡s
▼❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s ❞❡ ✶✾✸✷ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉q✉❡❧ ❷❡❝❤ ❡①♣♦s❛ s❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❣r♦✉♣❡
❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✶✻✳
❆✉ ✈✉ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❡t ❞❡ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ r❛♣♣♦rt ❝❧❛✐r ❡♥tr❡ ❘❡✐❞❡✲
♠❡✐st❡r ❡t ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❛❝t❡✉rs ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ s✉♣ér✐❡✉r❡
à ❧❛ ♠ê♠❡ é♣♦q✉❡✱ ✐❧ ❡st ❧é❣✐t✐♠❡ ❞❡ s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r ❝❡ q✉❡ s♦♥t ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦✲
♠♦t♦♣✐❡ ✐♥tr♦❞✉✐ts ♣❛r ❘❡✐❞❡♠❡✐st❡r✱ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ❝❡ s♦♥t
❧❡s ♠ê♠❡s ♦❜❥❡ts q✉❡ ❝❡✉① ✐♥tr♦❞✉✐ts ♣❛r ❷❡❝❤ ❡t ❍✉r❡✇✐❝③✳ ❈❡❝✐ r❡♥❢♦r❝❡
❡♥❝♦r❡ ❧✬✐♥térêt q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❞❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡✳
❘❡✐❞❡♠❡✐st❡r ❛✈❛✐t ❞é❥à ❛❜♦r❞é ❞✐✈❡rs❡s q✉❡st✐♦♥s ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❣r♦✉♣❡
❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✳ ■❧ s❡♠❜❧❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t q✉❡ ❲✐rt✐♥❣❡r ❧✉✐ ❛✈❛✐t ♠♦♥tré ❝♦♠♠❡♥t
❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞✬✉♥ ♥÷✉❞ à ♣❛rt✐r ❞❡ s❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ❖♥
♣♦✉rr❛ ♥♦t❡r ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❡ ❘❡✐❞❡♠❡✐st❡r ✐♥t❡r✈✐♥t ❛✉ ❈♦♥❣rès ■♥t❡r♥❛✲
t✐♦♥❛❧ ❞❡s ▼❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s ❞❡ ✶✾✷✽ ❛✈❡❝ ✉♥ ❡①♣♦sé ❬✶✽✾❪ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❣r♦✉♣❡
❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡t ❧❡s r❡✈êt❡♠❡♥ts ❞❡s ✈❛r✐étés✳ ❘❡✐❞❡♠❡✐st❡r ét❛✐t ❝♦♥s❝✐❡♥t ❞✉
❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐été ❡t ❧❡s r❡✈ê✲
t❡♠❡♥ts ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✳ P♦✉r ❧✉✐ q✉✐ ❛✈❛✐t tr❛✈❛✐❧❧é ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞❡s
❣r♦✉♣❡s✱ ❞♦♠❛✐♥❡ ❤❛✉t❡♠❡♥t ❝♦♥❝❡r♥é ♣❛r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ r❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥ts
❛✉ s✉❥❡t ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❝❡t ♦❜❥❡t ❡st✱ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱
♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❣é♥ér❛t❡✉rs ❡t r❡❧❛t✐♦♥s✱ s❡ ♣♦s❛✐t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés str✉❝t✉r❡❧❧❡s ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧
❞✬✉♥❡ ✈❛r✐été ❡t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✶✼✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s r❡✈êt❡♠❡♥ts✳
❙❡✐❢❡rt ❡t ❚❤r❡❧❢❛❧❧ ♥♦✉s ♦✛r❡♥t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❡♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♣✐tr❡s tr❛✐✲
t❛♥t ❞❡s r❡✈êt❡♠❡♥ts✱ ✉♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡✉r ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡s ♦❜❥❡ts ❡t ❝❡❧❧❡
❞❡ ❘❡✐❞❡♠❡✐st❡r ❥✉st❡♠❡♥t✱ t❡❧❧❡ q✉✬♦♥ ❧❛ tr♦✉✈❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s ❬✶✽✽❪ ❡t
❬✶✾✵❪✳ ❙✐ ❡✉① ❛❜♦r❞❡♥t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s r❡✈êt❡♠❡♥ts ❞✬✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡
❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✱ ❞❛♥s ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs tr❛✈❛✉① ❞❡ ❘❡✐❞❡✐♠❡✐st❡r ❧❡s r❡✈ê✲
t❡♠❡♥ts s♦♥t ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s
❣r♦✉♣❡s✳ ❯♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❡①❛♠✐♥é ♣❛r ❘❡✐❞❡♠❡✐st❡r✱ ❡t q✉✐ ♣r♦✲
✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✱ ❡st ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡
✶✻❖♥ ♣♦✉rr❛ s✬❡♥ ❝♦♥✈❛✐♥❝r❡ ❡♥ ❡①❛♠✐♥❛♥t ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts✱ ❝❢✳ ❬✶❪ ♣♣✳ ✷✼✲✸✻✳
✶✼❈❢✳ ❬✶✽✾❪ ♣✳ ✸✶✾ ✿ ✏❆❜❡r s♦❧❝❤❡ ❑❧❛ss✐✜❦❛t✐♦♥❡♥ ❡rs❝❤✐❡♥❡♥ r❡✐♥ ❢♦r♠❛❧✱ ✇❡♥♥ s✐❝❤ ♥✐❝❤t
❡✐♥ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤ ❜❡❞❡✉t✉♥❣s✈♦❧❧❡r ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ❙tr✉❦t✉r ❞❡r ❋✉♥❞❛♠❡♥✲
t❛❧❣r✉♣♣❡ ✉♥❞ t♦♣♦❧♦❣✐s❝❤❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❞❡r ▼❛♥♥✐❣❢❛❧t✐❣❦❡✐t ❡✐♥s❡❤❡♥ ❧✐❡ss❡✑✳
✶✽✷
❣é♥ér❛t❡✉rs ❡t r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ H ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ F ❞♦♥♥é ❧✉✐✲♠ê♠❡
♣❛r ❣é♥ér❛t❡✉rs ❡t r❡❧❛t✐♦♥s✳ ▲❡s r❡✈êt❡♠❡♥ts s♦♥t ✉♥ ♦✉t✐❧ ♣❡rt✐♥❡♥t ♣♦✉r
❘❡✐❞❡♠❡✐st❡r ❞❛♥s ❧✬❡①❛♠❡♥ ❞❡ ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ❝❛r ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡
✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ F ❡t ❞♦♥t ✉♥ ❞❡s r❡✈ê✲
t❡♠❡♥ts ❛ ♣♦✉r ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ H✳
❊♥tr♦♥s ❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✉ ❝♦♥t❡♥✉ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✾✶❪ ❞❡
❘❡✐❞❡♠❡✐st❡r✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❝♦♥♥❡①❡ C ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ n✱
❘❡✐❞❡♠❡✐st❡r ❡♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ r❡✈êt❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ U ✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ♣♦ssè❞❡ ✉♥
❣r♦✉♣❡ ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s G q✉✐ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ ❛✉ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡
C✳✶✽
■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① ❞❡ U r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à G✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s {aki , i = 1, ..., αk; k = 0, ..., n} ❞❡ k✲❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ U t❡❧s q✉❡ t♦✉t❡
k✲❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ U s✬♦❜t✐❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬✉♥ aki ♣❛r ✉♥
❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ G ✭♦♥ ♦❜t✐❡♥t é✈✐❞❡♠♠❡♥t ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡ U
❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ♦r❜✐t❡ ❞❡ U s♦✉s G✮✳ ❯♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢♦♥✲
❞❛♠❡♥t❛❧ {aki , i = 1, ..., αk; k = 0, ..., n} ét❛♥t ❝❤♦✐s✐✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s
❞❡ U ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❞♦♥❝ ❛✈❡❝ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✭t♦✉s ❞✐st✐♥❝ts✮ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
γaki ✱ ♦ù γ ♣❛r❝♦✉rt G✳
❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s k✲❝❤❛î♥❡s ckl s✉r U ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s ❝♦♠✲
❜✐♥❛✐s♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡♥t✐❡rs ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ k ❞❡ U ✱ ❡t
s✐ ♦♥ ❧❡s é❝r✐t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧
✜①é✱ ❡❧❧❡s ❛♣♣❛r❛îtr♦♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
ckl =
αk∑
i=1
rlia
k
i ,
♦ù ❧❡s rli s♦♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ R ❢♦r♠é ❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s
à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡♥t✐❡rs ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ G✳✶✾
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ q✉❡st✐♦♥ q✉✐ s❡♠❜❧❡ s✬êtr❡ ♣♦sé❡ à ❘❡✐❞❡♠❡✐st❡r ❡st ❞❡ ❞ét❡r✲
♠✐♥❡r ❝♦♠♠❡♥t s❡ tr❛❞✉✐t ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ckl =
∑αk
i=1 rlia
k
i
❞✉ r❡✈êt❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ U ✱ ❧❡ ❢❛✐t ❞✬êtr❡ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✉
❝♦♠♣❧❡①❡ ✐♥✐t✐❛❧ C✳ ❉❡✉① ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ U s♦♥t ❛✉✲❞❡ss✉s ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡
C s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ♣❛ss❡r ❞❡ ❧✬✉♥❡ à ❧✬❛✉tr❡ ✈✐❛ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t
❞❡ G✳ ▲❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ U s✉r C s❡ ❢❛✐t ❞♦♥❝ ❝♦♥❝rèt❡♠❡♥t ❡♥ r❛✐s♦♥♥❛♥t ✏♠♦✲
❞✉❧♦ G✑✳✷✵ ❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡✉① ❝❤❛î♥❡s ckl =
∑αk
i=1 rlia
k
i ❡t c
k
m =
∑αk
i=1 rmia
k
i
✶✽❈❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t à ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡ C ♦♣èr❡ s✉r U ✳
✶✾❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ R = Z[G]✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❜✐❡♥ ❞✬✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ✈✉ q✉❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✬②
❞é✜♥✐t ❛✐sé♠❡♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ G✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡✱ ❞❡♣✉✐s ❧✬é♣♦q✉❡
❞❡ ❝❡t ❛rt✐❝❧❡✱ ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ G✳
✷✵❯♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✈✐❡♥t ♣❡✉ ❛♣rès✳
✶✽✸
❞❡ U ✱ ❡❧❧❡s s❡ ♣r♦❥❡tt❡♥t s✉r ✉♥❡ ♠ê♠❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ C s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❞❛♥s
❧❡s rli =
∑
α nliαγα ❡t ❧❡s rmi =
∑
α nmiαγα✱ ♦♥ ❛
∑
α nliα =
∑
α nmiα ♣♦✉r
t♦✉t i✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s Kk ❞❡s ❝❤❛î♥❡s
❞❡ U ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ k ❡♥ ❞✐s❛♥t q✉❡ ckl ❡t c
k
m s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s s✐∑
α nliα =
∑
α nmiα ♣♦✉r t♦✉t i✳
❘❡✐❞❡♠❡✐st❡r ✐♥tr♦❞✉✐t ❡♥ ❢❛✐t ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡
♠♦❞✉❧♦ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ g ❞❡ G ❞❛♥s R ❡t ❞❛♥s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s Kk ❞❡s ❝❤❛î♥❡s
❞❡ U ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ k✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡♥ ❡st ✉♥
❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ à s❛✈♦✐r ❝❡❧✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à g = G✳
❉❡✉① é❧é♠❡♥ts r1 ❡t r2 ❞❡ R s♦♥t ❞✐ts ❝♦♥❣r✉ ♠♦❞✉❧♦ g✱ ❝❡ q✉✬♦♥ ♥♦t❡
r1 ≡ r2 ♠♦❞ g✱ s✐ ❞❛♥s r1−r2 t♦✉t❡s ❧❡s s♦♠♠❡s ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s é❧é♠❡♥ts γi
❞❡ G ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ✉♥❡ ♠ê♠❡ ❝❧❛ss❡ ✭à ❞r♦✐t❡✱ ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ gρ✮ ♠♦❞✉❧♦ g
s♦♥t ♥✉❧❧❡s✳ ❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ s✬ét❡♥❞ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❛✉① ❣r♦✉♣❡s
Kk ❡♥ ❞❡♠❛♥❞❛♥t q✉❡ ❞❡✉① ❝❤❛î♥❡s ck1 =
∑αk
i=1 r1ia
k
i ❡t c
k
2 =
∑αk
i=1 r2ia
k
i s♦✐❡♥t
❝♦♥❣r✉❡s ♠♦❞✉❧♦ g s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t i✱ r1i = r2i✳
▲❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❝❤❛î♥❡s Kk s♦♥t ♠✉♥✐s ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ R✲♠♦❞✉❧❡ à
❣❛✉❝❤❡✳ ❉❡ ♠ê♠❡ q✉✬✐❧ ♣❛ss❡ ❛✉ q✉♦t✐❡♥t ♠♦❞✉❧♦ G ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ♣♦✉r
r❡tr♦✉✈❡r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ❞❡ C✱ ❘❡✐❞❡♠❡✐st❡r ❝❤❡r❝❤❡ à ♣❛ss❡r ❛✉
q✉♦t✐❡♥t ♠♦❞✉❧♦ g t♦✉t ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ R✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s
❞❡ ❝❤❛î♥❡s✳ ❈✬❡st ♣♦ss✐❜❧❡ s✐ g ❡st ❞✐st✐♥❣✉é ❞❛♥s G✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ s✐
ck1 ❡t c
k
2 s♦♥t ❝♦♥❣r✉❡s ♠♦❞✉❧♦ g✱ ✐❧ ❡♥ ✈❛ ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡ γc
k
1 ❡t γc
k
2 ♣♦✉r t♦✉t
é❧é♠❡♥t γ ❞❡ G✳✷✶
❙✐ g ❡st ❞✐st✐♥❣✉é ❞❛♥s G ❞♦♥❝✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ Nkg ❞❡s k✲❝❤❛î♥❡s ❞❡ U ❝♦♥❣r✉❡s
à ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ♥✉❧❧❡ ♠♦❞✉❧♦ g ❡st ✉♥ R✲♠♦❞✉❧❡ ✭à ❣❛✉❝❤❡✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐r
❧❡s q✉♦t✐❡♥ts Kk/Nkg ♣♦✉r t♦✉t s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✐st✐♥❣✉é g ❞❡ G✱ ❡t s✐ g = G✱ ❝❡
q✉♦t✐❡♥t ❞♦♥♥❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡s k✲❝❤❛î♥❡s ❞❡ C✳✷✷
▲✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ G s✉r ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ U ♣rés❡r✈❡ ❧❡ ❢❛✐t ❞✬êtr❡ ✉♥ ❜♦r❞ ♦✉ ♥♦♥ ❀
s✐ R ❞és✐❣♥❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❜♦r❞ ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ U ✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝✱ ♣♦✉r
t♦✉t ❝❤❛î♥❡ ck ❞❡ U ❡t t♦✉t é❧é♠❡♥t r ❞❡ R✱ R(rck) = rR(ck)✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡
Kke ❞❡s k✲❝②❝❧❡s ❞❡ U ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ R✲♠♦❞✉❧❡✱ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ K
k
0 ❞❡s
k✲❜♦r❞s ❞❡ U ✳ ❘❡✐❞❡♠❡✐st❡r ♥♦t❡ Kkg ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s k✲❝❤❛î♥❡s ❞♦♥t ❧❡ ❜♦r❞
❡st ❝♦♥❣r✉ à ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ♥✉❧❧❡ ♠♦❞✉❧♦ g✳ ❉✬❛♣rès ❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡ ❝❡ ❣r♦✉♣❡ ❡st
é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ R✲♠♦❞✉❧❡ s✐ g ❡st ❞✐st✐♥❣✉é ❞❛♥s G✳ ▲❡ ♠♦❞✉❧❡ KkG ❝♦♥s✐st❡ ❡♥
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s k✲❝❤❛î♥❡s ❞❡ U s✐t✉é❡s ❛✉✲❞❡ss✉s ❞✬✉♥ k✲❝②❝❧❡ ❞❡ C✳
▲❡ ❣r♦✉♣❡ Kk0 ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✐st✐♥❣✉é ❞❡ K
k
G✳ ❖♥ ♣❡✉t
❞♦♥❝ ❢♦r♠❡r ❧❡ q✉♦t✐❡♥t Hk = KkG/K
k
0 ❡t ❝❡ q✉♦t✐❡♥t ❡st ❝❡ q✉❡ ❘❡✐❞❡♠❡✐st❡r
✷✶❈❡❝✐ ✈✐❡♥t ❞❡ ❝❡ q✉❡✱ s✐ γ1 ❡t γ2 s♦♥t ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ❝❧❛ss❡ ♠♦❞✉❧♦ g✱ ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t g ❞❡ g t❡❧ q✉❡ γ1 = gγ2✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t ✿ γγ1 = γgγ2 = γgγ−1γγ2 ❡t γgγ−1
❡st ❜✐❡♥ ❞❛♥s g s✐ g ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✐st✐♥❣✉é ❞❡ G✱ ❞✬♦ù γγ1 ❡t γγ2 s♦♥t ❜✐❡♥ ❝♦♥❣r✉s
♠♦❞✉❧♦ g✳
✷✷◗✉♦t✐❡♥t❡r ♣❛r Nk
G
r❡✈✐❡♥t ❡♥ ❡✛❡t à ♣❛ss❡r ❛✉① ❝❤❛î♥❡s ♠♦❞✉❧♦ G✳
✶✽✹
♥♦♠♠❡ ✏❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ k✑ ✭✏❍♦♠♦t♦♣✐❡❣r✉♣♣❡ k✲t❡r ❉✐✲
♠❡♥s✐♦♥✑✮ ❞❡ C✳ ■❧ ❡♥ ❞é✜♥✐t ❛✉ss✐ ❧❡s ✏s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❢❡r♠és ♠♦❞✉❧♦ g✑ ✭✏♠♦❞
g ❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ❯♥t❡r❣r✉♣♣❡✑✮ Hkg = K
k
g/K
k
0✳
■❧ ❢❛✉❞r❛✐t ❡♥tr❡r ❞❛♥s ❧❡ ❞ét❛✐❧ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❧✬é♣♦q✉❡ ❞❡ ❘❡✐❞❡♠❡✐st❡r
♣♦✉r ❜✐❡♥ ❝❡r♥❡r ❧✬✉t✐❧✐té q✉✬✐❧ ♣❡♥s❛✐t ❛✈♦✐r ❞❡ ❝❡t ♦❜❥❡t ✏❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡✑
❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❝❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❢❡r♠és✳ ■❧ ♥❡ s✬❛❣✐t é✈✐❞❡♠♠❡♥t ♣❛s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡
♥♦t✐♦♥ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❡✉ ❛♣rès ♣❛r ❍✉r❡✇✐❝③✳ ▲❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❷❡❝❤
❡t ❞❡ ❍✉r❡✇✐❝③ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❛✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s✉♣ér✐❡✉r❡s ♣❡✉t✱
s❛♥s ré❡❧❧❡♠❡♥t ♣r♦❥❡t❡r ❞❡ r❡❣❛r❞ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞❛♥s ❝❡ ❥✉❣❡♠❡♥t✱ s❡♠❜❧❡r
♣❧✉s s✐♠♣❧❡✳ ❈❡t ❡✛❡t rés✉❧t❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛❜❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡ q✉❡ ❘❡✐❞❡♠❡✐st❡r ♥❡
s❡ s✐t✉❡ ♣❛s ❞❛♥s ❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✷✸✳
❈❡ q✉✐ ❧❡ ♠♦t✐✈❡ ♣❧✉tôt ❡st ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ G
♣rés❡♥t❡ s✉r ❧❡ r❡✈êt❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ U ❞❡ C ❢♦✉r♥✐t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡
❞❡ R✲♠♦❞✉❧❡✱ ♦ù R ❡st ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ G✳ ❆✐♥s✐✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❡s ♦❜❥❡ts Hk ❡♥
❡✉①✲♠ê♠❡s ♣❡✉✈❡♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ s✐♠♣❧❡s ❝❛r ❝❡ s♦♥t t♦✉s ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s✱
✐❧s r❡✢èt❡♥t ♥é❛♥♠♦✐♥s ❧✬❛❝t✐♦♥ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡♥ t♦✉t❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧♦rsq✉✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ Hk ♠♦❞✉❧♦ G ✭❛✉ s❡♥s ♦ù
❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❝❡ ❣r♦✉♣❡ ♠♦❞✉❧♦ G✮✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡
❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ k ❞❡ C✳
✼✳✷ ▲✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ♣❛r ❍♦♣❢
✼✳✷✳✶ ❯♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣✉r❡♠❡♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡
❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❞❛♥s ❬✶✷✶❪✱ ❍♦♣❢ ❝♦♥s❛❝r❡ ❞❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ❬✶✷✸❪ ❞❡ ✶✾✹✺ q✉✐
♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ✐❝✐ ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ à ✉♥❡ ét✉❞❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❛❜str❛✐t❡
❛✈❛♥t ❞✬❡♥ ❞♦♥♥❡r✱ ❞❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ t♦♣♦❧♦✲
❣✐q✉❡✳ ▲à ❡♥❝♦r❡ s❡ ♣♦s❡ ❞♦♥❝ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ s❛✈♦✐r q✉❡❧❧❡ ❛ été ❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡
❞❡ ❍♦♣❢ ❞❛♥s s❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s✱ ❡t à q✉❡❧ ♣♦✐♥t s❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ tr❛❞✉✐t ❧❡ s♦✉❝✐ ❞❡
❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ♣r✐♦r✐té à ❝❡rt❛✐♥s ❝♦♥❝❡♣ts ♣❧✉tôt q✉❡ ❞❡ s✉✐✈r❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥❡♠❡♥t
❞❡ ♣❡♥sé❡ q✉✐ ❛ été ❧❡ s✐❡♥ ❧♦rs ❞❡s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ❛②❛♥t ♠❡♥é à ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡
❝❡t ❛rt✐❝❧❡✳
❈♦♠♠❡ s♦✉✈❡♥t ❍♦♣❢ ❞é❜✉t❡ ♣❛r ❞❡s r❛♣♣❡❧s t❤é♦r✐q✉❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✷✹✳
❙✐ ❞❛♥s ❬✶✶✽❪ s❡s r❛♣♣❡❧s ❝♦♥❝❡r♥❛✐❡♥t ❧❡s ❣r♦✉♣❡s✱ ❡t ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡s
❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ✜♥✐❡✱ s✐ ❞❛♥s ❬✶✷✶❪ s❡s r❛♣♣❡❧s ❝♦♥❝❡r♥❛✐❡♥t
é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ♠❛✐s ❛✈❡❝ ❧✬❛❝❝❡♥t ♠✐s s✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❧✐❜r❡s✱ s❡s r❛♣♣❡❧s
✷✸❖♥ ♣♦✉rr❛ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ s❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ s♦♥t ❛❜é❧✐❡♥s ❡♥ t♦✉t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✿
s❛ ♥♦t✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❝♦ï♥❝✐❞❡r ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✳
✷✹■❧s ❢♦♥t ❧✬♦❜❥❡t ❞❛♥s s♦♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞✉ ➓✶✳✶✳
✶✽✺
❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ✐❝✐ ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s✷✺ s✉r ✉♥ ❛♥♥❡❛✉
✉♥✐t❛✐r❡ P ✱ ❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❧✐❜r❡s✳ ❆ ♥♦t❡r ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❞✬✉♥❡ ♥♦t❛t✐♦♥ s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ✿ s✐ P0 ❡st ✉♥ s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ P
❡t Z ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ X✱ ❡st ♥♦té Z0 ❧❡ ❣r♦✉♣❡✱ q✉✐ ❡st ❛✉ss✐ ✉♥ P ✲♠♦❞✉❧❡✱
❝♦♥st✐t✉é ❞❡s s♦♠♠❡s ✜♥✐❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
∑
i νizi✱ νi ∈ P0✱ zi ∈ Z✳
❉❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣♦✐♥t ❞❡ s♦♥ ♣r❡♠✐❡r ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ❍♦♣❢ ✐♥tr♦❞✉✐t✱ ét❛♥t
❞♦♥♥é ✉♥ P ✲♠♦❞✉❧❡ J ✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ (J, P )✲s✉✐t❡ ✭✏(J, P )✲❋♦❧❣❡✑✮✳ ■❧ s✬❛❣✐t
❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s
{J = Z−1; X0 ⊃ Z0; X1 ⊃ Z1; ...; Xn ⊃ Zn; ...},
♦ù ❧❡s Xn s♦♥t ❞❡s P ✲♠♦❞✉❧❡s ❧✐❜r❡s ❡t ❧❡s Zn ❞❡s s♦✉s✲P ✲♠♦❞✉❧❡s ❞❡s Xn✱
t❡❧s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s P ✲❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡s rn ❞❡ Xn s✉r Zn−1 ❞❡ ♥♦②❛✉① Zn✳
▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❍♦♣❢ s❡ tr❛❞✉✐t ❡♥ t❡r♠❡s ♠♦❞❡r♥❡s✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦t❛✲
t✐♦♥ ❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ✢è❝❤❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡✱ ❞❡
❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ✉♥❡ (J, P )✲s✉✐t❡ ♥✬❡st r✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡ q✉✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡✷✻
❞❡ P ✲♠♦❞✉❧❡s
0
r−1← J r0← X0 r1← ... rn−1← Xn−1 rn← Xn rn+1← ...
P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ s❛♥s ❛✉tr❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s✉r ❧❡sXn q✉❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡
P ✲♠♦❞✉❧❡s✱ ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❝♦♠♠✉♥é♠❡♥t ✏rés♦❧✉t✐♦♥
❞❡ J ♣❛r ❞❡s P ✲♠♦❞✉❧❡s✑✳ ▲♦rsq✉✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❞❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❢❛✐t ❍♦♣❢✱
q✉❡ ❧❡s Xn s♦♥t ❧✐❜r❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✐t❡ ✏❧✐❜r❡✑✳
❈♦♠♠❡ t♦✉t P ✲♠♦❞✉❧❡ J ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✐♠❛❣❡ ❤♦♠♦♠♦r♣❤❡ ❞✬✉♥
♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡ X0 ✭❝✬❡st ✉♥ ❞❡s r❛♣♣❡❧s ❡✛❡❝t✉és ♣❛r ❍♦♣❢ ❞❛♥s ❧❡ ♣♦✐♥t ♣ré✲
❝é❞❡♥t✮✱ q✉✐ ♣❡✉t ❧✉✐✲♠ê♠❡ êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✐♠❛❣❡ ❤♦♠♦♠♦r♣❤❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞✉❧❡
❧✐❜r❡X1✱ ❡t❝✳✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉✬ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ✉♥✐t❛✐r❡ P ❡t ✉♥ P ✲♠♦❞✉❧❡
J q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ (J, P )✲s✉✐t❡✳ ■❧ ❡♥ ❡①✐st❡ ♠ê♠❡ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❝❛r
❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝é❞é q✉❡ ❧✬♦♥ ✈✐❡♥t ❞❡ ❞é❝r✐r❡✱ t♦✉t ❝♦♥s✐st❡ à ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡
Zn−1 ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ Xn ❡t rn ❀ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞❛♥s
❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ ✭❡t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❛✉ t♦t❛❧ ✈✉ q✉❡ ❧❡ ❝❤♦✐① s❡ ♣♦s❡ ♣♦✉r
t♦✉t n ❞❡ N✮✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❞♠❡ttr❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ (J, P )✲s✉✐t❡
❧❡ ❝❛s ♦ù ✐❧ ♥✬② ❛ q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ t❡r♠❡s
{J = Z−1; X0 ⊃ Z0; X1 ⊃ Z1; ...; XN−1 ⊃ ZN−1; XN ⊃ ZN}
✷✺❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ q✉❡ ❍♦♣❢ ♣ré❝✐s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ✏❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❛♥✲
♥❡❛✉ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs P ✑ ✭✏❆❜❡❧s❝❤❡ ●r✉♣♣❡♥ ♠✐t ❞❡♠ ❖♣❡r❛t♦r❡♥r✐♥❣ P ✑✮✳
✷✻▲♦rsq✉✬♦♥ ❞✐t ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ s✉✐t❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❡①❛❝t❡✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t n ≥ −1✱
■♠(rn+1) = Zn = ❑❡r(rn)✳
✶✽✻
❝❛r ♦♥ ♣❡✉t ét❡♥❞r❡ ✉♥❡ t❡❧❧❡ séq✉❡♥❝❡ ❡♥ ✉♥❡ (J, P )✲s✉✐t❡ ✐♥✜♥✐❡✳ ❍♦♣❢ ❞♦♥♥❡
❧✉✐✲♠ê♠❡ ❧❡ ♣r♦❝é❞é ❀ ét❛♥t ❞♦♥♥é ZN ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ P ✲♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡ XN+1
❞✬✐♠❛❣❡ ZN ✈✐❛ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡ rN+1✱ ❡t ❧❡ ♥♦②❛✉ ZN+1 ❞❡ ❝❡
♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ P ✲♠♦❞✉❧❡✳ ❊t ❧✬♦♥ ré♣èt❡ ❝❡ ♣r♦❝é❞é ♣♦✉r ♦❜t❡✲
♥✐r XN+2 à ♣❛rt✐r ❞❡ ZN+1✱ ❡t❝✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛ ❞é❥à été
✉t✐❧✐sé ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ♣❛r ❍♦♣❢ ♣♦✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❛♥s ❬✶✷✶❪✳ ❈♦♥❝rèt❡✲
♠❡♥t ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡ ZN ❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r XN+1
❝♦♠♠❡ ❧❡ P ✲♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡✳
❈♦♠♠❡ ❧❡s Zn0 s♦♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡s s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡s ❞❡ X
n
0 ✭❝❛r X
n ⊂ Zn✮ ❡t ❞❡
Zn✱ ❝❡ s♦♥t ❞❡s s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡s ❞❡ Xn0 ∩Zn ❡t ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐r ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s
q✉♦t✐❡♥ts (Xn0 ∩Zn)/Zn0 ✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✭❛♣♣❡❧é
✏❙❛t③ ■✑ ♣❛r ❍♦♣❢✮ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❝❡ q✉✐ s✉✐t ✿
▲❡s ❣r♦✉♣❡s (Xn0 ∩ Zn)/Zn0 s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡ ❧❛ (J, P )✲s✉✐t❡ ✉t✐❧✐sé❡
♣♦✉r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧❡r✳ ■❧s s♦♥t ❞♦♥❝✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ P ✲♠♦❞✉❧❡ J ❡t ✉♥ ✐❞é❛❧
❜✐❧❛tèr❡ P0 ❞❡ P ✱ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥és ❡♥ t❛♥t q✉❡ ❣r♦✉♣❡s ❛❜str❛✐ts✱ ❡t
♥♦tés Γn(J, P, P0)✳
P♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❝❡ rés✉❧t❛t✱ ✐❧ ❢❛✉t ét❛❜❧✐r q✉✬ét❛♥t ❞♦♥♥é ❞❡✉① (J, P )✲s✉✐t❡s
♦✉✱ ♣♦✉r ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ♣❧✉s ré❝❡♥t✱ ❞❡✉① rés♦❧✉t✐♦♥s ♣❛r ❞❡s P ✲♠♦❞✉❧❡s
❧✐❜r❡s ❞❡ J ✱ ✐✳❡✳ ❞❡✉① s✉✐t❡s
(1) 0
r−1← J r0← X0 r1← ... rn−1← Xn−1 rn← Xn rn+1← ...,
(1¯) 0
r¯−1← J r¯0← X¯0 r¯1← ... r¯n−1← X¯n−1 r¯n← X¯n r¯n+1← ...,
❧❡s ❣r♦✉♣❡s (Xn0 ∩ Zn)/Zn0 ❡t (X¯n0 ∩ Z¯n)/Z¯n0 s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s✳ ❍♦♣❢ ♠♦♥tr❡
❝♦♠♠❡♥t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① q✉♦t✐❡♥ts ✿ ❝✬❡st r❡❧❛t✐✲
✈❡♠❡♥t ❢❛❝✐❧❡ ❝❛r ❧❡s Xn s♦♥t ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❧✐❜r❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❛✉t♦r✐s❡ à r❛✐s♦♥♥❡r
❛✈❡❝ ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞✬❡♥tr❡ ❡✉①✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t à ❍♦♣❢ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥ ♣r♦✲
❝é❞é ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ f ❞❡ ❧❛ (J, P )✲s✉✐t❡ (1) ❞❛♥s ❧❛
(J, P )✲s✉✐t❡ (1¯)✳✷✼ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ❞❡❣ré
n ❞❡ (Xn0 ∩Zn)/Zn0 ❞❛♥s (X¯n0 ∩ Z¯n)/Z¯n0 ✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥ f¯ ❞❡ Xn ❞❛♥s X¯n q✉✐ ❢♦✉r♥✐r❛ ❞♦♥❝ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ (X¯n0 ∩Z¯n)/Z¯n0
❞❛♥s (Xn0 ∩Zn)/Zn0 ✳ ❆✐♥s✐ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ff¯ ❡t f¯f s♦♥t ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s r❡s✲
♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ (1¯) ❞❛♥s ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ❡t ❞❡ (1) ❞❛♥s ❡❧❧❡✲♠ê♠❡✳ ❍♦♣❢ ♣r♦✉✈❡ q✉❡
f¯f ❡st ❧✬✐❞❡♥t✐té s✉r (Xn0 ∩Zn)/Zn0 ❡t q✉❡ ff¯ ❡st ❧✬✐❞❡♥t✐té s✉r (X¯n0 ∩ Z¯n)/Z¯n0
❞♦♥❝ q✉❡ (Xn0 ∩ Zn)/Zn0 ❡t (X¯n0 ∩ Z¯n)/Z¯n0 s♦♥t ❜✐❡♥ ✐s♦♠♦r♣❤❡s✳
✷✼❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡♥ ❢❛✐t ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡s fn ❞❡ P ✲♠♦❞✉❧❡s✱ t❡❧s q✉❡ fn : Xn →
X¯n ❡t r¯nfn = fnrn ♣♦✉r t♦✉t n ❞❡ N✳ ❆ ♥♦t❡r q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❝❤❡③ ❍♦♣❢ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs✱
❧❡s ✐♥❞✐❝❡s n s♦♥t s♦✉✈❡♥t ❛❜s❡♥ts ❞❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✉s✉❡❧❧❡s✱ ❝❛r s♦✉s✲❡♥t❡♥❞✉s✳
✶✽✼
❍♦♣❢ s❛✐t ❞♦♥❝ ❛ss♦❝✐❡r ❞❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❛❧❣é❜r✐q✉❡s Γn(J, P, P0) à ✉♥ tr✐♣❧❡t
(J, P, P0)✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣♦✐♥t s✉✐✈❛♥t✱ ✐❧ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡ s✉r ✉♥ ❝❤♦✐① s♣é❝✐✜q✉❡ ❞❡s J ✱
P ❡t P0 ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❧✉✐ ✈✐❡♥t ❜✐❡♥ sûr ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡
q✉✬✐❧ ❢❡r❛ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t ❞❡ s❡s rés✉❧t❛ts ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✳
❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❣r♦✉♣❡ G q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ✭♥♦té ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡♠❡♥t✮ ❡t ✉♥
❛♥♥❡❛✉ ✉♥✐t❛✐r❡ J q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ❍♦♣❢ ♣r❡♥❞ ♣♦✉r P ❧✬❛♥♥❡❛✉ ✭q✉✐ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t
✉♥✐t❛✐r❡✮ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ G à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s J ✱ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t❡r✐♦♥s J [G]✳
❙✐ α =
∑
tiAi ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ P = J [G]✱ ❍♦♣❢ ♥♦t❡ S(α) ❧✬é❧é♠❡♥t∑
ti ❞❡ J ✭S ❞é✜♥✐t ❡♥ ❢❛✐t ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛♥♥❡❛✉① ✉♥✐t❛✐r❡s ❞❡ P ✈❡rs J✮✳
❈❡❝✐ ❧✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠✉♥✐r J ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ P ✲♠♦❞✉❧❡ ❡♥ ♣♦s❛♥t✱ ♣♦✉r α
q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❛♥s P ❡t x q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❛♥s J ✱ αx = S(α).x✳
❍♦♣❢ ♣r❡♥❞ ❡♥s✉✐t❡ ♣♦✉r P0 ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ S✱ q✉✐ ❡st ❜✐❡♥ ✉♥ ✐❞é❛❧ ❜✐❧❛tèr❡✳
❊t ❛✐♥s✐✱ ❛✈❡❝ ❝❡s ❝❤♦✐① ❞❡ P ❡t P0✱ ❍♦♣❢ ❞é✜♥✐t ❧❡s ❣r♦✉♣❡s Gn+1J ✭♣♦✉r
n ∈ N✮ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t é❣❛✉① à Γn(J, P, P0)✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ Γn(J, J [G],❑❡r(S))✳
P♦✉r rés✉♠❡r✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❣r♦✉♣❡ G ❡t ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ✉♥✐t❛✐r❡ J ✱ ❍♦♣❢ ❧❡✉r
❛ss♦❝✐❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s G1J ✱ G
2
J ✱✳✳✳✱ G
n
J ✱✳✳✳ q✉✬✐❧ ❛♣♣❡❧❧❡ ✏❣r♦✉♣❡s
❞❡ ❇❡tt✐✑✷✽ ❞❡ G à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s J ✳ ❆❧♦rs✱ à ❝❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ❞❡
❍♦♣❢✱ s❡ ♣♦s❡ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✿ ♣♦✉rq✉♦✐ ❝❡s ❣r♦✉♣❡s s❡r❛✐❡♥t ❧❡ ♣❡♥✲
❞❛♥t✱ ♣♦✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s✱ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡♥
t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❄ ◆♦✉s ♥❡ s❡r♦♥s ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ à ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ q✉❡ ♣❧✉s
❧♦✐♥ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❝❛r ❝✬❡st ❜✐❡♥ sûr ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡s ré✲
s✉❧t❛ts ❞❡ ❍♦♣❢ q✉❡ s❡ ✈❡rr♦♥t ♣ré❝✐s❡r ❧❡s ✐♥✢✉❡♥❝❡s ❞♦♥t ✐❧ ❛ ❜é♥é✜❝✐é ❡t s❛
♠♦t✐✈❛t✐♦♥ à ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ♣r♦♣r❡ à ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡
♣✉r❡♠❡♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡✳
P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ ❝❡ ♣r❡♠✐❡r ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ❍♦♣❢ ❞♦♥♥❡ ❞❡s ♣ré❝✐s✐♦♥s s✉r ❧❡
❣r♦✉♣❡ G1J ✳ ■❧ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❝❡ ❣r♦✉♣❡ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ ❛✉ q✉♦t✐❡♥t P0/P
2
0 ✭❝❡
q✉✐ s✐♠♣❧✐✜❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ✈✉ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥✬❛ ♣❛s à tr♦✉✈❡r ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❧✐❜r❡✮ ❡t ✐❧
♠♦♥tr❡ ♠ê♠❡ q✉❡ G1
Z
❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ ❛✉ ❣r♦✉♣❡ G/C✱ ♦ù C ❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s
❝♦♠♠✉t❛t❡✉rs ❞❡ G✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ G1
Z
♥✬❡st ❞♦♥❝ r✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡ q✉❡ ❧✬❛❜é❧✐❛♥✐sé
❞❡ G✳
❊t❛♥t ❞♦♥♥é ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡r✐❡ ❛ss❡③ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❝♦♥s✐st❛♥t à tr♦✉✈❡r ✉♥❡ rés♦✲
❧✉t✐♦♥ ❞❡ J ♣❛r ❞❡s P ✲♠♦❞✉❧❡s ❧✐❜r❡s ❡t à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s q✉♦t✐❡♥ts (Xn0 ∩Zn)/Zn0 ✱
✐❧ ❡st ❧é❣✐t✐♠❡ ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r à ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❛✉tr❡♠❡♥t ❧❡s ❣r♦✉♣❡s Gn+1J ✱ ✈♦✐r❡ à
❧❡s ❡①♣r✐♠❡r s✐♠♣❧❡♠❡♥t✳ ▲❡ ❢❛✐t ❞✬❛✈♦✐r ♦❜t❡♥✉ ✉♥❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s q✉♦t✐❡♥ts
(Xn0 ∩ Zn)/Zn0 ❡♥ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ❛ ❞û ❢♦r❝é♠❡♥t ❧❛✐ss❡r ♣❡♥s❡r à ❍♦♣❢
q✉✬✐❧ ② ❛✈❛✐t ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣r♦❢♦♥❞s à t✐r❡r ❞❡ ❝❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s✱ ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s s✐
✷✽▲✬❛♣♣❡❧❧❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ ♣❡✉ étr❛♥❣❡ ❛✉ s❡♥s ♦ù✱ ❡♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡✱ ❍♦♣❢ rés❡r✈❡ ✕ ♥♦✉s s❡♠❜❧❡✲t✲
✐❧ ✕ ❧❡ t❡r♠❡ ✏❇❡tt✐s❝❤❡ ●r✉♣♣❡✑ ♣♦✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡♥t✐❡rs ❡t ✉t✐❧✐s❡
✏❍♦♠♦❧♦❣✐❡ ●r✉♣♣❡✑ ♣♦✉r ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s
❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ à ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡st ♠❛♥✐❢❡st❡ ❛✈❡❝ ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞❡ ❝❡ t❡r♠❡✳
✶✽✽
❧❡s Gn+1J ♣♦✉✈❛✐❡♥t êtr❡ ❡①♣r✐♠és ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✳ ▼❛✐s✱ ❡t ❝✬❡st ❧❛
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ♣r❡♠✐❡r ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛r✈❡♥✉ à ❡①♣r✐♠❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
s✐♠♣❧❡ q✉❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ G1J ❡t ♥✬❛ ♣❛s ré✉ss✐ à ❢❛✐r❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s G
n
J ❞ès
❧♦rs q✉❡ n > 1✱ ♠ê♠❡ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❞❡s ❣r♦✉♣❡s G ❛ss❡③ s✐♠♣❧❡s✳ ■❧ ❞✐t ♠ê♠❡
êtr❡ ✐♥❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ s❡ ♣r♦♥♦♥❝❡r s✉r ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡ ❢❛✐r❡✷✾✳ ❙❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❛❧❣é❜r✐q✉❡✱ q✉✐ s❡r✈✐r❛ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s r❛♣✐❞❡♠❡♥t à ❡①♣❧✐❝✐t❡r ❧❡ ❧✐❡♥
❡♥tr❡ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡t ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✱ ♥❡ ♣❡r♠❡t ❝❡♣❡♥❞❛♥t
♣❛s ✉♥❡ ré❡❧❧❡ ❡✛❡❝t✐✈✐té✳ ■❧ ♥♦✉s ❛♣♣❛rt✐❡♥❞r❛ ❞♦♥❝ ❞❡ r❡✈❡♥✐r ♣❧✉s t❛r❞ s✉r
❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ q✉❡ tr♦✉✈❡ ❍♦♣❢ ❛✉① rés✉❧t❛ts q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞✬❡①♣♦s❡r✳
❆✈❛♥t ❞✬❛❧❧❡r ♣❧✉s ❧♦✐♥✱ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❥✉st❡ ♣ré❝✐s❡r ♣♦✉r ❧❡ ❧❡❝t❡✉r✱ à t✐tr❡
❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s à ❧✬❤❡✉r❡
❛❝t✉❡❧❧❡✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ✭t❡❧❧❡ q✉✬♦♥ ❧❛ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❬✸✷❪ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮ ❝♦♥s✐st❡✱ ét❛♥t
❞♦♥♥é ✉♥ ❣r♦✉♣❡ G✱ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡✸✵ ❞❡ Z ♣❛r ❞❡s Z[G]✲
♠♦❞✉❧❡s F n✱ n ∈ N✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ✿
0← Z r0← F 0 r1← F 1 r2← F 2 r3← ...
❖♥ t❡♥s♦r✐s❡ ❡♥s✉✐t❡ ❝❡tt❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r Z s✉r Z[G]✱ ❝❡ q✉✐ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❧❛
s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡♥ ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ✿
0← Z⊗Z[G] F 0 id⊗r1← Z⊗Z[G] F 1 id⊗r2← Z⊗Z[G] F 2 id⊗r3← ...
❖♥ ♣♦✉rr❛ ♥♦t❡r q✉❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ t❡♥s♦r✐s❡r✱ ❡♥ ❛ss♦❝✐❛♥t ❝♦♠♠❡ ✐❝✐ à ✉♥
Z[G]✲♠♦❞✉❧❡ M ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ Z ⊗Z[G] M ✱ ❡st ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ❡①❛❝t à ❞r♦✐t❡ ❀ ❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡ q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ ❛ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ M
′ → M → M ′′ → 0✱ ❛❧♦rs ❧❛ s✉✐t❡
Z⊗Z[G] M ′ → Z⊗Z[G] M → Z⊗Z[G] M ′′ → 0 ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❡①❛❝t❡✳ ❈❡❧❛ s✐✲
❣♥✐✜❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t q✉❡ ❧❛ s✉r❥❡❝t✐✈✐té ❞❡ r0 ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ s✉r❥❡❝t✐✈✐té ❞❡ id⊗ r0✳
❆✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡✉ ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ✭q✉✐ ♥❡ ❞♦♥♥❡
❛✉❝✉♥❡ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 0✮✱ ❧❡s ✢è❝❤❡s 0← Z⊗Z[G] Z id⊗r0← Z⊗Z[G] F 0
♦♥t été ❝♦♥tr❛❝té❡s ❡♥ 0← Z⊗Z[G] F 0✳
❆✉tr❡ r❡♠❛rq✉❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ✿ Z ⊗Z[G] M ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ ❛✉ q✉♦t✐❡♥t MG
❞❡ M ♣❛r ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ gm − m✳
❊♥ q✉♦t✐❡♥t❛♥t ♣❛r t♦✉t❡s ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s gm − m✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ♠❛♥✐❢❡st❡♠❡♥t
à ❛♥♥✐❤✐❧❡r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ G s✉r M ❡t ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ MG ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝r✐t ❝♦♠♠❡ ❧❡
♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉♦t✐❡♥t ❞❡ M s✉r ❧❡q✉❡❧ G ❛❣✐t tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t✳
▲❡ n✲✐è♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ Hn(G) ❞❡ G ❡st ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡
❧❡ n✲✐è♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ ♦❜t❡♥✉ ❛♣rès t❡♥s♦r✐s❛t✐♦♥✱ ❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡ ✿
Hn(G) = ❑❡r(id⊗ rn)/■♠(id⊗ rn+1).
✷✾❈❡ q✉✐ s❡♠❜❧❡ ✉♥ ♣❡✉ ét♦♥♥❛♥t ❛✉ ✈✉ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✳✳✳
✸✵❯♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❧✐❜r❡ ét❛♥t ♣r♦❥❡❝t✐✈❡✳
✶✽✾
▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♠♦❞❡r♥❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ❞♦♥♥❡r
♥✬❡st ♣❛s ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❍♦♣❢✱ ♠ê♠❡ ♠♦❞✉❧♦ ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ✦ P❛rt❛♥t
❞✬✉♥❡ (J, P )✲s✉✐t❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ✿
0← Z r0← X0 r1← X1 r2← X2 r3← ...
❝❡ q✉❡ ❢❛✐t ❍♦♣❢ r❡✈✐❡♥t à t❡♥s♦r✐s❡r ❧❛ s✉✐t❡ ♣❛r P0 ✭❡t ♥♦♥ ♣❛r Z✮ ❡t à ❡♥ ❝❛❧✲
❝✉❧❡r ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s Xn ét❛♥t ❞❡s P ✲♠♦❞✉❧❡s ❧✐❜r❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥✲
tr❡r q✉❡ Xn0 ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à P0⊗Xn ✿ s✐ En = {en1 , en2 , ...} ❡st ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ Xn
❡♥ t❛♥t q✉❡ P ✲♠♦❞✉❧❡✱ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡Xn0 ✭q✉✐ s♦♥t ❛✉ss✐ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡X
n✮
s✬é❝r✐✈❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐q✉❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
∑
finie
p0ke
n
k ✱ ♦ù p
0
k ∈ P0✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t
❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ P ✲♠♦❞✉❧❡s
{
ϕ : Xn0 → P0 ⊗P Xn∑
finie
p0ke
n
k 7→
∑
finie
p0k ⊗ enk .
❈❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥tr❡ Xn0 ❡t P0 ⊗P Xn ✿ ❧✬❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛♥t à ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
∑
finie
p0k ⊗ xnk ❧✬é❧é♠❡♥t
∑
finie
p0kx
n
k
❞❡ Xn0 ❡♥ ❡st ❧✬✐♥✈❡rs❡✳
❱✐❛ ❝❡t ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥tr❡ Xn0 ❡t P0⊗P Xn✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ Xn0 ∩Zn
❛ ♣♦✉r ✐♠❛❣❡ ❑❡r(id ⊗ rn) ❡t q✉❡ Zn0 ❛ ♣♦✉r ✐♠❛❣❡ ■♠(id ⊗ rn+1)✱ ❝❡ q✉✐
♠♦♥tr❡ q✉✬♦♥ ❛ ❜✐❡♥✸✶ ✿
❑❡r(id⊗ rn)/■♠(id⊗ rn+1) ≃ (Xn0 ∩ Zn)/Zn0 .
❈❡tt❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❍♦♣❢ ❡t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♠♦❞❡r♥❡ ❞❡
❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ♣♦s❡ q✉❡st✐♦♥✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❞ét❡r♠✐♥❡r
s✐ ❧❡s ❞❡✉① ❞é✜♥✐t✐♦♥s s❡ r❡❥♦✐❣♥❡♥t✱ ❡t ❞❡ q✉❡❧❧❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt
❝♦♠♠❡♥t❡r ❧✬❡s♣r✐t ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❡st é❧❛❜♦ré❡✳ ■❧ s❡r❛ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡
❞❡ s❡ ❧✐✈r❡r à ❝❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ❛♣rès ❛✈♦✐r ét✉❞✐é ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ q✉❡
❢❛✐t ❍♦♣❢ ❞❡ s❛ ❝♦♥tr✉❝t✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✳
✼✳✷✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡
▲❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❡st ✐♥t✐t✉❧é ✏❉✐❡ ❘♦❧❧❡ ❞❡r ●r✉♣♣❡♥ GnJ
✐♥ ❞❡r ❍♦♠♦❧♦❣✐❡t❤❡♦r✐❡✑✳ ❖♥ ✈♦✐t ❞♦♥❝ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ♣❡✉ à ♣❡✉ ❧❛ str✉❝t✉r❡
❞❡ s♦♥ tr❛✈❛✐❧ ✿ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❡t ❛❜str❛✐t❡✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞é✲
♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✬♦❜❥❡ts très ❣é♥ér❛✉①✸✷✱ ❧❡s (Xn0 ∩ Zn)/Zn0 ✱ ❡♥
✸✶■❝✐ ❜✐❡♥ sûr✱ ♦♥ ❛ t❡♥s♦r✐sé ♣❛r P0 ❡t ♥♦♥ ♣❛r Z ❝♦♠♠❡ ❝✬ét❛✐t ❧❡ ❝❛s ♣❧✉s ❤❛✉t✳
✸✷❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ ♥♦t❛♠♠❡♥t q✉✬❛✉❝✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♥✬❡st ❢❛✐t❡ s✉r ❧✬❛♥♥❡❛✉ P s✐ ❝❡ ♥✬❡st
q✉✬✐❧ ❡st ✉♥✐t❛✐r❡✱ ♥✐ s✉r ❧❡ P ✲♠♦❞✉❧❡ J ✳
✶✾✵
❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❧✐❜r❡ ❞❡ J ♣❛r ❞❡s P ✲♠♦❞✉❧❡s✳ ❈❡ rés✉❧t❛t très ❣é♥ér❛❧ ❡st ❡♥✲
s✉✐t❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐sé ✿ s✐ J ❡st ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ✉♥✐t❛✐r❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ s❡✉❧ ❧❡ ❝❛s ♦ù
P ❡st é❣❛❧ à ❧✬❛♥♥❡❛✉ J [G] ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❣r♦✉♣❡ G✱ ❡t ♦ù ❧✬♦♥ ♠✉♥✐t J ❞✬✉♥❡
str✉❝t✉r❡ ❞❡ P ✲♠♦❞✉❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛❝t✐♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ ❞❡ G✱ ❡st ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❀
❡t ❧❡ s♦✉s✲P ✲♠♦❞✉❧❡ P0 ❡st t♦✉t ❧❡ t❡♠♣s ♣r✐s ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❑❡r(S)✳ ❈❡ s♦♥t
❧❡s s❡✉❧s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ q✉✐ ✈♦♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡t ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❞é♣❛rt ♥❡ ♣r♦♣♦s❡ ❡♥
✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣t❡ ❛✉❝✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡✳
❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t ❞❡ ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ✐♥t✐t✉❧é ✏❈♦♠♣❧❡①❡s à ❛✉t♦♠♦r✲
♣❤✐s♠❡s✑✸✸✱ ❍♦♣❢ s❡ ❞♦♥♥❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡✸✹ K ❡t J ❞és✐❣♥❡ ✉♥ ❛♥♥❡❛✉
✉♥✐t❛✐r❡ ♣r✐s ❝♦♠♠❡ ❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣♦✉r ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡K✳ ▲❡s ❣r♦✉♣❡s
❞❡s n✲❝❤❛î♥❡s ❞❡K s♦♥t ♥♦tésXn ✭❛✈❡❝ ❜✐❡♥ sûr n ∈ N✮✳ ❍♦♣❢ ♣♦s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t
X−1 = J ✳ ❙✐ n ≥ 1 ❡t x ❡st ✉♥❡ n✲❝❤❛î♥❡✱ ❤♦♣❢ ♥♦t❡ r(x) s♦♥ ❜♦r❞✳ ▲♦rsq✉❡ x
❡st ❞❛♥s X0 ♣❛r ❝♦♥tr❡✱ ❞♦♥❝ ❧♦rsq✉❡ x ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
∑
tix
0
i ♦ù ❧❡s ti s♦♥t
❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ J ❡t ❧❡s x0i ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ K✱ r(x) ♥❡ ❞és✐❣♥❡ ❛❧♦rs ♣❛s ❧❡
❜♦r❞ ❞❡ x ♠❛✐s ❧✬é❧é♠❡♥t
∑
ti ❞❡ J ✳
▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❜♦r❞ r ✭♣♦✉r n ≥ 1✮ ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡Xn ❞❛♥sXn−1 ❀
❍♦♣❢ ♥♦t❡ Zn s♦♥ ♥♦②❛✉ ❡t Hn−1 s♦♥ ✐♠❛❣❡✳ ❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ♣♦✉r n ≥ 0✱ Zn
❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s n✲❝②❝❧❡s ❡t Hn−1 ❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s (n − 1)✲❜♦r❞s ❞❡ K✳
Z0 ❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s 0✲❝②❝❧❡s ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ❜♦r❞ ✭✏❜❡r❛♥❞✉♥❣s❢ä❤✐❣✑✮✳ ❉❡ ♣❧✉s
H−1 = X−1 = J ❡t ❍♦♣❢ ♣♦s❡ Z−1 = J ✳
❈♦♠♠❡ J ❡st s✉♣♣♦sé ✉♥✐t❛✐r❡✱ ❝❤❛q✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ✭❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡
à 1✮ ♦r✐❡♥té❡ c ❡st ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡✱ ❛✉ s❡♥s ♦ù ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❧✉✐ ❢❛✐r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ ❧❛
❝❤❛î♥❡ 1c✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ❧❡s s♦♠♠❡ts ✭q✉✐✱ ❡✉①✱ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♦r✐❡♥tés✮ s♦♥t é❣❛✲
❧❡♠❡♥t ❞❡s ❝❤❛î♥❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r n ≥ 1✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s n✲❝❡❧❧✉❧❡s ♦r✐❡♥té❡s
xni ❢♦r♠❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ X
n ✭❡♥ t❛♥t q✉❡ J✲♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡ ❞♦♥❝✮ ❡t✱ ❞❡ ♠ê♠❡✱
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts x0i ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❢♦r♠❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ X
0✳
❙✐ ❧✬♦♥ ❞r❡ss❡ ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ❜✐❧❛♥ ❞❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ ❍♦♣❢✱ ♦♥
✈♦✐t é✈✐❞❡♠♠❡♥t s❡ ❞❡ss✐♥❡r ✉♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❞♦♥t
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞✐s❝✉té ♣❧✉s ❤❛✉t✳ ▲❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ♣❛r ❍♦♣❢ ❢❛✐t
❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts q✉✐ ✐♥t❡r✈❡♥❛✐❡♥t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s (J, P )✲s✉✐t❡s✱
❡t ❧❛ ❝♦♥❝♦r❞❛♥❝❡ ❞❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✈✐s❡ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs à r❡♥❞r❡ ❝❧❛✐r❡ ❧❛ ♣r♦①✐♠✐té
❡♥tr❡ s♦♥ ét✉❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❡t s♦♥ ét✉❞❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✳ ▼❛✐s✱ ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t✱
♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ❞✐r❡ q✉❡ ❍♦♣❢ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥❡ (J, P )✲s✉✐t❡ à ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡
q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ✿ ❝❡rt❡s ♦♥ ✈♦✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❧✐❜r❡s Xn+1 ❡t ❧❡s ♠♦r✲
♣❤✐s♠❡s ♣❛ss❛♥t ❞❡ Xn+1 à Xn ♠❛✐s ❝❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ♥❡ ✈ér✐✜❡♥t ♣❛s ♥é✲
✸✸✏❑♦♠♣❧❡①❡ ♠✐t ❆✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡♥✑✳
✸✹❈❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ♣❡✉t êtr❡✱ s❡❧♦♥ ❍♦♣❢✱ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ q✉❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ♠❛✐s ❡♥ ✜♥ ❞❡
❝♦♠♣t❡ ❍♦♣❢ ♣❛r❧❡ ❝♦♥t✐♥✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ ✏❝❡❧❧✉❧❡s✑ ❞♦♥❝ ♥♦✉s ❛❞♦♣t❡r♦♥s ♥♦✉s ❛✉ss✐ ❧❡ ♣♦✐♥t
❞❡ ✈✉❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡✳
✶✾✶
❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ (J, P )✲s✉✐t❡ ✈✉ q✉❡ ❧❡✉r ✐♠❛❣❡✱ s✐ ❡❧❧❡ ❡st
❜✐❡♥ ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s Zn✱ ♥❡ ❧✉✐ ❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t é❣❛❧❡✳ ❈❡ ❞é❢❛✉t ❞❛♥s ❧✬é❣❛✲
❧✐té ■♠(rn+1) = ❑❡r(rn) ❡st ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡
❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ❡t ♦♥ ❝♦♠♣r❡♥❞ ❞♦♥❝ ❞ès ❧❡ ❞é♣❛rt q✉❡ ❍♦♣❢ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s
❝♦♥str✉✐r❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ✉♥❡ (J, P )✲s✉✐t❡✳
❍♦♣❢ ✐♥tr♦❞✉✐t ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ K✳ ■❧
s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ✭♥♦♥ ♦r✐❡♥té❡s✮ q✉✐ ♣rés❡r✈❡ ❧❡s ❢❛❝❡s
✭❡t ❞♦♥❝✱ s✐ K ❡st ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧✱ ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ K ❡st ✉♥❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧❡ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ❞❡ K✮✳ ❯♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ A ❞❡ K ❛ss♦❝✐❡
❞♦♥❝ à t♦✉t❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ♦r✐❡♥té❡ xni ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ♦r✐❡♥té❡ Ax
n
i ❡t ✐♥❞✉✐t✱ ❧♦rsq✉✬♦♥
❧❡ ♣r♦❧♦♥❣❡ ♣❛r J✲❧✐♥é❛r✐té✱ ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥tr❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡
❝❤❛î♥❡s Xn✱ ✈✐❛ A(
∑
tix
n
i ) =
∑
tiAx
n
i ✭❡t A ♣❡✉t êtr❡ ❛✉ss✐ ❞é✜♥✐ s✉r X
−1 =
J ♣❛r At = t✮✳ ❉❡ ♣❧✉s A ❝♦♠♠✉t❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜♦r❞✱ ❞♦♥❝ ✐♥❞✉✐t ✉♥
❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡s Zn ❡t ❞❡s Hn✳
❙✐ ❧✬♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ G ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s Aj ❞❡ K✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐✲
❞ér❡r ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ P = J [G] ❡t ♠✉♥✐r ❧❡s Xn ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡
P ✲♠♦❞✉❧❡ ✈✐❛ αx =
∑
tjAjx s✐ α =
∑
tjAj ∈ P ✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜♦r❞ ❡st ✉♥
♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ P ✲♠♦❞✉❧❡s ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❡s Zn ❡t ❧❡s Hn s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t
❞❡s P ✲♠♦❞✉❧❡s✳ ▲❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ✭♥♦♥ ♦r✐❡♥té❡s✮ ❞❡ K ❞é❝r✐✈❡♥t ❞❡s ♦r❜✐t❡s s♦✉s
❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ G ❀ ❍♦♣❢ ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ |xnk | ❝♦♠♠❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ ❝❤❛q✉❡
♦r❜✐t❡ ❡t ❧✉✐ ❛✛❡❝t❡ ✉♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ x¯nk ✳ ❖♥ ♥♦t❡ E
n ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥✲
t❛♥ts x¯nk ❞❡s n✲❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ K✳ ❈♦♠♠❡ t♦✉t❡ n✲❝❤❛î♥❡ s❡ ❧❛✐ss❡ é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛
❢♦r♠❡ x =
∑
tjkAjx¯
n
k ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ x =
∑
αkx¯
n
k ✱ ♦ù αk ∈ P ✱
❝❡❝✐ r❡✈✐❡♥t à ❞✐r❡ q✉❡ En ❡♥❣❡♥❞r❡ Xn ❡♥ t❛♥t q✉❡ P ✲♠♦❞✉❧❡✳
❙✐ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ G ❛❣✐t ❧✐❜r❡♠❡♥t✸✺ s✉r K✱ ❛❧♦rs ❧❡s En s♦♥t
❞❡s ❜❛s❡s ❞❡s Xn ♣♦✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ P ✲♠♦❞✉❧❡✳ ▲❡s Xn s♦♥t ❞♦♥❝ ❛❧♦rs t♦✉s
❞❡s P ✲♠♦❞✉❧❡s ❧✐❜r❡s✳
❈♦♠♠❡♥t♦♥s à ♥♦✉✈❡❛✉ ❛✈❛♥t ❞✬❛❧❧❡r ♣❧✉s ❧♦✐♥✳ ▲❡sXn s♦♥t ❞❡s J✲♠♦❞✉❧❡s
❧✐❜r❡s ♠❛✐s s✐ ♦♥ ❧❡s ❝♦♥s✐❞èr❡ ❝♦♠♠❡ ❞❡s P ✲♠♦❞✉❧❡s✱ ✐❧s ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ❢♦r❝é✲
♠❡♥t ❧✐❜r❡s ❝❛r ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts x =
∑
tjkAjx¯
n
k ♣❡✉✈❡♥t ❝♦ï♥❝✐❞❡r s❛♥s q✉❡
❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ P ❛✛❡❝tés ❛✉① x¯nk s♦✐❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s✳ ■❧ ❢❛✉t ❛❥♦✉t❡r ❝♦♠♠❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ G ❛❣✐t ❧✐❜r❡♠❡♥t s✉r K ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ En ❝♦♥st✐t✉❡
❜✐❡♥ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✉ P ✲♠♦❞✉❧❡ Xn✱ ❝❡❝✐ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ En✳
❖♥ ♥♦t❡r❛ à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❡ st②❧❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❍♦♣❢✳ ▲❡ r❛♣♣♦rt ❛✈❡❝ ❧❛
t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡st ❛♣♣❛r✉ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡t ❞❡ s❡s ❝❡❧❧✉❧❡s✱
♠❛✐s ♦♥ ❧❡s ✈♦✐t ♣♦✉r✈✉s ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ s❛♥s q✉✬✐❧ s♦✐t ✐♥❞✐q✉é ❝❡ à q✉♦✐
✸✺❈❡❝✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ G q✉✐ s♦♥t ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té s♦♥t s❛♥s ♣♦✐♥t
✜①❡ ✭✏✜①♣✉♥❦t❢r❡✐✑✮✳
✶✾✷
❝❡❧❛ ♣❡✉t ♠❡♥❡r✱ ❡t ❍♦♣❢ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ❣r♦✉♣❡ G ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s q✉✐ ♥✬❛✱
à ❝❡ st❛❞❡✱ ❛✉❝✉♥❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✳ ▲❡ ❢❛✐t✱ ♣♦✉r ❧❡s
Xn✱ ❞✬é❝❤❛♥❣❡r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ J✲♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡ ♣♦✉r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ J [G]✲
♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡✱ ♥✬❡st ❛❧♦rs ♣❛s ❥✉st✐✜é✳
▲❡ s❡❝♦♥❞ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❡st ✐♥t✐t✉❧é ✏❘❡✈êt❡♠❡♥ts
ré❣✉❧✐❡rs✑✸✻✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❣r♦✉♣❡ G ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❛❣✐ss❛♥t ❧✐❜r❡♠❡♥t
s✉r K✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ K ❞♦♥t K ❡st ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t✱ ❡♥
❞é✜♥✐ss❛♥t ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ K ♣♦✉r t♦✉t❡ ♦r❜✐t❡ s♦✉s G ❞✬✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ K✳ ▲❡
❝♦♠♣❧❡①❡ K ❡st ❛❧♦rs ❝❡ q✉❡ ❍♦♣❢ ❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ✏ré❣✉❧✐❡r✑✸✼ ❞❡ K✳
❖♥ ♣❡✉t ❜✐❡♥ sûr ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❜❛s❡ K ❡t ❡♥ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t
ré❣✉❧✐❡r K ❛ss♦❝✐é à ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✐st✐♥❣✉é ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡ K✳✸✽
❙♦✐t U ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛♥t à t♦✉t❡ ❝❡❧❧✉❧❡ |xnk | ❞❡ K ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ K
❧✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✭❡t q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❞♦♥❝ à t♦✉t❡s ❧❡s ❝❡❧✲
❧✉❧❡s s✐t✉é❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ♦r❜✐t❡ q✉❡ |xnk |✮ ❀ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ U ❡st ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
❞✉ r❡✈êt❡♠❡♥t K s✉r K✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ Xn s✉r
❧❡ ❣r♦✉♣❡ Xn ❞❡s n✲❝❤❛î♥❡s ❞❡ K✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ U ♣♦ssè❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été
❞✬❡♥✈♦②❡r t♦✉t❡ ❜❛s❡ ❞❡ K ❡♥ t❛♥t q✉❡ P ✲♠♦❞✉❧❡ s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ K ❡♥ t❛♥t
q✉❡ J✲♠♦❞✉❧❡✳ ❊①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t✱ ✈♦✐❝✐ q✉❡❧ ❡st ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ U ✿ s✐
x =
∑
αkx¯
n
k ❡st ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ X
n ❡t αk =
∑
tkjAj ∈ J [G]✱ ❛❧♦rs
Ux =
∑
k
S(αk)x
n
k ✱ ♦ù x
n
k ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ Ux¯
n
k ✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❑❡r(U) ❡st
é❣❛❧ à Xn0 ✭P0 ét❛♥t ✐❝✐ ♣r✐s é❣❛❧ à ❑❡r(S))✳
❙✐ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜♦r❞ s✉r ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ K✱ ♦♥ ✈♦✐t s❛♥s ♠❛❧ q✉❡
U ✈ér✐✜❡ ✿ Ur = rU ✭❡t ❝❡❝✐ ♠ê♠❡ ❡♥ ❞❡❣ré 0 s✐ ❧✬♦♥ ❞é✜♥✐t r s✉r X0 ♣❛r
r(
∑
tix
0
i ) =
∑
ti ❡t s✐ ❧✬♦♥ ♣♦s❡ Ut = t ♣♦✉r t♦✉t t ❞❡ J✮✳
▲❡s q✉❡st✐♦♥s q✉✐ s❡ ♣♦s❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥s✐st❡♥t à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❝♦♠✲
♠❡♥t s♦♥t r❡❧✐és ❧❡s ❝②❝❧❡s ❡t ❧❡s ❜♦r❞s ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s K ❡t K ✈✐❛ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
U ✳ ◆♦t♦♥s Zn ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s n✲❝②❝❧❡s ❞❡ K ❡t Hn s♦♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s n✲❜♦r❞s✳ ▲❡s
✐♥❝❧✉s✐♦♥s U(Zn) ⊂ Zn ❡t U(Hn) ⊂ Hn s♦♥t ❝❧❛✐r❡s ♠❛✐s ② ❛✲t✲✐❧ é❣❛❧✐té ❄ ▲❡s
♦❜❥❡❝t✐♦♥s é✈❡♥t✉❡❧❧❡s à ❧✬é❣❛❧✐té ✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ❝❡ q✉❡ ❧♦rsq✉✬♦♥ r❡❧è✈❡ ✉♥ ❝②❝❧❡
❞❡ K✱ ♦♥ ♥❡ tr♦✉✈❡ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❡ K✳✸✾ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♦♥
♥✬❛ q✉❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ U(Zn) ⊂ Zn✳ P❛r ❝♦♥tr❡ ♦♥ ❛ ❧✬é❣❛❧✐té U(Hn) = Hn ❝❛r
✸✻✏❘❡❣✉❧är❡ Ü❜❡r❧❛❣❡r✉♥❣❡♥✳✑
✸✼▲✬❛❞❥❡❝t✐❢ ✏ré❣✉❧✐❡r✑ tr❛❞✉✐t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ G s✉r K ❡st ❧✐❜r❡✳
✸✽◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡①♣❧✐q✉é ❝♦♠♠❡♥t ❢❛✐r❡ ❝❡❧❛ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s r❡✈êt❡♠❡♥ts✳
✸✾❈✬❡st ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ q✉✐ s❡ ✈♦✐t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1 ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❀ s✐ ❧✬♦♥ ♣r❡♥❞
✉♥ ❝②❝❧❡ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r s♦♠♠❡ ❞❡s 1✲❝❡❧❧✉❧❡s ♦r✐❡♥té❡s AB✱ BC✱ CA ✭♦ù A✱ B ❡t C ❞és✐❣♥❡♥t
❞❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ K✮ ❧❡ r❡❧❡✈é ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ✉♥ 1✲❝②❝❧❡ ❞❡ K ❝❛r✱ ❧♦rsq✉✬♦♥ ❛ ♣❛r❝♦✉r✉
❧❡ ♠ê♠❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s ❧❡ r❡❧❡✈é✱ ✐❧ s❡ ♣❡✉t q✉✬✐❧ ✜♥✐ss❡ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ A q✉✐ ♥❡
❝♦ï♥❝✐❞❡ ♣❛s ❛✈❡❝ ❧❡ ♣♦✐♥t ✐♥✐t✐❛❧✳
✶✾✸
U(Hn) = Ur(Xn+1) = rU(Xn+1) = r(Xn+1) = Hn✳
▲❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ U ✐♥❞✉✐t ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥tr❡
❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ K ❡t ❝❡✉① ❞❡ K ♠❛✐s q✉✬✐❧ ♥❡ s✬❛❣✐t ♣❛s ❞✬✉♥
✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳ ▲❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❛♥s K ❡t ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❛♥s K ❡st ❡♥
❢❛✐t ♣❧✉s s✉❜t✐❧✳ ❍♦♣❢ ♣❛r✈✐❡♥t à ❧❡ ré✈é❧❡r ❡♥ ét❛❜❧✐ss❛♥t ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✿
Zn/U(Zn) ≃ (Xn−10 ∩Hn−1)/Hn−10 , n ≥ 1.
❍♦♣❢ ♣r♦✉✈❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡t ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥ ❝♦♥str✉✐s❛♥t ✉♥ ♠♦r✲
♣❤✐s♠❡ s✉r❥❡❝t✐❢ g : (Xn−10 ∩Hn−1)→ Zn/U(Zn) ❞♦♥t ✐❧ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦②❛✉
❡st Hn−10 ✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ g ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ s✐ ✉♥❡ (n− 1)✲❝❤❛î♥❡ x
❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ Xn−10 ∩Hn−1 ❛❧♦rs ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡
Xn−10 ✱ ♦♥ ❛ Ux = 0✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❡❧❧❡ ❡st ❧❡ ❜♦r❞ ❞✬✉♥❡ n✲❝❤❛î♥❡ y ❞❡ K✳ ▲❡
❜♦r❞ ❝♦♠♠✉t❛♥t ❛✈❡❝ U ✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ Uy ❡st ✉♥ n✲❝②❝❧❡✱ s♦✐t ✉♥ é❧é♠❡♥t
❞❡ Zn✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ g ❝♦♥s✐st❡ ❞♦♥❝ à ❛ss♦❝✐❡r Uy à x✳ ▼❛✐s y ♥✬❡st ❞é✜♥✐
q✉✬à ✉♥ ❝②❝❧❡ ♣rès✱ ❝❡ q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❛ss❡ ❛✉ q✉♦t✐❡♥t ♣❛r U(Zn) à
❧✬✐♠❛❣❡✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ g ❡st s✉r❥❡❝t✐❢ ✈✐❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡ q✉❡ U ❧✬❡st✳
▲❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ K ❡t ❞❡ K s♦♥t ❜✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❞é✜♥✐s
❝♦♠♠❡ ét❛♥t Bn = Zn/Hn ❡t Bn = Zn/Hn✳ ❈♦♠♠❡ U(Hn) = Hn✱ ♦♥ ❛
U(Bn) = U(Zn)/Hn✳ ❯♥ t❤é♦rè♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❡♥
❞é❞✉✐r❡ ✿
Bn/U(Bn) ≃ Zn/U(Zn), n ≥ 1,
❞✬♦ù ✿
Bn/U(Bn) ≃ (Xn−10 ∩Hn−1)/Hn−10 , n ≥ 1.
▲❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t r❛♣♣❡❧❧❡ ❜✐❡♥ sûr ❢♦r✲
t❡♠❡♥t ❧❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ♣❛r ❍♦♣❢ ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞✉
♣r❡♠✐❡r ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✳ P♦✉r ❧❡s r❡tr♦✉✈❡r ❡①❛❝t❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛✈♦✐r ❧❡s é❣❛❧✐tés
Hn = Zn✱ ❝❡ q✉✐ ❛♠è♥❡ à r❡str❡✐♥❞r❡ ❧✬ét✉❞❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡s r❡✈êt❡♠❡♥ts ❛❝②✲
❝❧✐q✉❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❍♦♣❢ ❧❡ ❢❛✐t ❞❛♥s ❧❡ ♣♦✐♥t s✉✐✈❛♥t✳
❯♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡st ❞✐t ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ≥ 1 s✐ t♦✉s ❧❡s n✲❝②❝❧❡s
s♦♥t ❞❡s n✲❜♦r❞s✱ ❝❡ q✉✐ s❡ tr❛❞✉✐t ♣ré❝✐sé♠❡♥t ♣❛r ✿ Hn = Zn✳ ❯♥ ❝♦♠♣❧❡①❡
❡st ❞✐t ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 0 s✬✐❧ ❡st ❝♦♥♥❡①❡✹✵✳ ❍♦♣❢ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡ s✉r ❞❡s
✹✵■❧ ♥❡ ❢❛✉t ♣❛s s✬ét♦♥♥❡r ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❛♣♣❛r❡♥t❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ❝❛s n ≥ 1 ❡t ❧❡
❝❛s 0✳ ❯♥ ❝♦♠♣❧❡①❡K ♥❡ ♣❡✉t ❛✈♦✐r s♦♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 0 q✉✐ s✬❛♥♥✉❧❡ ❝❛r
✐❧ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ ❛✉ J✲♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s ♣❛r ❛r❝s ❞❡
K✳ ❈❡ q✉❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❍♦♣❢ ❝✬❡st ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ (J, P )✲s✉✐t❡ ✭é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t
✜♥✐❡✮ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ❞♦♥♥é✳ P♦✉r ❛✈♦✐r ❧✬❡①❛❝t✐t✉❞❡ s✉r ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs
t❡r♠❡s✱ ✐❧ ❡st ♦❜❧✐❣é ❞❡ r❛❥♦✉t❡r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ −1 ✈✐❛ H−1 = J = Z−1✱ ❛✈❡❝ r0(x) =
∑
ti
s✐ x =
∑
tix
0
i ✱ ❡t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐té ❛ss✉r❡ q✉❡ ✿ ■♠(r1) = ❑❡r(r0)✳
✶✾✹
❝♦♠♣❧❡①❡s K ❛❝②❝❧✐q✉❡s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 0 à N − 1✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ s✉✐t❡
{J = Z−1; X0 ⊃ Z0; X1 ⊃ Z1; ...; XN−1 ⊃ ZN−1; XN ⊃ ZN},
❡st ❜✐❡♥ ✉♥❡ (J, P )✲s✉✐t❡✳ ❊t ❛❧♦rs ❧❡s ❣r♦✉♣❡s (Xn0 ∩ Zn)/Zn0 ❛ss♦❝✐és ❛✉
❝♦♠♣❧❡①❡ K s♦♥t✱ ♣♦✉r n = 0, ..., N ✱ ✐s♦♠♦r♣❤❡s ❛✉① ✐♥✈❛r✐❛♥ts Gn+1J ❛ss♦❝✐és
❛✉ ❣r♦✉♣❡ G ❡t à ❧✬❛♥♥❡❛✉ J ✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❛❝②❝❧✐❝✐té ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ❞❡ r❡❧✐❡r
❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣✉r❡♠❡♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡✳ ❖♥ ♣❡✉t
♣ré❝✐s❡r ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✿ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ Hn = Zn✱ ♣♦✉r n = 0, ..., N − 1✱
✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❡s é❣❛❧✐tés (Xn−10 ∩Zn−1)/Zn−10 = (Xn−10 ∩Hn−1)/Hn−10 ❡t Bn = 0✱
❞✬♦ù ✿
Bn ≃ GnJ , n = 1...N − 1,
BN/U(BN) ≃ GNJ .
❆✜♥ ❞❡ ❜✐❡♥ ✜①❡r ❧❡s ✐❞é❡s✱ ♥♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ♣❛r ❍♦♣❢ ✈✐❛
❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ■■ ❡t ■■■ ✭♣✳ ✺✻✮ ✿
■■✳ ❙♦✐t J ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ✉♥✐t❛✐r❡✱ K ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ✭✜♥✐ ♦✉ ✐♥✜♥✐✮✱ ♣r✐s à
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s J ❡t ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 0, 1, ..., N − 1✳ ❙♦✐t ❞❡ ♣❧✉s G
✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❛❣✐ss❛♥t ❧✐❜r❡♠❡♥t s✉r K ❡t K ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡
r❡❝♦✉✈❡rt ♣❛r K ❡t ❡♥❣❡♥❞ré✹✶ ♣❛r G✳ ❆❧♦rs ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ BnJ ❞❡
K✱ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s J ✱ s♦♥t✱ ♣♦✉r n = 1, 2, ..., N − 1✱ ✐s♦♠♦r♣❤❡s ❛✉①
❣r♦✉♣❡s GnJ ❀ ❧❡✉r str✉❝t✉r❡ ❡st ❞♦♥❝ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❝❡❧❧❡s ❞❡ G
❡t ❞❡ J ❡t ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ K ❡t ❞❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t G✳
■■■✳ ❙♦✉s ❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ U ❞és✐❣♥❛♥t ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
❞❡ K s✉r K ❡t BnJ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ K ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n✱ ♦♥ ❛ ✿
BNJ /U(B
N
J ) ≃ GNJ ;
❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ BNJ /U(B
N
J ) ❡st ❞♦♥❝ é❣❛❧❡♠❡♥t ❡♥t✐èr❡♠❡♥t
❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❝❡❧❧❡s ❞❡ G ❡t J ✳
❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ♣r❡♥❞
✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❝♦♥♥❡①❡ K ❡t s♦♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ K ♠✉♥✐ ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞✉
❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ G ❞❡ K✳ ▲✬✐♥térêt ❞✉ r❡✈êt❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ ❡st q✉✬✐❧ ❡st
♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡ ♠❛✐s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡ ✭s♦♥ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧
❡st tr✐✈✐❛❧✮✳ ❙❛♥s ❞♦♥❝ ❛✈♦✐r ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s
❞✬❛❝②❝❧✐❝✐té✱ ❧❡ r❡✈êt❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ ❡st ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 0 ❡t ❡♥ ❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥ 1 ✭✈✉ q✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡st ❧✬❛❜é❧✐❛♥✐sé ❞✉ ❣r♦✉♣❡
✹✶P❛r ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❍♦♣❢ ❢❛✐t ré❢ér❡♥❝❡ ❛✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞♦♥t ♦♥ ❛ ❞✐t ♣❧✉s ❤❛✉t q✉✬♦♥
❧✬♦❜t✐❡♥t ❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ K ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ✉♥❡ ♠ê♠❡ ♦r❜✐t❡ s♦✉s G✳
✶✾✺
❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✮✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ❝♦♠♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s
■■ ❡t ■■■ ❧❡s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ✿
B1 ≃ G1J , B2J/U(B2J) ≃ G2J ,
q✉✐ s♦♥t ✈r❛✐s s♦✉s ❧❛ s❡✉❧❡ ❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ K ❡st ❝♦♥♥❡①❡✱ U ❞és✐❣♥❛♥t ❧❛
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞✉ r❡✈êt❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ s✉r K✳
▲✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ B1 ≃ G1J ❡st ❞é❥à ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉✳ ❈❡❧✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛
❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ K ❡st ❞ét❡r♠✐♥é
♣❛r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✳ ❈❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢❛✐t ❢♦r❝é♠❡♥t ♣❡♥s❡r ❛✉ ré✲
s✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✷✶❪ ❞❡ ✶✾✹✷ ❞❡ ❍♦♣❢✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r ét✉❞✐é ✕ ❡t
♣❛r❢♦✐s ❞ét❡r♠✐♥é ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ✕ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s GnJ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ♣❛rt✐✲
❝✉❧✐❡rs ✭❣r♦✉♣❡s ❧✐❜r❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜❛s❡ ✜♥✐❡ ♦✉ ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡✱ ❣r♦✉♣❡s ✜♥✐s✮✱
❍♦♣❢ r❡✈✐❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t à ❝❡t ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳ ■❧ ♠♦♥tr❡ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡
G2 ≃ (CF∩R)/CF(R) s✐ G ≃ F/R ♦ù ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❧✐❜r❡ ❡t R ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
❞✐st✐♥❣✉é ❞❡ F ❀ ♣♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡ ✐❧ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞✬❛rêt❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥✲
❞❛♠❡♥t❛❧ F ❡t ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ r❡✈êt❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❛ss♦❝✐é ❛✉ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
♥♦r♠❛❧ R✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ✜♥❛❧❡♠❡♥t B2J/U(B
2
J) ≃ (CF ∩ R)/CF(R)✱
❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s t❡①t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝❡ q✉✬❛✈❛✐t ét❛❜❧✐ ❍♦♣❢ ❞❛♥s ❬✶✷✶❪✱ ♠❛✐s ②
r❡ss❡♠❜❧❡ ❛ss✉ré♠❡♥t✹✷✳
✼✳✸ ▲❡s r❛✐s♦♥s ❞✬✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❆ss♦❝✐❡r ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❡st q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ q✉✐
♥✬❛✈❛✐t ❥❛♠❛✐s été ❢❛✐t ❥✉sq✉❡ ❧à ❡t q✉✐ ❛♣♣❛r❛ît ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❛✲
t✐♦♥s ❞✬♦r❞r❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t s✬✐♥t❡rr♦❣❡r s✉r ❧❛
♣❛rt ❞❡ ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❡t ❧❛ ♣❛rt ❞❡ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s
❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❛♠♠❡♥t ♠❡ttr❡ ❡♥
♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❝❡s ❞❡✉① ❛s♣❡❝ts ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❍♦♣❢ ❛✈❡❝ ❧❡s ❞é✲
✜♥✐t✐♦♥s ♠♦❞❡r♥❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ s❛✐s✐r à q✉❡❧ ♣♦✐♥t ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ♦♣éré❡
♣❛r ❍♦♣❢ ❛ été ♣♦✉ssé❡✳ ❊t ♦♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐✱ ❝❤♦s❡ ♣❧✉tôt r❛r❡✱ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❛ ❞é✜✲
♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❍♦♣❢ ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s é❧❛❜♦ré❡s
✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❝❛r✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✐♥❞✐q✉é ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱
❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❞❡ ✶✾✹✷ ❛ ✐♥s♣✐ré ❞✬❛✉tr❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s à ❧❛ ♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡
❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✳
■❧ ❛♣♣❛r❛îtr❛ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❧❡❝t❡✉r ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❡s ♣rés❡♥t❛t✐♦♥s q✉✐ s♦♥t
❢❛✐t❡s ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❛♥s ❧❡s tr❛✐tés ❞é❞✐és ❛✉ s✉❥❡t q✉✬✐❧ ② ❛ ❞❡
♥♦t❛❜❧❡s r❡ss❡♠❜❧❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❝❡ q✉✐ ② ❡st ♣r♦♣♦sé ❡t ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❍♦♣❢✹✸✳ ▲❡
✹✷❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❍♦♣❢✱ ♥♦✉s ② r❡✈✐❡♥❞r♦♥s ♣❧✉s t❛r❞ ❝❛r ✐❧ s✬❛❣✐t ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ❞❡ ♣❧✉s
q✉✬✉♥❡ r❡ss❡♠❜❧❛♥❝❡✳
✹✸◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥ ♣❛rt✐❡ r❡♥❞✉ ♠❛♥✐❢❡st❡s ❝❡s r❡ss❡♠❜❧❛♥❝❡s ❡♥ ✼✳✷✳✶
✶✾✻
♣r♦❝é❞é ❞❡s (J, P )✲s✉✐t❡s ❞❡ ❍♦♣❢ ❛ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ tr♦✉✈é ✉♥❡ t❡❧❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡
❡♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ q✉✬✉♥❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ♣r♦♣r❡ ❧✉✐ ❛ été ❞é❝❡r♥é❡ ✭✏rés♦✲
❧✉t✐♦♥ ❧✐❜r❡✑✮ ❡t ❡❧❧❡ ❡st ❝♦♠♣r✐s❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ♣❧✉s ❧❛r❣❡ ❞❡ ✏s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡✑
❞❡✈❡♥✉ ❞❡♣✉✐s ❞✬✉s❛❣❡ très ❝♦✉r❛♥t ❡♥ ❛❧❣è❜r❡✳
❖♥ ♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ r❡tr♦✉✈❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ tr❛✐té ❬✸✷❪ ❞❡ ❑✳❙✳ ❇r♦✇♥
❧✬✐❞é❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❧✐❜r❡ ✭♦✉✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❢❛✐t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱
✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❥❡❝t✐✈❡✮ ❞❡ Z ♣❛r ❞❡s Z[G]✲♠♦❞✉❧❡s✳ ▼❛✐s à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡
❞❡ ❍♦♣❢ ❝❡tt❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st t❡♥s♦r✐sé❡ ♣❛r Z ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ G à
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡♥t✐❡rs✳ ▲❛ ♠ê♠❡ ✐❞é❡ ❣✉✐❞❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r
❲❡✐❜❡❧ ❞❛♥s ❬✷✸✻❪✱ s❛✉❢ q✉✬❡❧❧❡ ❡st ♣rés❡♥té❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ ❝❛❞r❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❞❡s
❢♦♥❝t❡✉rs ✭♣♦✉r ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❝✬❡st ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r Tor q✉✐ ✐♥t❡r✈✐❡♥t✱
❛❞❥♦✐♥t à ❣❛✉❝❤❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧✮✳
▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ r❡✈êt❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡
❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ G ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡✈❡♥✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✹✹ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r
❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✳ ❖♥ ♥❡ ♣❡✉t ré❡❧❧❡♠❡♥t ❞✐r❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s❡
tr♦✉✈❡ ❞é❥à ❝❤❡③ ❍♦♣❢ ❝❛r ✐❧ ♥❡ ♣❛r❛ît ♣❛s ❛✈♦✐r ré✢é❝❤✐ à ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡
❝♦♠♣❧❡①❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❣r♦✉♣❡ ❡t
♥✬❛ ♣❛s ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s r❡✈êt❡♠❡♥ts ✉♥✐✈❡rs❡❧s ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡
❞❡s ❣r♦✉♣❡s✹✺✳ ▼❛✐s ❧✬✐❞é❡ ② ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ♣rés❡♥t❡✳
▲❡s ♦❜❥❡ts Xn0 ✱ Z
n
0 ✱ ❡t❝✳ ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡
❍♦♣❢ r❡ss♦rt❡♥t ❝♦♠♠❡ ❧❡s ♣❧✉s étr❛♥❣❡rs à ✉♥❡ ✈✐s✐♦♥ ♠♦❞❡r♥❡ ❞❡s ❝❤♦s❡s✳
▲✬♦❜❥❡t Xn0 ❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✐s♦♠♦r♣❤❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t P0⊗Xn ❞❛♥s Xn ♠❛✐s
❍♦♣❢ ♥✬❛ ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ♣❛s s❡♥t✐ ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧✹✻✳
❈❡❧❧❡✲❝✐ s✬❡st ❧❛r❣❡♠❡♥t ré♣❛♥❞✉❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❝❛r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧ s❡ ré✈è❧❡
❝♦♠♠♦❞❡ ❞✉ ❢❛✐t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬❡①❛❝t✐t✉❞❡ à ❞r♦✐t❡✳
❖♥ ♥❡ ♣❡✉t ❞❡ t♦✉t❡ ❢❛ç♦♥ ♣❛s ré❡❧❧❡♠❡♥t ❡①♣❧✐q✉❡r ♣♦✉rq✉♦✐ ❍♦♣❢ ❛❜♦✉t✐t
à ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ à ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❛❝t✉❡❧❧❡s ❀ s❡✉❧ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❛♣♣❛r❛ît
✹✹❈✬❡st ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s ♣❛r ❬✸✷❪ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳
✹✺▲✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❡t ♥♦♥ ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❍♦♣❢✳
✹✻▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧ ❞❡ ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s ♥✬❛♣♣❛r❛ît q✉✬❡♥
✶✾✸✽ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠❛✐♥s ❞❡ ❲❤✐t♥❡② ❞❛♥s ❬✷✹✸❪✳ ❊❧❧❡ ② ❡st ❞é❥à ét❡♥❞✉❡ à ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬♦❜❥❡ts
♣❧✉s ❣r❛♥❞❡✱ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s à ♦♣ér❛t❡✉rs✱ q✉✐ ❝♦✉✈r❡ ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s✳ ▲✬✉s❛❣❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧
♥❡ s✬❡st ✐♠♣♦sé q✉❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t✱ ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✹✵ ✕ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞✉ ❢❛✐t ❞❡s
tr❛✈❛✉① ❞✬❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡ q✉✐ ❧✬♦♥t ♠✐s à ❧✬❤♦♥♥❡✉r à ❧❛ ❢♦✐s ❞❛♥s ❧❡✉rs ❛rt✐❝❧❡s ❡♥
❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡t ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡t ❞❛♥s ❧❡✉r ❝é❧è❜r❡ ❛rt✐❝❧❡ ❬✻✽❪ s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡
♥❛t✉r❛❧✐té ✕ ❡t ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉ ❛✉① ❊t❛ts✲❯♥✐s✳ ❍♦♣❢ ♥✬❛✈❛✐t ♣❡✉t✲êtr❡ ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❧✬❤❛❜✐t✉❞❡
❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❡r ❡t ✐❧ ♥✬❡♥ ❛✈❛✐t ❞❡ t♦✉t❡ ❢❛ç♦♥ ♣❛s ❜❡s♦✐♥✳ ❊t q✉✐tt❡ à ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥
s✉r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ♣♦✉r ❞é✜♥✐r Xn0 ✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✏♣r♦❞✉✐t✑ ✭❞✐r❡❝t✮✱ q✉❡ ❧✬♦♥ tr♦✉✈❡ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ▼♦❞❡r♥❡ ❆❧❣❡❜r❛ ❞❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❡r❞❡♥ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❤②♣❡r❝♦♠♣❧❡①❡s✱
❧❡s ✐❞é❛✉①✱ ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s✱ ❡t❝✳✱ ❛✉r❛✐t été t♦✉t✲à✲❢❛✐t s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❝❡ q✉❡ ❍♦♣❢ ✈❡✉t ❢❛✐r❡✳
▲❡s ❝❤❛î♥❡s s❡ ♣r♦❥❡t❛♥t s✉r 0 s♦♥t ❧❡s ❝❤❛î♥❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s P0 ✿ ♦♥ ♣❡✉t ❞é❝r✐r❡ ❧❡✉r
❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞✉ P ✲♠♦❞✉❧❡ P0 ♣❛r ❧❡ P ✲♠♦❞✉❧❡ Xn✳
✶✾✼
r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥é❛♥♠♦✐♥s ❝❤❡r❝❤❡r à ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❛ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❛❞♦♣té❡ ♣❛r ❍♦♣❢✱ à ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❘❡✐❞❡✲
♠❡✐st❡r s✉r s❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞✬❛♣♣ré❤❡♥❞❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ r❡✈êt❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧✳ ■❧
❡st ♠❛♥✐❢❡st❡ q✉❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✾✶❪ ❞❡ ❘❡✐❞❡♠❡✐st❡r ❛ ❝♦♥st✐t✉é ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞✬✐♥s✲
♣✐r❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❍♦♣❢ ✿ ✐❧ ❧❡ r❡❝♦♥♥❛ît ❧✉✐✲♠ê♠❡✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ s❡ tr❛❞✉✐t ❝♦♥❝rèt❡♠❡♥t
♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡✈êt❡♠❡♥ts✱ ❡t ♣ré❝✐sé♠❡♥t ♣❛r ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ♠✉♥✐r ❧❡s
❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ❞✉ r❡✈êt❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ Z[G]✲♠♦❞✉❧❡✳
▼❛✐s ❧❡ ✜❧ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r ❢♦r♠é ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❍✉r❡✇✐❝③ ❡t ❝❡tt❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡
❘❡✐❞❡♠❡✐st❡r ♥❡ s✉✣s❡♥t ♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ♣❛s à ❝❧❛r✐✜❡r ❧❡ ❞ét❛✐❧ ❞❡ ❧❛ ❞é✲
♠❛r❝❤❡ ❞❡ ❍♦♣❢✱ q✉✐ ♥❡ r❡♥❞ à ✈r❛✐ ❞✐r❡ ♣❛s ❧❛ tâ❝❤❡ é✈✐❞❡♥t❡✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧
♣rés❡♥t❡ ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡t ♥♦✉s ❢❛✐t ♣❛rt ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t
❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥ts s✉r ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❧❡s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ✐❧ ♥♦✉s ♣r✐✈❡
♣♦✉r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ♣❛rt ❞❡ ❧✬❛❝❝ès à s❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ❡♥ t❛♥t q✉❡ ❝❤❡r❝❤❡✉r✱ q✉❛♥❞
❜✐❡♥ ♠ê♠❡ ✐❧ s✬❛❣✐r❛✐t ❞✬✉♥❡ ❞é♠❛r❝❤❡ q✉✐ ❛✉r❛✐t été r❛t✐♦♥❛❧✐sé❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐
♦✉ ❞♦♥t ✐❧ ❛✉r❛✐t é✈✐♥❝é ❧❡s ❡rr❡♠❡♥ts✳ ▲❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✽✼❪ ❞❡
❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧ ❡st ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❧✉s ré✈é❧❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝❡t ❡✛❡t✱ ❡t ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❧✉s
♣❡rt✐♥❡♥t❡ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ♣r♦①✐♠✐té ❡♥tr❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❡t ❧❡s r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥ts ✐♠✲
♣❧✐q✉és✳ ❈❡ ♣❛♣✐❡r ❞❡ ❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧✱ s✉r ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s ♥♦✉s ét❡♥❞r♦♥s ♣❧✉s ❧♦✐♥✱
♣rés❡♥t❡ ❧❡s r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥ts ❛✈❡❝ ✉♥ ❡♥❝❤❛î♥❡♠❡♥t t❡❧❧❡♠❡♥t ❧♦❣✐q✉❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡
t❡❧❧❡ s✐♠♣❧✐❝✐té✱ ❡t q✉✐ ♣❧✉s ❡st ❡♥ ❡①♣❧✐q✉❛♥t ♣♦✉rq✉♦✐ ❝♦♥s✐❞ér❡r t❡❧ ♦✉ t❡❧
♦❜❥❡t✱ q✉❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❛♣♣❛r❛ît ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ♦❜s❝✉r ❡t ♥♦✉s ♠è♥❡
❞✬❛✉t❛♥t à ♥♦✉s ✐♥t❡rr♦❣❡r s✉r ❧❡ s❡♥s ❞✐ss✐♠✉❧é ❞❡rr✐èr❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥s✐❞ér❛✲
t✐♦♥s ❞❡ ❍♦♣❢✳
❙✐ ❧✬♦♥ s❡ r❡♠é♠♦r❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ r❡✈êt❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît
❝❧❛✐r❡♠❡♥t q✉✬♦♥ ❛ ❞❡ ❜♦♥♥❡s ❝❤❛♥❝❡s ❞❡ ré❝✉♣ér❡r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❛
str✉❝t✉r❡ ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❜❛s❡ ❡♥ tr✐✈✐❛❧✐s❛♥t ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ G ❞❛♥s ❧❡ r❡✈êt❡♠❡♥t
✉♥✐✈❡rs❡❧✳ ▲❡ ❢❛✐t ❞❡ t❡♥s♦r✐s❡r ♣❛r Z s✉r Z[G] ♣❡r♠❡tt❛♥t ❥✉st❡♠❡♥t ❞❡ tr✐✈✐❛✲
❧✐s❡r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ G✱ ❝❡❝✐ ❡①♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❡♥ ♣❛ss❡ ♣❛r ❧à ❞❛♥s ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s
♠♦❞❡r♥❡s ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✳
❍♦♣❢ ❛✈❛✐t ❧✉✐ ❛✉ss✐ à ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ré❝✉♣ér❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r
❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❜❛s❡ à ♣❛rt✐r ❞✉ r❡✈êt❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ ♠❛✐s s❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s
❝❡❧❧❡ q✉✐ ❛ été r❡t❡♥✉❡ ❡♥s✉✐t❡✳ ❍♦♣❢ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡ ♣❧✉tôt s✉r ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❞✉
r❡✈êt❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ q✉✐ s♦♥t ❞❛♥s ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❜❛s❡✳ ❯♥❡
❢❛ç♦♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r t♦✉t❡s ❝❡s ❝❤❛î♥❡s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ❡st ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ t♦✉t❡s ❧❡s
n✲❝❤❛î♥❡s ❞♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t ❞❛♥s ❧✬✐❞é❛❧ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s g− e✱ g ∈ G
❡t e ❞és✐❣♥❛♥t ❧❡ ♥❡✉tr❡ ❞❡ G✳ ❈♦♠♠❡ ❑❡r(S) ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧✬✐❞é❛❧ ❡♥❣❡♥❞ré
♣❛r ❧❡s g−e✱ ❝✬❡st ❜✐❡♥ ❝❡ q✉❡ ❢❛✐t ❍♦♣❢ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t Xn0 ❛✈❡❝ P0 = ❑❡r(S)✳
P♦✉rq✉♦✐ s✬✐♥tér❡ss❡r ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❛✉① ❝❤❛î♥❡s ❞✉ r❡✈êt❡♠❡♥t s❡ ♣r♦❥❡t❛♥t
s✉r ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ♥✉❧❧❡ ❄ ❈✬❡st ♣❡✉t✲êtr❡ ❧à q✉❡ s❡ tr♦✉✈❡ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡
❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❘❡✐❞❡♠❡✐st❡r✳ P♦✉r ❛❜♦✉t✐r à s❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ✏❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦✲
✶✾✽
t♦♣✐❡✑ ❞❛♥s ❬✶✾✶❪✱ ❘❡✐❞❡♠❡✐st❡r ❝♦♥s✐❞ér❛✐t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛î♥❡ ❝♦♥❣r✉❡ à 0
♠♦❞✉❧♦ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ g ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❝❤❛î♥❡
❞♦♥t ❧❡ ❜♦r❞ ❡st ❝♦♥❣r✉❡ à 0 ♠♦❞✉❧♦ g✳ ❈♦♥❝rèt❡♠❡♥t ✉♥❡ n✲❝❤❛î♥❡ ❝♦♥❣r✉❡
à 0 ♠♦❞✉❧♦ G ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ Xn0 ❞é✜♥✐ ♣❛r ❍♦♣❢✳
❖r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❛r ❘❡✐❞❡♠❡✐st❡r ❞✉ k✲✐è♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡✱ à s❛✈♦✐r
Hk = KkG/K
k
0✱ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r K
k
G q✉✐ ❡st ❥✉st❡♠❡♥t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s k✲❝❤❛î♥❡s
❞✉ r❡✈êt❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ ❞♦♥t ❧❡ ❜♦r❞ ❡st ❝♦♥❣r✉ à 0 ♠♦❞✉❧♦ G✳ ❘❡✐❞❡♠❡✐st❡r
✐♥❞✐q✉❡ ❡♥ ♦✉tr❡ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ s♦♥ ❛rt✐❝❧❡ q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ r❡❣❛r❞❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ Hk
♠♦❞✉❧♦ G✱ ❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t à ❡♥ r❡❣❛r❞❡r ❧✬✐♠❛❣❡ ♣❛r ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ U s✉r ❧❛
❜❛s❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ k✲✐è♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡✳
❈❡ q✉❡ ❢❛✐t ❍♦♣❢ ♣❡✉t êtr❡ ❧✉ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s
❞❡ ❘❡✐❞❡♠❡✐st❡r✳ ❏✉st❡ ❛✈❛♥t ❞✬ét❛❜❧✐r ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ Zn/U(Zn) ≃ (Xn−10 ∩
Hn−1)/Hn−10 ✱ ❍♦♣❢ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ ❜♦r❞ ❝♦♠♠✉t❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ Ur =
rU✮✳ ■❧ ❛♣♣❛r❛ît ❞♦♥❝ ♥♦r♠❛❧ ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r à r❡❧✐❡r ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t
❛✈❡❝ ❧❡ ❜♦r❞ ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡t ❝✬❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝❡ q✉❡ ❢❛✐t ❍♦♣❢ ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r
❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ❯♥ é❧é♠❡♥t x ❞❡ Xn−10 ∩Hn−1 ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡
❜♦r❞ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t y ❞✉ ❣r♦✉♣❡ KkG ❞é✜♥✐ ♣❛r ❘❡✐❞❡♠❡✐st❡r✳ ❊t ❍♦♣❢ ❝♦♥s✐❞èr❡
♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ Uy✱ ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t s❛❝❤❛♥t ✕ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ✐♥❞✐q✉é
♣❛r ❘❡✐❞❡♠❡✐st❡r ✕ q✉❡ ❝❡ ❢❛✐s❛♥t ✐❧ ❞❡✈r❛✐t ♣♦✉✈♦✐r ❛❜♦✉t✐r à ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
s✉r ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❜❛s❡ K✳ ■❧ s❡ tr♦✉✈❡ ❡♥ ❡✛❡t q✉❡ Uy ❡st ✉♥ ❝②❝❧❡
❞❡ K✳
❈❡ ♥✬❡st q✉✬✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♠❛✐s ✐❧ s✬❛✈èr❡ ❞♦♥❝ ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r
q✉❡ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❘❡✐❞❡♠❡✐st❡r ❛ ♣✉ ❝♦♥❞✉✐r❡ ❍♦♣❢ à r❡❧✐❡r ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✬✉♥
❝♦♠♣❧❡①❡ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ❞❡ s♦♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ ❡♥ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛♥t s✉r ❧❡s
❝❤❛î♥❡s s❡ ♣r♦❥❡t❛♥t s✉r 0✳ ❈❡ ♣r♦❝é❞é✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡
❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ G✱
❛ ♦❜❧✐❣é ❍♦♣❢ à ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡ ✭❡♥ ❡①♣♦s❛♥t✮ ❞❛♥s s❛ ❞é✜♥✐✲
t✐♦♥ Γn(J, J [G],❑❡r(S)) ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡r ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❜❛s❡
❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ❛✈❡❝ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n✳ ❙✬✐❧ ♥❡ s✬ét❛✐t ♣❛s
❝♦♥❝❡♥tré s✉r ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡t ❛✈❛✐t tr❛✐té
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✉ r❡✈êt❡♠❡♥t ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡✱ ✐❧
♥✬❛✉r❛✐t ♣❛s ❡✉ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡✳ ❈❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ♣❡✉t s✬❡①♣❧✐q✉❡r
❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ✏s✉✐t❡ ❧♦♥❣✉❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✑✹✼✳
❇r✐è✈❡♠❡♥t✱ s✐ ❧✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡ ❝❤❛î♥❡s
0→ K → L→M → 0,
❝❡❧❧❡✲❝✐ ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ❧♦♥❣✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ♣❛ss❡ ❛✉① ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦✲
✹✼❈❢✳ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✶✺✹❪ ♣♣✳ ✹✹✲✹✺✳
✶✾✾
♠♦❧♦❣✐❡ ✿
...→ Hn+1(M)→ Hn(K)→ Hn(L)→ Hn(M)→ Hn−1(K)→ ...
❉❛♥s ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞éré❡ ♣❛r ❍♦♣❢✱ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ r❡❧✐❛♥t ❧❡s
❝♦♠♣❧❡①❡s X0 = (Xn0 )✱ X = (X
n) ❡t X = (Xn)✱ à s❛✈♦✐r ✿
0→ X0 →֒ X U→ X → 0.
▼❛✐♥t❡♥❛♥t s✐ ❧✬♦♥ ♣❛ss❡ à ❧❛ s✉✐t❡ ❧♦♥❣✉❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✱ ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡
❞❡ ❝❡ q✉❡✱ s♦✉s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❛❝②❝❧✐❝✐té ❞❡ X ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n✱ 0 < n < N ✱
Hn(X) := B
n = 0✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥❞r❛ Hn+1(X) ≃ Hn(X0)✱ 0 < n < N − 1✱ ❝✬❡st✲à✲
❞✐r❡ q✉❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ❞✉ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡
q✉❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n+ 1 ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡✳
✼✳✹ ❘❡t♦✉r s✉r ❧❡s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❞❡ ❍♦♣❢
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣♦rté à ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ❧❡❝t❡✉r ❡t ét✉❞✐é ❧❡s ❝♦♥s✐❞ér❛✲
t✐♦♥s ❡t rés✉❧t❛ts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❞❡ ❍♦♣❢ ❞❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ❬✶✷✸❪✳ ❈❡ ❢❛✐s❛♥t✱ ♥♦✉s
❝❤❡r❝❤♦♥s ♥♦t❛♠♠❡♥t à é❧✉❝✐❞❡r ❛✉t❛♥t q✉❡ ❢❛✐r❡ s❡ ♣❡✉t ❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡ s✉✐✈✐❡
♣❛r ❍♦♣❢ ❡t ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❧❡s ♣❧❛❝❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❡t ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡✳ P♦✉r
❝♦♥t✐♥✉❡r ❞❛♥s ❝❡tt❡ ✈♦✐❡✱ ♣♦✉ss♦♥s ❧✬ét✉❞❡ ❥✉sq✉✬à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❍♦♣❢✳
❉❛♥s ❧❡ q✉❛tr✐è♠❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ❍♦♣❢ ét✉❞✐❡ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s
❞❡ s♦♥ ét✉❞❡✳ ❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ✐❧ ♥❡ s✬❛❣✐t ♣❛s ré❡❧❧❡♠❡♥t ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s à ❧❛
❣é♦♠étr✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ♠❛✐s ♣❧✉tôt ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠é✲
tr✐❡ ♣♦✉r ❞❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡s GnJ ❀ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ s❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❢♦r♠✉❧és ❞❡ ❧❛
♠❛♥✐èr❡ ✿ ✏s✐ G ❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ✈ér✐✜❛♥t t❡❧❧❡s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s ❛❧♦rs ❧❡s GnJ ✈ér✐✜❡♥t t❡❧❧❡s ♣r♦♣r✐étés✑✳ ❉❡ ❝❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✱ ❝❡t ❛rt✐❝❧❡
❞❡ ❍♦♣❢ ❡st ❡♥ ♣❧❡✐♥ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐❣♥é❡ ❞❡ s♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♦ù ❧❡ ❣r♦✉♣❡ G∗1 ét❛✐t
✉t✐❧✐sé ❡♥ ♠❡tt❛♥t à ♣r♦✜t ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❛✜♥ ❞✬ét❛❜❧✐r ❞❡s
rés✉❧t❛ts ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✳ P♦✉rt❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❍♦♣❢ ❛ ❧✐é ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s
❛✈❡❝ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s GnJ ♦❜t❡♥✉s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣✉r❡♠❡♥t ❛❜str❛✐t❡✱ ♦♥ ❛✉r❛✐t ♣✉
s✬❛tt❡♥❞r❡ à ✈♦✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡t ❞❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ♠✐s ❡♥ ÷✉✈r❡
♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ✈♦✐r❡ ♣♦✉r
♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s s♣é❝✐✜q✉❡s ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡
❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ▼❛✐s ✐❧ ♥✬❡♥ ❡st ✜♥❛❧❡♠❡♥t r✐❡♥✱ ❡t ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❍♦♣❢ s❡ ❝♦♥❝❧✉t
♣❛r ✉♥ ❝✐♥q✉✐è♠❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ✐♥t✐t✉❧é ✏❇❡③✐❡❤✉♥❣❡♥ ③✉r ❍♦♠♦t♦♣✐❡t❤❡♦r✐❡✑✱
❞✐s❝✉t❛♥t ❧❡s r❛♣♣♦rts ❡♥tr❡ s♦♥ tr❛✈❛✐❧ ❡t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦t♦♣✐❡✱ ❝❡ q✉✐
❛❝❤è✈❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❡♥ ✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣t❡ ✿ ❝❛r ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ❧❡s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❞❡
❍♦♣❢ ♣♦✉r s❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s s✉r ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❛✈❛♥t t♦✉t
❞❡ ré✢❡①✐♦♥s ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❍✉r❡✇✐❝③ s✉r ❧✬❤♦♠♦t♦♣✐❡✳
✷✵✵
▲❡ ❧❡❝t❡✉r ❛✉r❛ r❡♠❛rq✉é q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t❡ ❞❡
❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ♥✬❛♣♣❛r❛ît à ❛✉❝✉♥ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❝♦♠♠❡♥t❛✐r❡ s✉r ❝❡tt❡ ♣r♦✲
♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❍✉r❡✇✐❝③ ❞♦♥♥é❡ ❡♥ t♦✉t ❞é❜✉t ❞✬❛rt✐❝❧❡✳ ❈✬❡st ❞❛♥s ❧❡ ❞❡r♥✐❡r
♣❛r❛❣r❛♣❤❡ q✉✬✐❧ ② r❡✈✐❡♥t✱ ❛❝❤❡✈❛♥t ❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦✛❡rt❡ ♣❛r ❝❡
✜❧ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞✬❛✉tr❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❍✉r❡✇✐❝③✳ ■❧ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥❡
♣❛rt ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ s✐ n > 1 ❡t s✐ ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ K ❡st ❛s♣❤ér✐q✉❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n
❛❧♦rs ✐❧ ❡♥ ✈❛ ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡ t♦✉t r❡✈êt❡♠❡♥t ❞❡ K✱✹✽ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❞❡ ❝❡ q✉❡ s✐ ✉♥
❝♦♠♣❧❡①❡ ❡st ❛s♣❤ér✐q✉❡ ❡♥ ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s 1, ..., N − 1✱ ✐❧ ❡st ❛✉ss✐ ❛❝②❝❧✐q✉❡
❡♥ ❝❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✹✾✳ ❆✈❡❝ ❝❡s ❞❡✉① rés✉❧t❛ts✱ ✈♦✐❝✐ ❝♦♠♠❡♥t ❧✬♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❍✉r❡✇✐❝③ ❞❛♥s ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❍♦♣❢ ✿ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❝♦♠✲
♣❧❡①❡ K ❛s♣❤ér✐q✉❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s 2, ..., N − 1 ❛❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡✱
t♦✉t r❡✈êt❡♠❡♥t ❞❡ K ✭❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s♦♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ K✮ ❡st é❣❛✲
❧❡♠❡♥t ❛s♣❤ér✐q✉❡ ❡♥ ❧❡s ♠ê♠❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❞♦♥❝ ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
2, ..., N − 1✳ ▼❛✐s t♦✉t r❡✈êt❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ K ❡st ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
0 ❡t 1 ✭❝❛r ❝♦♥♥❡①❡ ❡t ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ tr✐✈✐❛❧✮ ❞♦♥❝✱ ✜♥❛❧❡♠❡♥t✱ s✐
✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ K ❡st ❛s♣❤ér✐q✉❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s 2, ..., N − 1✱ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ■■
❞❡ ❍♦♣❢ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à K ❡t à s♦♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ K ♠✉♥✐ ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞✉
❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ G ❞❡ K ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ BnJ ❞❡ K
s♦♥t✱ ♣♦✉r n = 1, ..., N − 1✱ ✐s♦♠♦r♣❤❡s ❛✉① GnJ ✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❍✉r❡✇✐❝③
s❡ r❡tr♦✉✈❡ ❜✐❡♥ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ♠❛✐s ❍♦♣❢ ❛ s✉ ❡♥ ❞♦♥♥❡r ❡♥ ♣❧✉s
✉♥❡ ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✳ ▲✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s GnJ ✱ ❡t ❝♦♥séq✉❡♠♠❡♥t ❧❛ s❡✉❧❡
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ✕ ♣♦✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❛s♣❤ér✐q✉❡ ✕ ❞❡s BnJ ❡♥ G ❡st ❡①♣❧✐q✉é❡ à ❧✬❛✐❞❡
❞❡s (J, P )✲s✉✐t❡s✳ ❊t ❝❡tt❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s (J, P )✲s✉✐t❡s s❡ tr♦✉✈❡ ♣♦✉✈♦✐r êtr❡
❝♦♥❝rét✐sé❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t ✈✐❛ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ r❡✈êt❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧✱ ❡t ♣❧✉s
♣ré❝✐sé♠❡♥t ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ❛ss♦❝✐é✳
❍♦♣❢ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡ ❞♦♥❝ ❛✉ ✜♥❛❧ ❝♦♠♠❡♥t s♦♥ tr❛✈❛✐❧ ré♣♦♥❞ ❛✉ ♠♦✐♥s
❡♥ ♣❛rt✐❡ à s❡s ❛tt❡♥t❡s✱ ❡♥ ♣ré❝✐s❛♥t ❝♦♠♠❡♥t s❡ ❢❛✐t ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s BnJ
❡♥ G✳ ▼❛✐s s❡s rés✉❧t❛ts s♦✉❧è✈❡♥t é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❞✬❛✉tr❡s q✉❡st✐♦♥s✳ ■❧ ❡♥ ❡st
✉♥❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❍♦♣❢ s❡ ♣❡♥❝❤❡ ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ✿
❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ■■■ ❞♦♥♥❡✱ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ K ❡st ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥s 0 à N − 1✱ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ BNJ /U(BNJ ) ≃ GNJ ✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❝♦♠♠❡
♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é❥à ❡①♣❧✐q✉é ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t✱ s❛♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❝♦♠✲
♣❧❡①❡s✺✵✱ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ B2J/U(B
2
J) ≃ (CF∩R)/CF(R)✳ ❆✉ ✈✉ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡
✶✾✹✷ ❞❡ ❍♦♣❢✱ ♦♥ ❞♦✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❛✈♦✐r S2 ≃ U(B2)✳ ❈❡ ❝♦♥st❛t ❛♠è♥❡
❞♦♥❝ à ❡♥✈✐s❛❣❡r ✉♥ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ U(BN) ❡t ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❞❡ N ✲s♣❤èr❡s✳
❊♥ ❝❤❡r❝❤❛♥t à ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ Sn ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s
❝♦♥t✐♥✉❡s✺✶ ❞❡ n✲s♣❤èr❡s ❞❛♥s K¯ ❡t s♦♥ ♣❡♥❞❛♥t Σn ❞❛♥s K¯ ✭♦ù K ❡st ✉♥ r❡✲
✹✽❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ✉♥ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✐♠♠é❞✐❛t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ 4 ❞❡ ❬✶✷✾❪ ■✳ ♣✳ ✶✶✹✳
✹✾❈❢✳ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ 2 ❞❡ ❬✶✷✾❪ ■■✳ ♣✳ ✺✷✷✳
✺✵■❧ s✉✣t ❥✉st❡✱ ♠❛✐s ❝✬❡st ❡♥ ❢❛✐t t♦✉❥♦✉rs ❧❡ ❝❛s ✐❝✐✱ q✉✬✐❧s s♦✐❡♥t ♣r✐s ❝♦♥♥❡①❡s✳
✺✶❈❢✳ ❬✶✷✶❪ ❡t ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♦ù ❝❡ ❣r♦✉♣❡ ét❛✐t ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥✲
✷✵✶
✈êt❡♠❡♥t q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ K✮✱ ❍♦♣❢ ré❛❧✐s❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ U(Σn) ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝
Sn ❞ès ❧♦rs q✉❡ n ≥ 2 ✭❧❛ r❛✐s♦♥ ❡♥ ét❛♥t q✉❡ ❧❛ n✲s♣❤èr❡ Sn ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t
❝♦♥♥❡①❡ ♣♦✉r n ≥ 2✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡❧❡✈❡r t♦✉t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡
❞❡ Sn ❞❛♥s K¯ ❡♥ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ Sn ❞❛♥s K¯✮✳ ❆ ♥♦✉✈❡❛✉✱ ✉♥
rés✉❧t❛t ❞❡ ❍✉r❡✇✐❝③✱ st✐♣✉❧❛♥t q✉❡ s✐ K ❡st ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❛s♣❤ér✐q✉❡ ❡♥ ❧❡s
❞✐♠❡♥s✐♦♥s 1, ..., N − 1 ❛❧♦rs t♦✉t N ✲❝②❝❧❡ ✭à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡♥t✐❡rs✮ ❞❡ K ❡st
❤♦♠♦❧♦❣✉❡ à ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞✬✉♥❡ N ✲s♣❤èr❡✱ ❧✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ♣r❡♥❛♥t ♣♦✉r K ❧❡ r❡✈êt❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ ❞❡ K✱ ✐❧ ♦❜t✐❡♥t BN = ΣN ✱ ❞✬♦ù
SN = U(BN) ❡t ❞♦♥❝ ✿
BN/SN ≃ GN , N ≥ 2,
❝❡ q✉✐ r❡❞♦♥♥❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ B2/S2 ≃ (CF ∩ R)/CF(R) ❞❡ s♦♥ ❛rt✐❝❧❡ ♣ré❝é✲
❞❡♥t✳ ❍♦♣❢ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❛tt❡✐♥t s✉r ❝❡ ♣♦✐♥t ✉♥ ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ✐♥✐t✐❛✉① ❞❡ s❡s
r❡❝❤❡r❝❤❡s ❛②❛♥t ❛❜♦✉t✐ à ❧❛ ré❞❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ✶✾✹✺✱ à s❛✈♦✐r r❡tr♦✉✈❡r
❝❡t ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ q✉✬✐❧ ❛✈❛✐t ét❛❜❧✐ ❡♥ ✶✾✹✷ ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥ ❝❛❞r❡
♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✳
▼❛✐s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❍♦♣❢ s❡ ❞✐st✐♥❣✉❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡s q✉❡st✐♦♥s ❛✉①q✉❡❧❧❡s
✐❧ ♥❡ ❝❤❡r❝❤❡ ♣❛s à ré♣♦♥❞r❡ ✦ ▲✬❛♥❛❧②s❡ à ✈❡♥✐r ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞✬❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t
▼❛❝ ▲❛♥❡✱ ❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧ ❡t ❊❝❦♠❛♥♥✱ ✐♥s♣✐rés ♣❛r ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ✶✾✹✷ ❞❡ ❍♦♣❢✱
♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛ ❞✬❡♥❝♦r❡ ♠✐❡✉① s❛✐s✐r t♦✉t❡ ❧❛ r✐❝❤❡ss❡ ❞✉ ❧✐❡♥ ré✈é❧é ♣❛r ❍♦♣❢
❡♥tr❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡t ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✱ ❛✉ tr❛✈❡rs
❞❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s q✉✬✐❧ ❛ ♦✛❡rt❡s à ❞✬❛✉tr❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs✳
✼✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ♦❜s❡r✈❡r ✉♥❡ ❢♦✐s ❞❡ ♣❧✉s ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❍♦♣❢ ♣❛rt✐r
❞✬✉♥❡ ét✉❞❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❡t ❛✉ss✐ ❣é♥ér❛❧❡ q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡t ♣r♦♣♦s❡r ❞❛♥s ✉♥
❞❡✉①✐è♠❡ t❡♠♣s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡s ❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥ts ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉s à ❧❛ t♦♣♦❧♦✲
❣✐❡✳ ❈❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❛ ❞é❥à été s♦✉❧✐❣♥é❡ ❞❛♥s ♥♦s ❛♥❛❧②s❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s
❞❡ ❬✶✶✽❪ ❡t ❬✶✷✶❪ ❡t r❡♥✈♦✐❡ ❞♦♥❝ t♦✉❥♦✉rs ❡♥ ♣r❡♠✐❡r à ❧❛ ♠ê♠❡ ✈♦❧♦♥té ❞❡
♣rés❡♥t❡r ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s rés✉❧t❛ts s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❡♥ ❧❡s ❛❜str❛②❛♥t
❞✉ ❝❛❞r❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞♦♥t ✐❧s ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ♦✉ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ✐❧s s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t ❡♥
♣r❡♠✐❡r✳ ❈❡tt❡ ❜❛♥✐èr❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té ❝♦♠♣r❡♥❞ é❣❛❧❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ❞❡
❍♦♣❢✱ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡r ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s Γn(J, P, P0) ♣♦✉r ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ✉♥✐t❛✐r❡
P ✱ ✉♥ ✐❞é❛❧ ❜✐❧❛tèr❡ P0 ❞❡ P ❡t ✉♥ P ✲♠♦❞✉❧❡ J q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✱ ❛❧♦rs q✉✬✐❧ ♥✬❡st
❥❛♠❛✐s ❢❛✐t ✉s❛❣❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❛✉ss✐ ❣é♥ér❛❧✳
P♦✉r ❛✉t❛♥t ❝❡ s♦♥t ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣♦sés ♣❛r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ q✉✐
♦♥t ♠♦t✐✈é ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❛❜str❛✐t ♠❡♥é ♣❛r ❍♦♣❢✳ ❈♦♥tr❛✐✲
r❡♠❡♥t à ❝❡ q✉✬♦♥ ❛✉r❛✐t ♣✉ ❛tt❡♥❞r❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡
s✐♦♥ 2✳
✷✵✷
✶✾✹✷✱ ❍♦♣❢ ♥❡ ❞é✜♥✐t ♣❛s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❛ss♦❝✐és à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♣❛r
❧❛ s❡✉❧❡ ✐♥s♣✐r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ q✉❡ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✬✉♥ ❝♦♠✲
♣❧❡①❡ ❛s♣❤ér✐q✉❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 ❡st ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✱ ❝❡
q✉✐ ❞♦♥♥❛✐t ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❛ss♦❝✐❡r à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ G ❞❡s
❣r♦✉♣❡s ❥♦✉❛♥t ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❛ss♦❝✐és à ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡
❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ G✳ ▲❛ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ❢♦rt❡✱ ❝❡❧❧❡ q✉✐ ❢❛✐t ❧❡ ❧✐❡♥
✭✈✐❛ ❬✶✷✷❪✮ ❡♥tr❡ ❧❡s ❛rt✐❝❧❡s ❞❡ ✶✾✹✷ ❡t ✶✾✹✺✱ q✉✐ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ❞é❜✉t ❞✬✐♥tr♦✲
❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞✬✉t✐❧✐s❡r✱ ❡t s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❍♦♣❢ r❡✈✐❡♥t ❡♥
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ❛rt✐❝❧❡✱ ❡st ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ à ❧✬✐♥✲
✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❛s♣❤ér✐q✉❡✱ ❧✬❡s♣♦✐r ❞❡ ♠✐❡✉①
❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ♣❛r ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❛❞r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❛❞❛♣té ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡
❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡t ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❡♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡✳
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ❧❡ ♥♦t❡r ❞❛♥s ❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❞❡
❍♦♣❢✱ ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❡t ❛❜str❛✐t❡ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s s✬❡①♣r✐♠❛♥t
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡st ✉♥❡ ♣r✐♦r✐té ♣♦✉r ❧✉✐✳ ❆❧♦rs q✉❡
❧❡s ré❢ér❡♥❝❡s✱ ❡①♣❧✐❝✐t❡s ♦✉ ♥♦♥✱ ❛✉① ❝♦♠♣❧❡①❡s ❛s♣❤ér✐q✉❡s s♦♥t ❝♦♥st❛♠✲
♠❡♥t ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❍♦♣❢✱ ❧❡ t✐tr❡ ❡♥ ❧✉✐✲♠ê♠❡✺✷ ♥✬❛♥♥♦♥❝❡ ♣❛s
❞❡ ♣r♦①✐♠✐té ❛✈❡❝ ❝❡s ♦❜❥❡ts✳ ■❧ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❛❧♦rs ♥♦✉✈❡❧❧❡✱ ❝❡❧❧❡ ❞❡
❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✕ ❡t ♥♦♥ ❝♦♠♠❡ ❝✬ét❛✐t ❧❡ ❝❛s ❡①❝❧✉✲
s✐✈❡♠❡♥t ❥✉sq✉✬❛❧♦rs✱ ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ♦✉ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✕ t♦✉t ❡♥ r❡st❛♥t
♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❧✉s é✈❛s✐❢ s✉r ❧✬✉t✐❧✐té ❡t ❧❛ r❛✐s♦♥ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ♥♦t✐♦♥✳ ▲✬❛tt✐t✉❞❡
❞❡ ❍♦♣❢ ❡st r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ ❡♥ ❝❡ q✉❡✱ ❜✐❡♥ q✉✬✉♥❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡
❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❍✉r❡✇✐❝③ ❛✐❡♥t été ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ s♦♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ✶✾✹✷ ❡t ❝❡❧✉✐
❞❡ ✶✾✹✺✱ ❧❡ ❢❛✐t ❞✬❛✈♦✐r ♣r♦❣r❡ssé ❞❛♥s ❝❡tt❡ ✈♦✐❡ ♥✬❡st ♣❛s ♠✐s ❡♥ ❛✈❛♥t ❞❛♥s
❧✬✐♥t✐t✉❧é ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡✳ ▲❡ t✐tr❡ ♥❡ r❡✢èt❡ q✉❡ ❧❡ s❡♥t✐♠❡♥t ❞❡ t♦✉❝❤❡r à q✉❡❧q✉❡
❝❤♦s❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✱ ❝❡ q✉✐ ❧❛✐ss❡ ♣❡♥s❡r q✉❡ ❝✬❡st ❧à ❝❡
q✉❡ ❍♦♣❢ r❡t✐❡♥t ❞❡ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♠♠❡ ❢r✉✐t ❞❡ s❡s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s✳ P♦✉r✲
t❛♥t ❍♦♣❢ ♥✬❛ ❣✉èr❡ ❞✬❛r❣✉♠❡♥ts ♣♦✉r ❥✉st✐✜❡r q✉❡ ❝❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡
GnJ s♦♥t ♣❡rt✐♥❡♥ts ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ G ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❡t ✐❧ ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝
s❡ ♣r♦♥♦♥❝❡r s✉r ❧❛ ❢é❝♦♥❞✐té ✭❡♥ t♦✉t ❝❛s ❛❧❣é❜r✐q✉❡✮ ❞❡ s❛ ❞é❝♦✉✈❡rt❡✱ ❜✐❡♥
q✉✬✐❧ ❧❛ s❡♥t❡ ♣r♦❜❛❜❧❡ ❡t ✐♥✈✐t❡ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r à ❧❛ ❝♦♥s✐❞ér❡r✺✸✳
❍♦♣❢ ré✈è❧❡ ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ❞❛♥s s♦♥ tr❛✈❛✐❧ t♦✉t❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ str✉❝t✉✲
r❛❧✐st❡ ❞❡ s❛ ❞é♠❛r❝❤❡✳ ■❧ ♥✬② ❛✈❛✐t r✐❡♥ à r❡❞✐r❡ ❛✉① rés✉❧t❛ts ❞❡ ❍✉r❡✇✐❝③ ♥✐
à ❧❛ r✐❣✉❡✉r ❞❡ ❧❡✉rs ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s ♠❛✐s ❝❡❧❧❡s✲❝✐ s❡ ❝♦♥t❡♥t❛✐❡♥t ❞❡ ♣r♦✉✲
✈❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥tr❡ ❧❡s n✲✐è♠❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡
✺✷Ü❜❡r ❞✐❡ ❇❡tt✐s❝❤❡♥ ●r✉♣♣❡♥✱ ❞✐❡ ③✉ ❡✐♥❡r ❜❡❧✐❡❜✐❣❡♥ ●r✉♣♣❡ ❣❡❤ör❡♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✏❙✉r
❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❇❡tt✐✱✳✳✳✑
✺✸❈❢✳ ❡♥ ✜♥ ❞❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✿ ✏❖❜ ❛♥❞❡r❡rs❡✐ts ❞✐❡ ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡r ③✉ G ❣❡❤ör✐❣❡♥ ❆❜❡❧s❝❤❡♥
●r✉♣♣❡♥ GnJ ✕ s❡✐ ❡s ❞✐❡ ❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤❡ ♦❞❡r ❞✐❡ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡ ❙❡✐t❡ ❞✐❡s❡r ❚❤❡♦r✐❡ ✕ ❜r❛✉❝❤❜❛r
❢ür ❞✐❡ ❣r✉♣♣❡♥t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ✈♦♥ G ✐s✱ ✇❡✐ß ✐❝❤ ♥✐❝❤t ❀ ✐♠♠❡r❤✐♥ ♠ö❝❤t❡ ✐❝❤
❛✉❢ ❞✐❡s❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t ❤✐♥✇❡✐s❡♥✳✑
✷✵✸
❝♦♠♣❧❡①❡s r✲❛s♣❤ér✐q✉❡s ♣♦✉r r = 2, ..., n − 1✱ ❡t ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉①
✐s♦♠♦r♣❤❡s ✿ ♣♦✉r ❍♦♣❢ ❝❡❝✐ ♥✬❡①♣❧✐q✉❡ ♣❛s ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❡s n✲✐è♠❡s ❣r♦✉♣❡s
❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ t❡❧s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t q✉❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✳ ▲❛
♣r❡✉✈❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ♣♦✉rq✉♦✐ ♠❛✐s ❍♦♣❢ ✈❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣r❡♥❞r❡
❧❡ ❝♦♠♠❡♥t✳ ▼❛♥✐❢❡st❡♠❡♥t ♣♦✉r ❍♦♣❢✱ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ❝♦♠♠❡♥t ♣❛ss❡ ♣❛r
❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s ♣♦✉r ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s❡✉❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝❡s str✉❝t✉r❡s✱ ❛❜str❛✐t❡s ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s
❝♦♥❝rèt❡s ♦ù ❡❧❧❡s s❡ ré✈è❧❡♥t ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t✱ ❛✜♥ ❞❡ ré✈é❧❡r ❞❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts
✭❝♦♠♠❡ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s (Xn0 ∩ Zn)/Zn0 ✮✳ ❈❡tt❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡ à
s❡s ②❡✉①✱ q✉❛♥❞ ❜✐❡♥ ♠ê♠❡ ❡❧❧❡ ♥❡ s❡♠❜❧❡ ♣❛s ♦✛r✐r ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ❛❜♦r❞ ✉♥❡
❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣r❛t✐q✉❡✳
❈❡t ✐❞é❛❧ ❞❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ r❡❝❤❡r❝❤é ♣❛r ❍♦♣❢ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❛ttr✐❜✉é à
◆♦❡t❤❡r ✿ ✐❧ ❛ été s②♥t❤ét✐sé ❞❛♥s ❞❡s ♣r♦♣♦s ❝é❧è❜r❡s ❞❡ ◆♦❡t❤❡r r❛♣♣♦rtés
♣❛r ❲❡②❧✺✹ ✿
✏■❢ ♦♥❡ ♣r♦✈❡s t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ♦❢ t✇♦ ♥✉♠❜❡rs a ❛♥❞ b ❜② s❤♦✇✐♥❣ ✜rst t❤❛t
a ≤ b ❛♥❞ a ≥ b✱ ✐t ✐s ✉♥❢❛✐r ❀ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ✐♥st❡❛❞ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ r❡❛❧❧②
❡q✉❛❧ ❜② ❞✐s❝❧♦s✐♥❣ t❤❡ ✐♥♥❡r ❣r♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡✐r ❡q✉❛❧✐t②✳✑
❯t✐❧✐s❛♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝r✉❝✐❛❧❡ ❧❡ r❡✈êt❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡t
s✬✐♥s♣✐r❛♥t ❞✬✐❞é❡s ❞é❥à ♣rés❡♥t❡s ❝❤❡③ ❍✉r❡✇✐❝③ ❡t ❘❡✐❞❡♠❡✐st❡r ✭❡t✱ ❡♥ ❝❡ q✉✐
❝♦♥❝❡r♥❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✱ t♦✉t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❛ ✈✐s✐♦♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❝❤❛î♥❡s
❞✉ r❡✈êt❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❞❡s Z[G]✲♠♦❞✉❧❡s✮✱ ❍♦♣❢ ❛ ♣✉ ♠❡ttr❡ s✉r ♣✐❡❞ ✉♥❡
❛♣♣r♦❝❤❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ q✉✐ ❧✬✐♥tér❡ss❛✐t ❛✉ ❞é♣❛rt
❡t t♦✉❝❤❡r ❛✐♥s✐✱ ❡♥ ✉♥ s❡♥s✱ ❧❛ r❛✐s♦♥ ♣r♦❢♦♥❞❡ ❞❡s ❝❤♦s❡s ❡♥ é❝❧❛✐r❛♥t ❧❛ ❞é✲
♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡t ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞♦♥♥é ✭q✉✐
♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡✮ ♣❛r ❧❡s str✉❝✲
t✉r❡s ♠✐s❡s ❡♥ ❥❡✉✳ ❉❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❍♦♣❢✱ t♦✉t ♣❡✉t s✬❡①♣❧✐q✉❡r ❞ès ❧♦rs
q✉✬❛ été ❝♦♥ç✉ ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s (J, P )✲s✉✐t❡s✳ ▼❛✐s ♣♦✉r ❝❡❧❛ ✐❧ ❢❛❧❧❛✐t êtr❡ ❝❛✲
♣❛❜❧❡ ❞✬❡①tr❛✐r❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ ❍✉r❡✇✐❝③ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❛✐t
❧✬❡ss❡♥t✐❡❧ ❡♥ t❛♥t q✉✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✳ ■❝✐ ✐❧ s✬❛❣✐ss❛✐t ❞✉ ❢❛✐t✺✺ q✉✬✉♥
❡s♣❛❝❡ Y ❡st ❛s♣❤ér✐q✉❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ s♦♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ Y ∗ ❡st
❛❝②❝❧✐q✉❡ ❡♥ t♦✉t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛ss♦❝✐❡r à ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❛s♣❤é✲
r✐q✉❡ ✉♥❡ (J, J [G])✲s✉✐t❡ ❢♦r♠é❡ ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ❞❡❣ré n ❞❡s J [G]✲♠♦❞✉❧❡s ❞❡s
n✲❝❤❛î♥❡s ❞❡ Y ∗✳ ❍♦♣❢ ❡st ♠ê♠❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❝♦♠♠❡♥t ❝♦♥str✉✐r❡
❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ (J, J [G])✲s✉✐t❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ✉♥✐t❛✐r❡ J ❡t ✉♥
❣r♦✉♣❡ G q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❧é❣✐t✐♠❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t❤é♦✲
r✐q✉❡ s❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ■❧ ♥✬❛ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ❝r❡✉sé ♣❧✉s ❛✈❛♥t ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té
❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣✉r❡♠❡♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✬✉♥
✺✹❈❢✳ ❬✺✵❪ ♣✳ ✼✵✳
✺✺❈❢✳ ❬✶✷✾❪ ■❱✳ ♣✳ ✷✶✻✳
✷✵✹
❣r♦✉♣❡ ❞♦♥♥é✱ s❡ ❝♦♥t❡♥t❛♥t ❞✬✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ q✉✐ ♠❛♥q✉❡ ❞✬❡✛❡❝t✐✈✐té✳ ❈❡
s♦♥t ❡♥ ❢❛✐t ❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡ q✉✐✱ ♣❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t à ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡
❞❡ ✶✾✹✺ ❞❡ ❍♦♣❢✱ ❡t s✉r ❧❛ s❡✉❧❡ ❜❛s❡ ❞❡ s♦♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ✶✾✹✷✱ ♦♥t ❡①♣❧✐q✉é
❝♦♠♠❡♥t ♦♥ ♣♦✉✈❛✐t ❞é✜♥✐r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡
❣râ❝❡ à ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡✳
✷✵✺
✷✵✻
❈❤❛♣✐tr❡ ✽
❙✉r ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s
✭s✉✐t❡✮ ✿ ✈❡rs ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s
❣r♦✉♣❡s
▲✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✷✶❪ ❞❡ ❍♦♣❢✱ ❛♥❛❧②s❛♥t ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛✲
♠❡♥t❛❧ ❡t ❞❡✉①✐è♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✱ s✉r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡
❛❧❣é❜r✐q✉❡✱ ❡t ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t s✉r ❧❛ ♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦✲
❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✱ ❡st r❡♠❛rq✉❛❜❧❡✳ ▼❛❧❣ré ❧❛ ❣✉❡rr❡ ❡t ❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés
❛✛ér❡♥t❡s ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡s r❡✈✉❡s✱ ✐❧ ❛ ✐♥s♣✐ré ❛✉ ♠♦✐♥s tr♦✐s ❣r❛♥❞❡s ❝♦♥tr✐✲
❜✉t✐♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ✿ ✉♥❡ ❬✶✷✸❪ ❞❡ ❍♦♣❢ ❧✉✐✲♠ê♠❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛♥❛❧②sé❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ✉♥❡ ❬✽✼❪ ❞❡ ❍❛♥s ❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧ ❞❡♣✉✐s ❧❡s P❛②s✲❇❛s
✭♣✉❜❧✐é❡ ❞❛♥s ❧❡s ❆♥♥❛❧s ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✮ ❡t ✉♥❡ ✭❡♥ ❞❡✉① t❡♠♣s✱ ❬✻✾❪ ♣✉✐s
❬✼✵❪✮ ❞✬❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡ ❛✉① ❊t❛ts✲❯♥✐s✳ ❆ ❝❡s tr♦✐s tr❛✈❛✉① ❞✐r❡❝t❡✲
♠❡♥t ✐♥s♣✐rés ♣❛r ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❞❡ ✶✾✹✷ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞✬❛❥♦✉t❡r ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❇❡♥♦
❊❝❦♠❛♥♥ ❬✺✾❪✱ q✉✐ ❜é♥é✜❝✐❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣♦rt ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡
❍♦♣❢ s✉r ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✳
▲✬♦❝❝❛s✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡s ❣r❛♥❞❡s ✜❣✉r❡s ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ✐♥✲
❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ✈♦✐❡ ♦✉✈❡rt❡ ♣❛r ✉♥ ♠ê♠❡ ❛rt✐❝❧❡ ❡st ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t
❝❤♦s❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❇✐❡♥ sûr✱ ❞❡ t♦✉t t❡♠♣s ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s ♦♥t ÷✉✈ré
❡♥ ✐❣♥♦r❛♥t q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s ét✉❞✐❛✐❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ s✉❥❡t✱ ❡t ♦♥t ♣r♦❞✉✐t ❞❡s t❤é♦r✐❡s
r❡ss❡♠❜❧❛♥t❡s ❀ ♠ê♠❡ ❞❛♥s ❧❡s t❡♠♣s ❛❝t✉❡❧s ♦ù ❧❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s s♦♥t ♦♥
♥❡ ♣❡✉t ♣❧✉s ét❡♥❞✉❡s ❡t r❛♣✐❞❡s✱ ❞❡ t❡❧s ♣❤é♥♦♠è♥❡s s❡ ♣r♦❞✉✐s❡♥t ❡♥❝♦r❡
à t♦✉s ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡✉rs ❞✬✉♥ ♠ê♠❡
❞♦♠❛✐♥❡ ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s r❡✈✉❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ét❛♥t tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥ts ♣♦✉r êtr❡
❛♣♣ré❤❡♥❞és✳ ▼❛✐s ✐❝✐ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❣✉❡rr❡ ♠♦♥❞✐❛❧❡ ❛ ❝réé ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ t♦✉t✲
à✲❢❛✐t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt s✐ ❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧✱ ❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡ ♦♥t ♣✉
❝♦♥tr✐❜✉❡r à ❧❛ ♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s s❛♥s ❛✈♦✐r ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡
❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ✶✾✹✺ ❞❡ ❍♦♣❢✱ ❝✬❡st ❡♥ ♣❛rt✐❡ ❞û ❛✉ ❧❛♣s ❞❡ t❡♠♣s sé♣❛r❛♥t ❝❡t
✷✵✼
❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ✶✾✹✷✳ ❈❡ ❞é❧❛✐ ❡st ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❜✐❡♥ s✉♣ér✐❡✉r à ❝❡ q✉✬✐❧
❛✉r❛✐t été ❡♥ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ ♣❛✐①✶ ✕ ✐❧ ♥✬② ❛ q✉✬à ❝♦♠♣❛r❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ à ❧❛ r❛♣✐✲
❞✐té ❛✈❡❝ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡ ♦♥t ré❛❣✐ à ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ✶✾✹✷ ❞❡ ❍♦♣❢
✈✐❛ ❬✻✾❪ q✉✐ ❡✉① ♦♥t✱ ♣❛r ❝❤❛♥❝❡✱ ❡✉ ❧❡s ❈♦♠♠❡♥t❛r✐✐ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝✐ ❍❡❧✈❡t✐❝✐
❞❡ ✶✾✹✷ à ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ r❛♣✐❞❡♠❡♥t ✦ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧❛ ❣✉❡rr❡ ❛ ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ❡✉
✉♥ ❡✛❡t ✐♠♣♦rt❛♥t s✉r ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❝❡❧✉✐✲❝✐ ét❛✐t ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❍♦♣❢✱ q✉✐ ❛✈❛✐t ❞✐r✐❣é s❛ t❤ès❡✷ ❡t ❛✈❡❝ ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ❡♥tr❡✲
t❡♥❛✐t ✉♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡✱ r❡♥❞✉❡ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❝❤❛♦t✐q✉❡ ♣❛r ❧❛ ❣✉❡rr❡✸✳ ❙✬✐❧
❛✈❛✐t ❝♦♥♥✉ ❧❡s ❞❡r♥✐❡rs ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❞❡ ❍♦♣❢✱ ❛✉r❛✐t✲✐❧ ré❞✐❣é s♦♥ ❛rt✐❝❧❡
❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ ✕ ❧✬❛✉r❛✐t✲✐❧ ♠ê♠❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ré❞✐❣é ❄
❖✉tr❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ q✉❡ r❡✈êt❡♥t ❡♥ ❡❧❧❡s✲♠ê♠❡s ❝❡s ❞✐✈❡rs❡s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s
♣♦✉r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ ❡❧❧❡s ♦✛r❡♥t ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ s✐♥❣✉✲
❧✐èr❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❤✐st♦r✐q✉❡ ✿ à ✉♥❡ ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♠❛❥❡✉r❡✱
❡♥ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✬✉♥ ❝♦♠✲
♣❧❡①❡ ❝♦♥♥❡①❡ ✈✐❛ s♦♥ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✱ ♦♥t ré♣♦♥❞✉ ♣❧✉s✐❡✉rs r❡❝❤❡r❝❤❡s
♠❡♥é❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ré✈é❧❛♥t t♦✉t❡s ❞✐✈❡rs ❛s♣❡❝ts ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧
❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❛ ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡✳ ▲❡s ♣♦✐♥ts ❝♦♠♠✉♥s ❡t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s
❡♥tr❡ ❝❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s s♦♥t ❛✉ss✐ s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s✳ ❙✐ ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs tr❛❞✉✐s❡♥t ❧❡
❝❛r❛❝tèr❡ ✐♥❝♦♥t♦✉r♥❛❜❧❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ❛s♣❡❝ts é❝❧❛✐rés ♣❛r ❧❡ ♣❛♣✐❡r ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡
❍♦♣❢✱ ❧❡s s❡❝♦♥❞s r❡❧è✈❡♥t ♣❧✉tôt ❞❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❡t ❞❡s ✐♥✢✉❡♥❝❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡
♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥✳ ◆♦✉s ❛tt❛❝❤❛♥t à ❝♦♠♠❡♥t❡r ❝❡s r❡ss❡♠❜❧❛♥❝❡s ❡t ❞✐ss❡♠✲
❜❧❛♥❝❡s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦rs✱ ♣❛r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱ ♣♦✉✈♦✐r ❛♣♣ré❤❡♥❞❡r ❧❛
r✐❝❤❡ss❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡s ❞❡ ❍♦♣❢ ❡t ❞é❝♦✉✈r✐r✱ ❡♥
♠ê♠❡ t❡♠♣s q✉❡ ❧❛ ♥❛✐ss❛♥❝❡ ❝♦♥❝rèt❡ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡
❞❡s ❣r♦✉♣❡s✱ ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ ❝❡s t❤é♦r✐❡s✳
◆♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr❡r♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧
❡t ❞✬❊❝❦♠❛♥♥✱ ♣ré❢ér❛♥t rés❡r✈❡r ✉♥ s❡✉❧ ❡t ♠ê♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✉
tr❛✈❛✐❧ ❞✬❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡✳ ▼❛✐s ❛✈❛♥t ❝❡❧❛✱ ✈✉ q✉✬✐❧s ❢♦♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❛
❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ✭❡t ❛❜♦✉t✐ss❡♥t ❝❤❡③ ❊❝❦♠❛♥♥ à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
✶❍♦♣❢ ét❛✐t ❛❧❧❡♠❛♥❞✱ ❡t ❜✐❡♥ q✉✬ét❛♥t à ❩ür✐❝❤ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❣✉❡rr❡ ♠♦♥❞✐❛❧❡✱ ✐❧
❝♦♥♥✉t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s✳ ■❧ t❡♥t❛ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ é♠✐❣r❡r s❡s ♣❛r❡♥ts ✈❡rs ❧❛
❙✉✐ss❡ ♠❛✐s s♦♥ ♣èr❡ t♦♠❜❛ ❣r❛✈❡♠❡♥t ♠❛❧❛❞❡ ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❡ ✈♦②❛❣❡ ❡t ♠♦✉r✉t
✜♥❛❧❡♠❡♥t à ❇r❡s❧❛✉ ❡♥ ✶✾✹✷✳ ■❧ ✈✐t ❡♥s✉✐t❡ s❡s ♣r♦♣r✐étés ❡♥ ❆❧❧❡♠❛❣♥❡ ❝♦♥✜sq✉é❡s ❡t ❢✉t
♣❡✉ ❛♣rès ✐♥❢♦r♠é q✉✬✐❧ r✐sq✉❛✐t ❞✬êtr❡ ❞é❝❤✉ ❞❡ ❧❛ ♥❛t✐♦♥❛❧✐té ❛❧❧❡♠❛♥❞❡ s✬✐❧ ♥❡ r❡♥tr❛✐t
♣❛s ❛✉ ♣❛②s ✿ ✐❧ ♥❡ ♣✉t s✬❡♥ s♦rt✐r q✉✬❡♥ ❞❡♠❛♥❞❛♥t ❧❛ ♥❛t✐♦♥❛❧✐té s✉✐ss❡✱ q✉✬✐❧ ♦❜t✐♥t✳ P♦✉r
♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s s✉r ❝❡ s✉❥❡t✱ ❝❢✳ ❬✽✺❪ ♣✳ ✶✵✵✷✳
✷❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧ ❛❝❝♦♠♣❧✐t s❛ t❤ès❡ Ü❜❡r ❞✐❡ ❊♥❞❡♥ t♦♣♦❧♦❣✐s❝❤❡r ❘❛ü♠❡ ✉♥❞ ●r✉♣♣❡♥ ❬✽✻❪
à ❇❡r❧✐♥ ❡t ❧❛ s♦✉t✐♥t ❡♥ ✶✾✸✵✳
✸❲✳❚✳ ✈❛♥ ❊st ✐♥❞✐q✉❡ ❞❛♥s ❬✼✼❪✱ ♣✳ ✶✵✶✸✱ q✉❡ ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❢✉t ♠❛✐♥t❡♥✉❡ ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ✐rré❣✉❧✐èr❡ ✭❡t ♥❡ ❢✉t ❞♦♥❝ ❛ ♣r✐♦r✐ ♣❛s t♦t❛❧❡♠❡♥t ✐♥t❡rr♦♠♣✉❡✮✳ ▼❛✐s ❧✬❛❞❞❡♥❞✉♠
❡♥ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧ s❡♠❜❧❡ ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ❛✉ ❝♦✉r❛♥t
❞❡ ❧❛ ♣❛r✉t✐♦♥ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❍♦♣❢✳
✷✵✽
❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✮✱ ♥♦✉s r❡✈❡♥♦♥s s✉r ❧❡s ❣r❛♥❞❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❧❛ ♥❛✐ss❛♥❝❡
❞❡ ❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡✹✳
✽✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s
✽✳✶✳✶ ❧❡s ♣ré❝✉rs❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡
❉❡♣✉✐s P♦✐♥❝❛ré ❧✉✐✲♠ê♠❡✱ t♦✉t❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ s✬❡st ♦❝❝✉♣é❡
❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞✉❛❧✐té✳ ■❧ ② ❛ ❞❡✉① ❣r❛♥❞s t②♣❡s ❞❡ ❞✉❛❧✐té✱ ❧❛ ❞✉❛❧✐té ❞❡
P♦✐♥❝❛ré ❡t ❧❛ ❞✉❛❧✐té ❞✬❆❧❡①❛♥❞❡r✳ ❙❛♥s ❡♥tr❡r ❞❛♥s ❧❡s ❞ét❛✐❧s t❡❝❤♥✐q✉❡s✱
❧❛ ❞✉❛❧✐té ❞❡ P♦✐♥❝❛ré ❡①♣r✐♠❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛r✐été n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡
❝♦♠♣❛❝t❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❞✐✈✐s❡r ❡♥ ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✱ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s
❞❡ ❇❡tt✐ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ r ❡t n − r ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t✱ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡
t♦rs✐♦♥ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ r ❡t n−r−1✳ P♦✐♥❝❛ré ❛✈❛✐t ét❛❜❧✐ ❝❡tt❡ ❞✉❛❧✐té ❛✉ ♥✐✈❡❛✉
❞❡s ♣♦❧②è❞r❡s✱ ❡♥ ❛ss♦❝✐❛♥t à ✉♥ ♣♦❧②è❞r❡ s♦♥ ✏❞✉❛❧✑✺✳ ❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t
♠♦♥tr❡r q✉✬✉♥ ♣♦❧②è❞r❡ ❡t s♦♥ ❞✉❛❧ ♣❛rt❛❣❡♥t ✉♥❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❝♦♠♠✉♥❡✱ ❧❛
✏s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❜❛r②❝❡♥tr✐q✉❡✑✱ ❝❡ q✉✐ ❛✐❞❡ à ét❛❜❧✐r ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s
❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡♥ ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✳
▲❛ ❞✉❛❧✐té ❞✬❆❧❡①❛♥❞❡r ❝♦♥❝❡r♥❡✱ ❡❧❧❡✱ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés t♦♣♦❧♦✲
❣✐q✉❡s ❞❡ Rn\K✱ s✐ K ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♠♣❛❝t ❞❡ Rn✱ ❡t K ✕ ♦✉✱ ❝❡ q✉✐
r❡✈✐❡♥t ❛✉ ♠ê♠❡✻✱ ❡♥tr❡ Sn \K ❡t K s✐ K ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♠♣❛❝t ❞❡
✹❯♥ ❡①♣♦sé ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡t ♣♦✉rr❛ êtr❡ tr♦✉✈é ❞❛♥s ❬✶✺✽❪✳
✺❖✉✱ s❡❧♦♥ ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡ ❞❡ P♦✐♥❝❛ré✱ s♦♥ ♣♦❧②è❞r❡ ✏ré❝✐♣r♦q✉❡✑✳ ❉❛♥s ❬✷✹✺❪✱
♣✳✶✵✸✱ ❲❤✐t♥❡② ❞♦♥♥❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ P♦✐♥❝❛ré ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛r✐été ❝♦♠✲
♣❛❝t❡ ♦r✐❡♥té❡ ❞♦♥t ♦♥ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡✳ ▲❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞✉❛❧ ❡st ❝♦♥str✉✐t ❞❡
❧❛ ♠❛♥✐èr❡ q✉✐ s✉✐t✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❛❥♦✉t❡r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s♦♠♠❡t ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ n✲❝❡❧❧✉❧❡✳
❖♥ ❝♦♥str✉✐t ❡♥s✉✐t❡ ✉♥❡ 1✲❝❡❧❧✉❧❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ (n − 1)✲❝❡❧❧✉❧❡ ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡ ❡♥ r❡❧✐❛♥t ❞❡✉①
s♦♠♠❡ts ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❛❥♦✉tés✳ P✉✐s ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ 2✲❝❡❧❧✉❧❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ (n−2)✲❝❡❧❧✉❧❡
♦r✐❣✐♥❡❧❧❡✱ ❞♦♥t ❧❡ ❜♦r❞ ❡st ❢♦r♠é ❞❡ 1✲❝❡❧❧✉❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s à ❧✬ét❛♣❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❡t❝✳ ❖♥ ❛❜♦✉✲
t✐t ❛✐♥s✐ à ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐été✱ ❞✐t❡ ✏❞✉❛❧❡✑✳ ▲❡s r✲❝❡❧❧✉❧❡s ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡
♦r✐❣✐♥❛❧ s♦♥t ❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❜✐✉♥✐✈♦q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡s (n−r)✲❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✉❛❧❡
❡t ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡s s♦♥t r❡s♣❡❝tés ♣❛r ❧❡ ♣r♦❝é❞é ❞❡ ❞✉❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s
♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❇❡tt✐ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ r ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ ♦r✐❣✐♥❡❧ ❡t ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❇❡tt✐ ❡♥ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥ n − r ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞✉❛❧ ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t✱ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ t♦rs✐♦♥ r❡s♣❡❝t✐❢s
❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s r ❡t n − r − 1✳ ▼❛✐s ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞✉❛❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛
✈❛r✐été ❞❡ ❞é♣❛rt✳ ▲❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❇❡tt✐ ❡t ❞❡ t♦rs✐♦♥ ét❛♥t ❞❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ✐❧s
❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ♦r✐❣✐♥❡❧ ❡t ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞✉❛❧✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s
❞❡ ❇❡tt✐ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐été s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s r ❡t n − r ❡t s❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ t♦rs✐♦♥
❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s r ❡t n− r − 1 s♦♥t é❣❛✉①✳
✻❙✉r ❝❡ ♣♦✐♥t✱ ❡t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡ ♣♦✉r t♦✉t ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ♣ré❝✐s❡s
❡t ♠♦❞❡r♥❡s ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❞✉❛❧✐té✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❝♦♥s✉❧t❡r ❬✺✼❪ ❱■■■✳✽✳ ▲❡ ❢❛✐t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r
s❡ ♣❧❛❝❡r ❞❛♥s Sn ♣❧✉tôt q✉❡ ❞❛♥s Rn ét❛✐t ❞é❥à ✐♥❞✐q✉é ❡t ♠✐s ❡♥ ÷✉✈r❡ ♣❛r ❆❧❡①❛♥❞❡r
❞❛♥s s♦♥ ❛rt✐❝❧❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❬✸❪✳
✷✵✾
Sn✳ ❊♥ ✶✾✷✷✱ ❞❛♥s ❬✸❪✱ ❆❧❡①❛♥❞❡r ét❛❜❧✐t q✉❡ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✼ s✉r
K✱ ❧❡ r✲✐è♠❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❇❡tt✐ ❞❡ Sn\K ❡st é❣❛❧✱ ♠♦❞✉❧♦ 2✱ ❛✉ (n−r−1)✲✐è♠❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❇❡tt✐ ❞❡K✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢✉t ét❡♥❞✉ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ❛♥♥é❡s s✉✐✈❛♥t❡s✽
à ❞❡s ✈❛r✐étés q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ❡t ❛✉① ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❇❡tt✐ ♥♦♥ ♣r✐s ♠♦❞✉❧♦ 2✳
▲✬é♥♦♥❝é ❞❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐té ❞❡ P♦✐♥❝❛ré ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧ s❡ ❤❡✉rt❛✐t ❛✉
❢❛✐t q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✉❛❧❡ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛r✐été ♦r✐❡♥té❡✳ ▲❡❢s❝❤❡t③
t❡♥t❛ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✈✐❛ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ✏♣s❡✉❞♦✲❝②❝❧❡s✑✾ ♦❜t❡♥✉s
❡♥ ♣❧♦♥❣❡❛♥t ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ✜♥✐ ❞❛♥s ✉♥❡ s♣❤èr❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛ss❡③
❣r❛♥❞❡ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡♥ ❧❡ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❝♦♠♠❡ s♦✉s✲❝♦♠♣❧❡①❡ ❞✬✉♥❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥
s✐♠♣❧✐❝✐❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ n✲s♣❤èr❡✮ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✉❛❧❡ ❞❡
❝❡tt❡ s♣❤èr❡✳ ▼❛✐s ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ❡♥❝♦r❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡✳
❖✉tr❡ ❧❛ ✈♦❧♦♥té ❞❡ ❝❧❛r✐✜❡r ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❝❤❛q✉❡
❞✉❛❧✐té✱ ❡t ❞❡ ❧❡s ❣é♥ér❛❧✐s❡r✱ ✉♥ ♠♦t❡✉r ❞❡s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s s✉r ❝❡ s✉❥❡t ❢✉t
❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s✳ ❈❡tt❡ t❤é♦r✐❡ ♣r❡♥❞✱ ❡❧❧❡ ❛✉ss✐✱ s❡s s♦✉r❝❡s ❞❛♥s
❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ P♦✐♥❝❛ré✶✵ ✈✐❛ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉①
s♦✉s✲✈❛r✐étés ♦r✐❡♥té❡s V1 ❡t V2✱ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡s r ❡t n − r✱ ❞✬✉♥❡
✈❛r✐été ❝♦♠♣❛❝t❡ ❝♦♥♥❡①❡ ♦r✐❡♥té❡ V ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n✳ ❙✐ V1 ❡t V2 s✬✐♥t❡rs❡❝t❡♥t
tr❛♥s✈❡rs❛❧❡♠❡♥t✶✶ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t P ✱ ❧✬✐❞é❡ ❡st q✉❡ s✐ (t1, ..., tp) ❡st ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡
♦r✐❡♥té❡ ♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ t❛♥❣❡♥t à V1 ❡♥ P ❡t (tp+1, ..., tn) ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡
♦r✐❡♥té❡ ♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ t❛♥❣❡♥t à V2 ❡♥ P ❛❧♦rs (t1, ..., tp, tp+1, ..., tn)
❡st ♦r✐❡♥té❡ ♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t ♦✉ ♥é❣❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❡s♣❛❝❡ t❛♥❣❡♥t ❡♥
P à V ✳ ❙❡❧♦♥ ❝❡ s✐❣♥❡✱ P♦✐♥❝❛ré ❞é✜♥✐t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ S(P ) ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ V1
❡t V2 ❡♥ P ❝♦♠♠❡ ✈❛❧❛♥t 1 ♦✉ −1✳
❙✐ V1 ❡t V2 s✬✐♥t❡rs❡❝t❡♥t tr❛♥s✈❡rs❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣♦✐♥ts
Pi✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡✉r ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ét❛♥t N(V1, V2) =
∑
i S(Pi)✳
▲♦rsq✉❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞✉❛❧ ❡st ❧✐❝✐t❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❞❛♣t❡r ❝❡tt❡
❞é✜♥✐t✐♦♥✶✷ ❛✜♥ ❞❡ ❝ré❡r ✉♥ ✏✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r✑ N(ap, b∗n−p) ❡♥tr❡ ✉♥❡ p✲
✼❖✉tr❡ ❧❡ t❡①t❡ ❞✬❆❧❡①❛♥❞❡r✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❛❧❧❡r ✈♦✐r ❬✺✺❪ ♣♣✳ ✺✻✲✺✼✳
✽❖♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥ ❝♦♠♣t❡✲r❡♥❞✉ ❞❡ ❝❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞✬é♣♦q✉❡ ✭✶✾✸✶✮
❞❡ ▲❡✇ P♦♥tr❥❛❣✐♥✱ ❝❢✳ ❬✶✽✺❪ ♣♣✳ ✶✻✺✲✶✼✷✳ ■❧ ✐♥s✐st❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t s✉r ❧✬✐♥s♣✐r❛t✐♦♥ ♣✉✐sé❡ ❛✉
s❡✐♥ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s✱ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ▲❡❢s❝❤❡t③✳
✾❈❢✳ ❬✶✹✸❪✳
✶✵❈❢✳ ❬✺✺❪ ♣✳ ✷✶✲✷✷✳ ❈✬❡st ❡♥ ❢❛✐t ❛✈❡❝ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s q✉❡ P♦✐♥❝❛ré ét❛❜❧✐t
✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t s♦♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞✉❛❧✐té ❞❛♥s s♦♥ ♣r❡♠✐❡r ♣❛♣✐❡r s✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡✱ ❆♥❛❧②s✐s
s✐t✉s ❬✶✽✵❪✳ ▲✬✐❞é❡ ét❛✐t q✉❡ t♦✉t❡ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡ V1 + ... + Vk ∼ 0 ❡♥tr❡ ❞❡s s♦✉s✲✈❛r✐étés r✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐été n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ U ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ (n−r)✲
❝②❝❧❡ V t❡❧ q✉❡
∑k
i=1 N(V, Vi) = 0 ✭✈♦✐r ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❧♦✐♥ ♣♦✉r ❧❛ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ N✮✳
❈❡tt❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❢✉t r❡♠✐s❡ ❡♥ ❝❛✉s❡ ♣❛r P♦✉❧ ❍❡❡❣❛r❞ ✭♦♥ tr♦✉✈❡ ✉♥❡ ❜rè✈❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡
❧❛ ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❡❡❣❛r❞ ❞❛♥s ❬✷✷✽❪✮✳ ❈✬❡st ❛✈❡❝ ❧✬✐❞é❡ ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞✉❛❧ q✉❡ P♦✐♥❝❛ré
ré♣♦♥❞✐t à ❝❡tt❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❈♦♠♣❧é♠❡♥t ❬✶✽✶❪ ✭♥é❛♥♠♦✐♥s ✐❧ ♥❡ s✬❛❣✐t q✉❡
❞✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ét❛❜❧✐❡ ♣♦✉r ✉♥ ♣♦❧②è❞r❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 4✮✳
✶✶❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡✉rs ❡s♣❛❝❡s t❛♥❣❡♥ts ❡♥ P s✬✐♥t❡rs❡❝t❡♥t ❛✉ s❡✉❧ ♣♦✐♥t P ✳
✶✷❈❢✳ ❬✺✺❪ ♣✳ ✺✶✳
✷✶✵
❝❡❧❧✉❧❡ ap ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❡t s❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞✉❛❧❡ b∗n−p✳
✶✸ ❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r
q✉❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té N(ap, b∗n−p) ❞é♣❡♥❞ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ap
❡t b∗n−p,
✶✹ ❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t à ❞✐r❡✱ ❡♥ t❡r♠❡s ♠♦❞❡r♥❡s✱ q✉❡ N ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❢♦r♠❡
❜✐❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t Hp × Hn−p ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
p ❡t n− p ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡✳
❆✉ ❝♦✉rs ❞❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✷✵✱ ❆❧❡①❛♥❞❡r ❡t ▲❡❢s❝❤❡t③ ♣♦✉ssèr❡♥t ♣❧✉s ❧♦✐♥
❧✬✐❞é❡ ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✱ ✐♥s♣✐rés ❡♥ ❝❡❧❛✱ s❡❧♦♥ ❏❡❛♥ ❉✐❡✉❞♦♥♥é✶✺✱ ♣❛r ❧❡✉rs tr❛✲
✈❛✉① ✐♥✐t✐❛✉① ❡♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✱ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❡①✐st❛✐t ❧❛ ♥♦✲
t✐♦♥ ❞❡ ✏♣r♦❞✉✐t✑ V.W ❞❡ s♦✉s✲✈❛r✐étés✱ r❡❝♦✉✈r❛♥t ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ❧✬✐♥t❡r✲
s❡❝t✐♦♥ ❡♥s❡♠❜❧✐st❡ V ∩ W ✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s✱ ❝❡tt❡
❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ s✬❡①♣r✐♠❛ ❝❤❡③ ▲❡❢s❝❤❡t③ ♣❛r ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té
❞✬❛ss♦❝✐❡r à ❞❡✉① ❝②❝❧❡s Cp ❡t Cq ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡s p ❡t q ✉♥ ❝②❝❧❡
❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ p+ q−n✱ s✐ n ❡st ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡✶✻✳ ❈❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥✱
❛♣♣❡❧é❡ ✏♣r♦❞✉✐t✑✱ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ❡♥ ❢❛✐t q✉❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ Cp ❡t ❞❡
Cq✱ ❝❡ q✉✐ ❢❛✐t q✉✬❡❧❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ Hp ×Hq ❞❛♥s
Hp+q−n✳ ❇✐❡♥ sûr✱ s✐ q = n−p✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r é✈♦q✉é ♣❧✉s
❤❛✉t✳
✽✳✶✳✷ ▲❛ ♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ♠❡♥t✐♦♥♥é✱ ❧❡s ❞✐✈❡rs rés✉❧t❛ts s✉r ❧❛ ❞✉❛❧✐té s♦✉❢✲
❢r❛✐❡♥t ❞✬✉♥ ♠❛♥q✉❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✳ ◗✉✐ ♣❧✉s ❡st✱ ✐❧s s❡ ❝♦♥t❡♥t❛✐❡♥t ❞✬é✈♦q✉❡r
❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ t♦rs✐♦♥ ♦✉ ❞❡ ❇❡tt✐✱ s❛♥s ré✉ss✐r à ♣❛ss❡r ❛✉① ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦✲
❧♦❣✐❡✳ ▲❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s à ❛✈♦✐r ❣♦♠♠é ❝❡s ❞é❢❛✉ts s♦♥t ❝❡❧❧❡s ❞❡
P♦♥tr❥❛❣✐♥ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠♦✐t✐é ❞❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✸✵✳ ❉❛♥s ❬✶✽✻❪ ♥♦t❛♠♠❡♥t✱
❡♥ ✶✾✸✹✱ ✐❧ r❡❧✐❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣❛❝t F ❞❡ Rn à ❝❡❧❧❡ ❞❡ Rn \ F ✳ P♦✉r
❝❡❧❛✱ ✐❧ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❱✐❡t♦r✐s✶✼ ❡t r❛✐s♦♥♥❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✉r ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ s✉r F ❡t ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ s✉r Rn \ F ✳ ❙✬✐❧ ❝❤♦✐s✐t ✉♥
❣r♦✉♣❡ ❞✐s❝r❡t G ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣♦✉r ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ Rn \ F ❛❧♦rs ✐❧ ♣r❡♥❞ ❧❡
❣r♦✉♣❡ X ❞❡s ❝❛r❛❝tèr❡s ❞❡ G ♣♦✉r ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ F ✳
✶✸❈❢✳ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✽ ❞❡ ❬✷✹✶❪✱ ❲❡②❧ ❛♣♣❡❧❛♥t ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r ✏❝❛r❛❝✲
t❡r✐st✐❝❛✑✳
✶✹❈❢✳ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✷✶✷❪ ♣✳ ✷✼✽✳
✶✺❈❢✳ ❬✺✺❪ ➓✹✳❉✳
✶✻❯♥❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ✐❞é❡ ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣❡✉t ♣r♦✈❡♥✐r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♠✲
♣❧❡①❡ ❡t ❞❡ s♦♥ ❞✉❛❧✱ ❝❢✳ ❬✷✹✺❪ ♣✳ ✶✵✹✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧♦rsq✉✬✉♥ p✲❝②❝❧❡ ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ ♦r✐❣✐♥❡❧ ❡t
✉♥ q✲❝②❝❧❡ ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞✉❛❧ ♦♥t ✉♥❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♥♦♥ ✈✐❞❡✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ s❡ tr♦✉✈❡ êtr❡ ✉♥ ❝②❝❧❡
❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ p+ q − n ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❜❛r②❝❡♥tr✐q✉❡✳
✶✼❖♥ ♣♦✉rr❛ s❡ ré❢ér❡r ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉r ❧❛ ♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ♦ù ♥♦✉s
❛✈♦♥s r❡tr❛♥s❝r✐t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❱✐❡t♦r✐s ♣♦✉r ❧❡s
❡s♣❛❝❡s ❝♦♠♣❛❝ts✳
✷✶✶
❈♦♥❝rèt❡♠❡♥t✱ s✐ ❧✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ❞❡✉① ❝❤❛î♥❡s ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✶✽
α =
p∑
i=1
αiǫi ❡t a =
q∑
j=1
αjǫ
′
j ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n✱ ❞❡ ❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡s r ❡t n− r✱ ♦ù ❧❡s ǫi ❡t ǫ′j s♦♥t ❞❡s s✐♠♣❧❡①❡s ♦r✐❡♥tés✱ ❧❡s
αi ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s X ❡t ❧❡s aj ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s G✱ ❛❧♦rs P♦♥tr❥❛❣✐♥
❞é✜♥✐t ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ✭❞✐t ✏✐♥❞✐❝❡ ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ α ❡t a✑✮ X(α, a) ✈✐❛ ✿
X(α, a) =
p∑
i=1
q∑
j=1
αiajX(ǫi, ǫ
′
j).
❉❛♥s ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡✱ αiaj ❛ ✉♥ s❡♥s ❝❛r X ❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tèr❡s ❞❡ G
❡t X(ǫi, ǫ
′
j) ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ t❡❧ q✉❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ▲❡❢s❝❤❡t③
✶✾✳
▲❡ ♣r♦❞✉✐t ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ ❛✐♥s✐ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞ét❡r♠✐♥❡ ✉♥❡ ❞✉❛❧✐té✳ ❙✐ BrX ❞és✐❣♥❡
❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ r ❞❡ F ❡t Bn−r−1G ❝❡❧✉✐ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
n− r− 1 ❞❡ Rn \ F ✱ P♦♥tr❥❛❣✐♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ BrX ❡t Bn−r−1G s♦♥t ❞✉❛✉①✳ ■❧ ❡♥
❞é❞✉✐t q✉❡ BrX ❡t B
n−r−1
G s♦♥t ❣r♦✉♣❡s ❞❡s ❝❛r❛❝tèr❡s ❧✬✉♥ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳ ❈❡❧❛
❢♦✉r♥✐t ❛✐♥s✐ ✉♥ é♥♦♥❝é ❣é♥ér❛❧ à ❧❛ ❞✉❛❧✐té ❞✬❆❧❡①❛♥❞❡r✳
❚rès ♣❡✉ ❛♣rès✱ ❡♥ ✶✾✸✺✱ ❧❛ ❈♦♥❢ér❡♥❝❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡ ❞❡ ❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡
▼♦s❝♦✉ ✭q✉✐ s❡ ❞ér♦✉❧❡ ❞✉ ✹ ❛✉ ✶✵ s❡♣t❡♠❜r❡✮ ❛ss✐st❡ à ❧❛ ♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛
❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳ ❆♥❞r❡ï ❑♦❧♠♦❣♦r♦✛✱ ❝♦♥♥✉ ♣♦✉r s❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s à ❧❛ t❤é♦r✐❡
❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❡t ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥✱ ♠❛✐s ❥✉sq✉❡ ❧à étr❛♥❣❡r à ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡✱
❢❛✐t à ❧✬❛✉❞✐t♦✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ❧❛ s✉r♣r✐s❡ ❞❡ ✈❡♥✐r s✬❡①♣r✐♠❡r✳ ❙♦♥ ❡①♣♦sé
tr❛✐t❡ ❞❡ ❞✉❛❧✐té ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡t ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♥ ❧❡✉r
s❡✐♥✷✵✳ ■❧ s❡ tr♦✉✈❡ q✉❡ ❧❡s ♥♦✉✈❡❛✉tés ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❡t ❞❡ rés✉❧t❛ts
♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❑♦❧♠♦❣♦r♦✛ ét❛✐❡♥t ♣♦✉r ❧✬❡ss❡♥t✐❡❧ ♣❛rt❛❣é❡s ♣❛r ❆❧❡①❛♥❞❡r✱
❝❡ q✉✬✐❧ s✐❣♥❛❧❛ ❞ès ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬❡①♣♦sé✳ ▲❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ❞✬❆❧❡①❛♥❞❡r ét❛✐❡♥t
❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❞é❥à s♦✉s ♣r❡ss❡✷✶✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✛✳ ❈❡tt❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡♥❝❡
❞♦♥♥❛ à ❲❤✐t♥❡②✱ ♣rés❡♥t à ❝❡t é✈é♥❡♠❡♥t✱ ❧❡ s❡♥t✐♠❡♥t s✉✐✈❛♥t✷✷ ✿ ✑❋r♦♠
t❤❡ r❡♣✉t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝✐❛♥s✱ t❤❡r❡ ♠✉st ❜❡ s♦♠❡t❤✐♥❣ r❡❛❧ ❣♦✐♥❣
♦♥ ❀ ❜✉t ✐t ✇❛s ❤❛r❞ t♦ s❡❡ ✇❤❛t ✐t ♠✐❣❤t ❜❡✳✑
▲❡s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❞✬❆❧❡①❛♥❞❡r ❡t ❞❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✛ ét❛✐❡♥t s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ❞✐❢✲
❢ér❡♥t❡s✱ ♠❛❧❣ré ❧❛ ♣r♦①✐♠✐té ❞❡ ❧❡✉rs t❤é♦r✐❡s✳ P♦✉r ❑♦❧♠♦❣♦r♦✛ ❧❡ ❜✉t ét❛✐t
❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ❞✉❛❧✐tés ❞❡ P♦✐♥❝❛ré ❡t ❞✬❆❧❡①❛♥❞❡r✱ ♦✉ ❡♥ t♦✉t ❝❛s
❞❡ ❧❡s ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❛✉tr❡♠❡♥t✱ ❡♥ ❛♥❛❧②s❛♥t ❧❛ ❞✉❛❧✐té t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ à ♣❛rt✐r
❞❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐té ❛❧❣é❜r✐q✉❡✳ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❧✬❛♥♥é❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞❡
✶✽❈❢✳ ❬✶✹✷❪✳
✶✾■❜✐❞✳
✷✵❈❡t ❡①♣♦sé ❡st r❡♣r✐s ❞❛♥s ❬✶✸✻❪ ❡t ❬✶✸✼❪✳
✷✶■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❬✺❪ ❡t ❬✻❪✳
✷✷❈❢✳ ❬✷✹✺❪ ♣✳ ✶✶✵✳
✷✶✷
P♦♥tr❥❛❣✐♥ ❝♦♥st✐t✉èr❡♥t ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ s♦✉r❝❡ ❞✬✐♥s♣✐r❛t✐♦♥✷✸✳ P♦✉r ❆❧❡①❛♥❞❡r✱
✐❧ ❡st ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❝❡r♥❡r s❡s s♦✉r❝❡s ❝❛r ✐❧ ♥✬❡♥ ❝✐t❡ ❛✉❝✉♥❡ ❞❛♥s ❬✺❪ ❝♦♠♠❡
❞❛♥s ❬✻❪✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s ✐❧ ✐❞❡♥t✐✜❡ ❞❛♥s s♦♥ tr❛✈❛✐❧ ✉♥❡ ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❧❡ t❤é♦rè♠❡
❞❡ ❙t♦❦❡s ❡t ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡ ♣r♦♣r❡ à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥✳ P❛r
❝❡s ❛s♣❡❝ts✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ s✬êtr❡ ✐♥s♣✐ré ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❈❛rt❛♥ s✉r ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥
❞❛♥s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ▲✐❡ ❡t ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s✷✹✳
▲✬✐❞é❡ à ❧❛ ❜❛s❡ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✛ ét❛✐t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥
❞✉❛❧❡ ❞✉ ❜♦r❞✱ q✉✐ ❛ss♦❝✐❡r❛✐t à ✉♥❡ r✲❝❤❛î♥❡ ♥♦♥ ♣❛s ✉♥❡ (r−1)✲❝❤❛î♥❡ ♠❛✐s
✉♥❡ (r + 1)✲❝❤❛î♥❡✳ ■❧ ♣❛rt ❞✬✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ✜♥✐✱ ❞♦♥t ❝❤❛q✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡
❡st ♦r✐❡♥té❡ ❡t ❞♦♥t ❧❡s ❝❤❛î♥❡s s♦♥t à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ J ✳
P❧✉tôt q✉❡ ❞❡ ♥♦t❡r ❧❡s r✲❝❤❛î♥❡s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
∑
✜♥✐❡
αrkx
r
k✱ ♦ù ❧❡s α
r
k s♦♥t ❞❡s
é❧é♠❡♥ts ❞❡ J ❡t ❧❡s xrk ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ r✱ ❑♦♠♦❣♦r♦✛ ♣ré❢èr❡ ✈♦✐r
❧❡s r✲❝❤❛î♥❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✷✺ f r✱ ❞❡ s♦✉r❝❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Cr ❞❡s r✲❝❡❧❧✉❧❡s✱
❡t à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s J ✭❧❡s f r s♦♥t ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐❡s ♣❛r f r(xrk) = α
r
k✮✳ ▲❡ ❜♦r❞ ❞✬✉♥❡
❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ r ét❛♥t ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ r− 1✱ ❞✐t❡s
✐♥❝✐❞❡♥t❡s✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ s❡ tr❛❞✉✐t ❡♥ t❛♥t q✉✬♦♣ér❛t❡✉r ✭♥♦té gu✮ s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
♣❛r
guf
r(xr−1) =
∑
xr→xr−1
f r(xr),
♦ù ❧❛ s♦♠♠❡ ❡st ♣r✐s❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s xr ✐♥❝✐❞❡♥t❡s à xr−1✳
▲✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✉❛❧❡ g0 ❞✉ ❜♦r❞ gu ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❛ss♦❝✐❛♥t à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
f r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡ Cr+1 ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿
g0f
r(xr+1) =
∑
xr+1→xr
f r(xr),
♦ù ❧❛ s♦♠♠❡ ❡st ❝❡tt❡ ❢♦✐s ♣r✐s❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s xr ✐♥❝✐❞❡♥t❡s
à xr+1✳ ❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ✐♥s♣✐ré❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉
❝♦♠♣❧❡①❡ ❞✉❛❧✱ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ s✐ ✉♥❡ (r − 1)✲❝❡❧❧✉❧❡ xr−1 ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✉ ❜♦r❞
✷✸■❧s s♦♥t ❝✐tés à ♣❧✉s✐❡✉rs r❡♣r✐s❡s ❞❛♥s ❬✶✸✻❪✳ ◆♦t♦♥s ❛✉ss✐ q✉❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✛ ❡t P♦♥tr❥❛❣✐♥
ét❛✐❡♥t t♦✉s ❧❡s ❞❡✉① r✉ss❡s ❡t✱ à ❝❡tt❡ é♣♦q✉❡✱ ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ❧❛ ❋❛❝✉❧té ❞❡ ▼♦s❝♦✉✳
✷✹❈❢✳ ❬✺✺❪ ♣✳ ✻✸ ❡t ♣♣✳ ✼✽✲✼✾✳
✷✺❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡tt❡ ✈✐s✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ r✐❡♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡
❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ✜♥✐s✱ ❡❧❧❡ ❛ ♥é❛♥♠♦✐♥s ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬♦♣ér❡r ❛✉ss✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s
✐♥✜♥✐s ✕ ❝❡ q✉❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✛ ♣ré❝✐s❡ à ❧❛ ♣❛❣❡ ✷✵✻ ❞❡ ❬✶✸✻❪✳ ▲❡s ❝❤❛î♥❡s ♣❡✉✈❡♥t t♦✉❥♦✉rs êtr❡
✈✉❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ✐♥✜♥✐s ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉✐
♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s ❝❤❛î♥❡s✱ ❝❛r ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ✐♥✜♥✐❡s ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s✳ ❊❧❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❡♥
♦✉tr❡ ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❡ ❜♦r❞ ✭♦✉ ♣❧✉tôt ❧❡ ✏❝♦❜♦r❞✑✱ ❝❢✳ ♣❧✉s ❧♦✐♥✮ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s
✐♥✜♥✐s✱ q✉✐ s♦♥t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣♦sés ❞✬✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧❡ ✈❡rr❛ ✉♥
♣❡✉ ♣❧✉s ❧♦✐♥✱ ❆❧❡①❛♥❞❡r ♣r❡♥❞ ❧✉✐ ❧❡ ♣❛rt✐ ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞ès ❧❡ ❞é♣❛rt ❝❤❛î♥❡s ❡t ❢♦♥❝t✐♦♥s✱
❡t ✐❧ ✈❛✉t ♣❡✉t✲êtr❡ ♠✐❡✉① ❛✈♦✐r ❝❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✱ ♣❧✉s ❝❧❛✐r✱ à ❧✬❡s♣r✐t✳
✷✶✸
❞✬✉♥❡ r✲❝❡❧❧✉❧❡ xr ❛❧♦rs ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞✉❛❧❡ xn−r∗ ❞❡ x
r ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✉ ❜♦r❞ ❞❡ ❧❛
❝❡❧❧✉❧❡ ❞✉❛❧❡ xn−r+1∗ ❞❡ x
r−1✱ ❧❛ ❞✉❛❧✐té ❝♦♥s❡r✈❛♥t ❞♦♥❝ ❧✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♠❛✐s ❡♥
❧❛ r❡♥✈❡rs❛♥t✳
▲✬♦♣ér❛t❡✉r gu ét❛♥t ❧❡ ❜♦r❞ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧✱ ✐❧ ❞é✜♥✐t ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s
❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✱ q✉❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✛ ❛♣♣❡❧❧❡ u✲❤♦♠♦❧♦❣✐❡✱ ❛ss♦❝✐és ❛✉ ❝♦♠✲
♣❧❡①❡✳ ▼❛✐s ♦♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r g0 ❡st ❛✉ss✐ ✉♥ ❜♦r❞✷✻✱ ❛✉ s❡♥s
♦ù ✐❧ s❛t✐s❢❛✐t à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ g0g0 = 0✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐r ❧❡s 0✲❝②❝❧❡s ✭✐✳❡✳ ❧❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s t❡❧❧❡s q✉❡ g0f r = 0✮✱ ❧❡s 0✲❜♦r❞s✱ ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ✉♥❡ 0✲❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳
❖♥ ♣❡✉t✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ♣r♦❝é❞é ❞❡ P♦✐♥❝❛ré✱ ❛ss♦❝✐❡r à t♦✉t ❡s♣❛❝❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡
♦r✐❡♥té R ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ❞✉❛❧✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉✬à t♦✉t❡ r✲
❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♦r✐❣✐♥❡❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❜✐✉♥✐✈♦q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ (n − r)✲❝❡❧❧✉❧❡
❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✉❛❧✱ ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❡t ✐♥❝✐❞❡♥❝❡s✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ ❞✉❛❧ ❡st
✉♥✐q✉❡ à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣rès ❡t ❡st ♥♦té DnR✳ ❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉✬à t♦✉t❡
❢♦♥❝t✐♦♥ f r ❞❡ R ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ hn−r ❞❡ DnR✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ f r =
guf
r+1 ⇔ hn−r = g0hn−r−1 ❡t f r+1 = g0f r ⇔ hn−r−1 = guhn−r✱ ❝❡ ❞♦♥t ♦♥
❞é❞✉✐t
Bru(R, J) ≃ Bn−r0 (DnR, J),
♦ù Bru ❞és✐❣♥❡ ❧❡ r✲✐è♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ u✲❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ✭❞♦♥❝ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡
❤❛❜✐t✉❡❧✮ ❡t Bn−r0 ❧❡ (n− r)✲✐è♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ 0✲❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❣r♦✉♣❡
❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛♣♣❡❧é ✏❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡✑✳
❆✐♥s✐✱ s✐ R ❡st ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐été ❢❡r♠é❡ Mn ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ❛❧♦rs ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡ DnR✳ ▲✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡♥
❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞♦♥❝ ✿
Bru(M
n, J) ≃ Bn−r0 (Mn, J),
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡ ❞✉❛❧✐té ❛✉ s❡♥s ❞❡ P♦✐♥❝❛ré✳
❑♦❧♠♦❣♦r♦✛ tr❛♥s♣♦s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬✐❞é❡ ❞❡ P♦♥tr❥❛❣✐♥ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s
❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts A ❡t B q✉✐ s♦♥t ❣r♦✉♣❡s ❞❡s ❝❛r❛❝tèr❡s ❧✬✉♥ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳
■❧ ❞é✜♥✐t ✉♥ ♣r♦❞✉✐t✱ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧✉✐ ❞❡ P♦♥tr❥❛❣✐♥✱ ❡♥tr❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f r à
✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s A ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ hr à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s B✱ ✈✐❛
f r × hr =
∑
xr∈R
f r(xr)hr(xr)
♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ gu ❡t g0 s♦♥t ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❛❞❥♦✐♥ts✳ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✛ r❡tr♦✉✈❡ ❛✐♥s✐
❧❛ ❞✉❛❧✐té ❞❡ P♦♥tr❥❛❣✐♥ ❡♥ ♠♦♥tr❛♥t q✉❡ Br0(R,B) ❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❝❛r❛❝✲
tèr❡s ❞❡ Bn−r0 (R,A)✳ ■❧ ♣❛r✈✐❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t à ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞✉❛❧✐té ❞❡ t②♣❡
❆❧❡①❛♥❞❡r ❡♥ ♠♦♥tr❛♥t q✉❡ Br−1u (K,A) ❡t B
n−r
u (S
n \ K¯, B) s♦♥t ❣r♦✉♣❡s ❞❡
✷✻◆♦✉s ❞✐r✐♦♥s ♣❧✉tôt ✏❝♦❜♦r❞✑✳
✷✶✹
❝❛r❛❝tèr❡s ❧✬✉♥ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✱ K ❞és✐❣♥❛♥t ✉♥ s♦✉s✲❝♦♠♣❧❡①❡ ❞✬✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐✲
t✐♦♥ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ Sn✳
❆❧❡①❛♥❞❡r ❛✈❛✐t ❞♦♥❝ ♦❜t❡♥✉ à ❧❛ ♠ê♠❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts très ♣r♦❝❤❡s
❞❡ ❝❡✉① ❞❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✛✳ ■❧s s✬❛♣♣❧✐q✉❛✐❡♥t à ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s ❛✉ss✐
❜✐❡♥ ✜♥✐s q✉✬✐♥✜♥✐s✳ ❈❤❡③ ❆❧❡①❛♥❞❡r✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❝❡ q✉✬♦♥ ❛ ♣✉ ✈♦✐r ❝❤❡③
❑♦❧♠♦❣♦r♦✛✱ ❝♦❤❛❜✐t❛✐❡♥t ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❝❤❛î♥❡✳ ❆✐♥s✐✱ s✐
✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ r❡♣rés❡♥t❛✐t ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✜♥✐❡ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ r❡♣rés❡♥t❛✐t ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s✷✼✳ ❉❡ ♣❧✉s
❆❧❡①❛♥❞❡r s❡ ♣❧❛ç❛✐t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ét❛✐❡♥t à ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ A✱ ❡t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tèr❡s
B ❞❡ A✳ ❈❡❧❛ ❧✉✐ ♣❡r♠❡tt❛✐t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ❝r♦❝❤❡t ❞❡ ❞✉❛❧✐té ❡♥tr❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❡t ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡✱ ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✛✷✽✳ ❈❡ ❝r♦❝❤❡t ét❛✐t ❛♣♣❡❧é
✏✐♥t❡❣r❛❧✑ ✿ ❝❡❧❛ r❡❥♦✐♥t ❧✬✐❞é❡ q✉❡ ❉✐❡✉❞♦♥♥é s❡ ❢❛✐t ❞❡ ❧✬✐♥s♣✐r❛t✐♦♥ ❞✬❆❧❡①❛♥✲
❞❡r✱ à s❛✈♦✐r ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ✈♦✐r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ω ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥
❝②❝❧❡ c ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝r♦❝❤❡t ❞❡ ❞✉❛❧✐té (c, ω) =
∫
c
ω✳ ❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧❛
♠ê♠❡ ❝❤♦s❡ q✉❡ ❝❤❡③ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✛✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✉❛❧
❞✉ ❜♦r❞✷✾✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞✉ ❣r♦✉♣❡ Br0(R,B) ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡
❣r♦✉♣❡ ❡st ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tèr❡s ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ r ❞✉
❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❝❤❛î♥❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s A✳
❉❛♥s ❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡✱ ♦♥ ❛ ✈✉ ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ ❝❡ q✉✐ s❡r❛
très r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧é ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❧❛ ✏❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡✑ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡✳ P♦✉r
❧✬♦❜t❡♥✐r✱ ♦♥ ♥❡ r❡❣❛r❞❡ ❞♦♥❝ ♣❛s ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ♠❛✐s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s✱
♠✉♥✐❡s ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞✉❛❧ ❞✉ ❜♦r❞ s✉r ❧❡s ❝❤❛î♥❡s✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝♦✲
❜♦r❞✸✵✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ r❛❝♦♥t❡r ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞✬❆❧❡①❛♥❞❡r
❡t ❑♦❧♠♦❣♦r♦✛ ♥✬❡♥ ❡st ♣❛s ❧❛ ♣❛rt✐❡ s♣❡❝t❛❝✉❧❛✐r❡ q✉✐ ♣r♦✈♦q✉❛ ❧❛ ♣❡r♣❧❡①✐té
❞❡ ❲❤✐t♥❡②✸✶✱ ❧❡✉rs ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts s✬✐♥s❝r✐✈❛♥t ❡♥ ❡✛❡t ❞❛♥s ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❧✐❣♥❡
✷✼❈✬❡st ❜✐❡♥ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✉ s❡♥s ♦ù ♦♥ ♣❡✉t ❧❛ ✈♦✐r ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ❛ss♦❝✐❛♥t à ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡
❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♥✉❧✱ ❛✈❡❝ ❧❡q✉❡❧ ❡❧❧❡ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳
✷✽▲❛ s❡✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ét❛♥t q✉❡ ❝❤❡③ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✛ ❧❡ ❝r♦❝❤❡t fr×hr ét❛✐t ♣r✐s ❡♥tr❡ ❞❡✉①
❞❡ s❡s r✲❢♦♥❝t✐♦♥s✱ q✉✐ r❡✈❡♥❛✐❡♥t à ❞❡s ❝❤❛î♥❡s✳
✷✾◆♦✉s ♣r❡♥♦♥s à ♣❛rt✐r ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬❤❛❜✐t✉❞❡ ❞✬❛♣♣❡❧❡r ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r ❧❡ ✏❝♦❜♦r❞✑✳
▲à ❡♥❝♦r❡✱ ❝❤❡③ ❆❧❡①❛♥❞❡r✱ ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ r❡♥✈♦✐❡ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥
❞❡s ❢♦r♠❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s✱ ❧❡ ❝♦❜♦r❞ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ét❛♥t ❛♣♣❡❧é ✏❞❡r✐✈❡❞✑ ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❝♦❜♦r❞ ♥✉❧ ❞✐t❡ ✏❡①❛❝t✑✳ ▲✬✐♥té❣r❛❧❡
∫
c
ω ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ C1 ❢❡r♠é❡ ω s✉r ✉♥
❝②❝❧❡ c ❡st ♥✉❧❧❡ s✐ c ❡st ✉♥ ❜♦r❞ ♦✉ s✐ ω ❡st ❡①❛❝t❡✱ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❡ ❝r♦❝❤❡t ❞✬✉♥ ❝♦❜♦r❞
❛✈❡❝ ✉♥ ❝②❝❧❡ ♦✉ ❞✬✉♥ ❝♦❝②❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❜♦r❞ ❡st ♥✉❧✳
✸✵▲❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ s♦♥t ❞és✐❣♥é❡s ♣❛r ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡
❡t à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ♣ré✜①❡ ✏❝♦✑ ✿ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❛✐♥s✐ ❞❡ ❝♦❝❤❛î♥❡✱ ❝♦❝②❝❧❡✱ ❝♦❜♦r❞✱ ❡t❝✳
✸✶❈❢✳ ❧❛ ❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❲❤✐t♥❡② ♣❧✉s ❤❛✉t✳
✷✶✺
❞❡s tr❛✈❛✉① s✉r ❧❛ ❞✉❛❧✐té ❞❡ P♦♥tr❥❛❣✐♥✳ ❈❡ q✉✐ ♣r♦✈♦q✉❛ ❧❛ s✉r♣r✐s❡ ❞❡ ❧✬❛✉✲
❞✐t♦✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❈♦♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ▼♦s❝♦✉ ❡st ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❡①♣♦sé ❞❡
❑♦❧♠♦❣♦r♦✛ ❬✶✸✼❪✱ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ❧❛r❣❡ ♠❡s✉r❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❆❧❡①❛♥❞❡r
❛✉ ♠ê♠❡ ♠♦♠❡♥t ❬✻❪✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝❡tt❡ ❢♦✐s ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ❡①♣♦s❡r ❧❡ tr❛✈❛✐❧
❞✬❆❧❡①❛♥❞❡r✳
❉❛♥s ❬✻❪✱ ❆❧❡①❛♥❞❡r ❛✣r♠❡✱ s❛♥s ❡♥tr❡r ❞❛♥s ❧❡s ❞ét❛✐❧s✱ q✉✬✐❧ ♣❡✉t ❛ss♦❝✐❡r
à ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♠♣❛❝t C ✉♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥
❛♥♥❡❛✉✳ ■❧ s❡♠❜❧❡ s✬✐♥s♣✐r❡r ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❱✐❡t♦r✐s ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧✬❤♦♠♦✲
❧♦❣✐❡ ❞✬✉♥ t❡❧ ❡s♣❛❝❡✳ ❈❡ s♦♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ♦r❞♦♥♥és ❞❡ ♣♦✐♥ts
❞❡ C✱ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♣❛r ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♣❛✐r❡✱ q✉✐ ❥♦✉❡♥t ❧❡ rô❧❡ ❞❡ s✐♠♣❧❡①❡s✸✷✳
▲❡s ✏✐✲❢♦♥❝t✐♦♥s✑ q✉✬✐❧ ✐♥tr♦❞✉✐t s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛♥t✐✲s②♠étr✐q✉❡s ❞❡ i + 1
♣♦✐♥ts ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ C✱ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ❞♦♥♥é A✳ ❙✐ A ♣♦ssè❞❡
❛✉ss✐ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞✬❛♥♥❡❛✉✱ ❛❧♦rs ❆❧❡①❛♥❞❡r ❞é✜♥✐t ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❡♥tr❡ ✉♥❡
i✲❢♦♥❝t✐♦♥ F ❡t ✉♥❡ j✲❢♦♥❝t✐♦♥ G ✈✐❛ ✿
(F ×G)(x0, ..., xi, xi+1, ..., xi+j+1) =
1
(i+ 1)!(j + 1)!
∑
α∈Σp+q+2
ǫ(α)F (xα(0), ..., xα(i))G(xα(i+1), ..., xα(i+j+1)).
❈❡ ♣r♦❞✉✐t ❡st ❛ss♦❝✐❛t✐❢ ❡t ❢❛✐t ❞♦♥❝ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s i✲❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ♦ù i
❞é❝r✐t t♦✉t N✱ ✉♥ ❛♥♥❡❛✉✸✸ ❘✳ ■❧ ✈ér✐✜❡ ❛✉ss✐✱ s✐ δ ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ❝♦❜♦r❞✱ δ(F×G) =
δF × G = ±(F × δG)✱ ❝❡ q✉✐ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐ s✉r ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡
❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① i✲❢♦♥❝t✐♦♥s✸✹✳
❆❧❡①❛♥❞❡r ❛ ❞♦♥❝ ❧✬✐❞é❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ ♣r♦❞✉✐t s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛✐s ✐❧
❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ s❛♥s ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ q✉✐ ❛ ❞û ♣❛r❛îtr❡ ♠②sté✲
r✐❡✉s❡✳ ▼ê♠❡ ❛✈❡❝ ❧❡ r❡❝✉❧✱ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ s❡♠❜❧❡ étr❛♥❣❡✸✺ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣❛r❝❡
q✉✬à ✉♥❡ p✲❢♦♥❝t✐♦♥ ❡t ✉♥❡ q✲❢♦♥❝t✐♦♥ ❡❧❧❡ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥❡ (p+ q + 1)✲❢♦♥❝t✐♦♥ ❡t
♥♦♥ ✉♥❡ (p+ q)✲❢♦♥❝t✐♦♥✳
▲❡ ♣r♦❞✉✐t ♣r♦♣♦sé ✐❝✐ ♣❛r ❆❧❡①❛♥❞❡r ♥❡ ❝♦♥✈❡♥❛✐t ❞♦♥❝ ♣❛s ♠❛✐s ❧✬✐❞é❡
ét❛✐t ❧à ❡♥ t♦✉t ❝❛s ✿ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ♠✉♥✐r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❡t ❢❛✐r❡
❛✐♥s✐ ❞❡ ❧❡✉r ❡♥s❡♠❜❧❡ ✉♥ ❛♥♥❡❛✉✸✻✳ ▲❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ♣rés❡♥t❡r❛✐t ❛✐♥s✐ ♣❧✉s
✸✷❈❡ q✉❡ ❢❛✐t ❆❧❡①❛♥❞❡r ❡st ❞♦♥❝ é❣❛❧❡♠❡♥t ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s s✐♠♣❧✐❝✐❛✉①✳
✸✸■❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ♣ré❝✉rs❡✉r ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳ ❊❝❦♠❛♥♥ ❢❡r❛ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs
ré❢ér❡♥❝❡ à ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ❞✬❆❧❡①❛♥❞❡r ❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❬✺✾❪✳
✸✹❊♥ ❢❛✐t ❆❧❡①❛♥❞❡r ♥❡ ♣ré❝✐s❡ ♣❛s ❝❡t ❛s♣❡❝t ✦ P♦✉r ❧✉✐✱ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥t ❛✈❡❝ ❝❡s r❡❧❛t✐♦♥s
❡st q✉✬❡❧❧❡s ❢♦♥t ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s i✲❢♦♥❝t✐♦♥s ❡①❛❝t❡s ✭✐✳❡✳ ❞❡ ❝♦❜♦r❞ ♥✉❧✮ ✉♥ ✐❞é❛❧ ❞❡ R✱
❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s i✲❢♦♥❝t✐♦♥s ❞ér✐✈é❡s ✭✐✳❡✳ q✉✐ s♦♥t ❡❧❧❡s✲♠ê♠❡s ✉♥ ❝♦❜♦r❞✮✳ ▲❡
q✉♦t✐❡♥t ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ✐❞é❛❧ ♣❛r ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ C ♠❛✐s
❆❧❡①❛♥❞❡r ♥❡ ♠♦♥tr❡ ♣❛s q✉❡❧ ✉s❛❣❡ ♦♥ ♣❡✉t ❡♥ ❛✈♦✐r✳
✸✺❖♥ ♣♦✉rr❛ ❝♦♥s✉❧t❡r ❬✶✺✽❪✱ ♣♣✳ ✺✽✹✲✺✱ s✉r ❝❡ ♣♦✐♥t ❛✐♥s✐ q✉❡ s✉r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ♣r♦❞✉✐t
♣r♦♣♦sé❡s ♣❛r ❑♦❧♠♦❣♦r♦✛✳
✸✻■❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ♣♦✉rq✉♦✐ s♦♥ ♣r♦❞✉✐t ❛ ♣r✐s ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡✲❧à✱ ♠❛✐s q✉✬✐❧ ❛✐t
❝❤❡r❝❤é à ♠❡ttr❡ ✉♥ ♣r♦❞✉✐t s✉r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡st ♣❧✉tôt ♥❛t✉r❡❧✳
✷✶✻
❞❡ str✉❝t✉r❡ q✉❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✱ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ s❡✉❧s ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ✕ ♦✉✱ s✐ ❧✬♦♥ ♣ré✲
❢èr❡✱ ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ✕ ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t✳ ▲♦rs ❞❡ ❧❛ ❈♦♥❢ér❡♥❝❡✱ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✛ ❛✈❛✐t
é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r♦♣♦sé ❞❡ ♠✉♥✐r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✭❞✬❛❜♦r❞ s✉r ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧
❛✈❛♥t ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r à ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛❝ts✮ ❞❡ ♣r♦❞✉✐ts✸✼✳ ❙♦♥
♣r❡♠✐❡r ♣r♦❞✉✐t ❡st q✉❛s✐♠❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞✬❆❧❡①❛♥❞❡r✱ ❞♦♥❝ ❛✈❡❝ ❧❡s
♠ê♠❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✳ ❙♦♥ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡st ♣❛r ❝♦♥tr❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❡t
❡st✱ à ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ ♣rès✱ ❝❡❧✉✐ q✉✐ s❡r❛ r❡t❡♥✉ ❡♥s✉✐t❡✱ ❡t ❝♦✉r❛♠✲
♠❡♥t ❛♣♣❡❧é ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ✏❝✉♣✑✳
❈❡tt❡ t❤é♦r✐❡ ❥✉st❡ ♥❛✐ss❛♥t❡ ❡t tât♦♥♥❛♥t❡ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts s❡r❛ très ✈✐t❡ r❡✲
✈✉❡ ❡t ❝♦rr✐❣é❡ ♣❛r ❆❧❡①❛♥❞❡r✱ ❷❡❝❤✱ ❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧ ♦✉ ❲❤✐t♥❡② ♣♦✉r ♥✬❡♥ ❝✐t❡r
q✉❡ q✉❡❧q✉❡s✲✉♥s✳ ❖♥ ♣❡✉t r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❡♥ tr♦✉✈❡r ✉♥ ❡①♣♦sé ❝❧❛✐r ❡t ❞ét❛✐❧❧é✱
❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❖♥ ♣r♦❞✉❝ts ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❞❡ ❲❤✐t♥❡②✱ ❡♥ ✶✾✸✽
❬✷✹✸❪✳ P♦✉r s②♥t❤ét✐s❡r✱ ♦♥ ❛ ✈✉ é♠❡r❣❡r ❧✬✐❞é❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣♦✉✈❛✐t ❛ss♦❝✐❡r à ✉♥
❝♦♠♣❧❡①❡ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ♦✉ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ✈♦✐r❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❱✐❡t♦r✐s✱
à ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♠♣❛❝t✱ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♦❜❥❡ts ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡
❣r♦✉♣❡s✱ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡✱ q✉✐ s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ✉♥ ♣r♦❝é❞é ❞✉❛❧ ❞❡
❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡t s♦♥t ❞❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ■❧s s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥és ❝♦♥❝rèt❡✲
♠❡♥t à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s i✲❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ♦✉ ✏i✲❝♦❝❤❛î♥❡s✑✱ s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐
✉♥ ♣r♦❞✉✐t✱ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ✏❝✉♣✑✸✽✳ ▲❛ s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡
❡♥ t♦✉t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❞✉✐t✳
✽✳✷ ❉❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
▲❛ ♣❡rs♦♥♥❛❧✐té ❞✉ ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥ ❛❧❧❡♠❛♥❞✱ ♥❛t✉r❛❧✐sé ♥é❡r❧❛♥❞❛✐s✱ ❍❛♥s
❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧ ✭✶✾✵✺✲✶✾✾✵✮✱ ❛tt✐s❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝✉r✐♦s✐té ❧♦rsq✉✬♦♥ ét✉❞✐❡
❧✬❤✐st♦✐r❡ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✳ ❊t✉❞✐❛♥t ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❇❡r❧✐♥✱ ✐❧ ❢✉t
❛tt✐ré ♣❛r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉① ❤♦♠♠❡s✱ ❊r❤❛r❞ ❙❝❤♠✐❞t
❡t ❍❡✐♥③ ❍♦♣❢✱ q✉✐ ❞❡✈✐♥t ✜♥❛❧❡♠❡♥t s♦♥ ❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡ t❤ès❡✳ ❊♥ ✶✾✷✼✱ ✐❧ ❡✉t
❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞✬❡♥tr❡r ❡♥ ❝♦♥t❛❝t ❛✈❡❝ ❇r♦✉✇❡r✱ ✐♥✈✐té à ❇❡r❧✐♥ ❞✉r❛♥t tr♦✐s ♠♦✐s
❛✜♥ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❞❡s ❝♦♥❢ér❡♥❝❡s s✉r ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐s♠❡✳ P❡✉ ❛♣rès ❧❛ ✜♥ ❞❡ s❛
t❤ès❡ ❬✽✻❪✱ ❡♥ ✶✾✸✵✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❧❡ ❝♦♥✈✐❛ à ❞❡✈❡♥✐r s♦♥ ❛ss✐st❛♥t à ❧✬❯♥✐✈❡rs✐ré
❞✬❆♠st❡r❞❛♠ ♦ù ✐❧ r❡♥❝♦♥tr❛ ✉♥ ❛✉tr❡ ❞❡ s❡s ❛ss✐st❛♥ts✱ ❲✐t♦❧❞ ❍✉r❡✇✐❝③✳
✸✼❈❢✳ ❬✶✸✼❪✳
✸✽◆♦✉s ❡♥ ✈❡rr♦♥s ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞✬❊❝❦♠❛♥♥✳ Pré❝✐s♦♥s
❞ès ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉✬✐❧ ✈ér✐✜❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞✉ ❝♦❜♦r❞ δ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ δ(F ×G) = (δF )×G± F ×
(δG)✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✉s✉❡❧❧❡ ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❢♦r♠❡s
❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s✳ ❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞✬❆❧❡①❛♥❞❡r ❡t ❞❡ s♦♥ ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦r♠❡s
❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s✱ ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ✈ér✐✜❛♥t ✉♥❡ t❡❧❧❡ r❡❧❛t✐♦♥ s❡ ♠♦♥tr❡ ❜✐❡♥ ♣❧✉s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t q✉❡
❝❡❧✉✐ q✉✬✐❧ ❛✈❛✐t ♣r♦♣♦sé ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ✦
✷✶✼
❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬❤♦♠♠❡✱ ❡t ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥✱ s❡ ❞✐st✐♥❣✉❡✳ ◗✉❛❧✐✲
✜é ❞✬✏❍♦♠♦ ❯♥✐✈❡rs❛❧✐s✑ ♣❛r ❧❡ ♣rés✐❞❡♥t ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞✬❯tr❡❝❤t ❧♦rs ❞❡s
❝éré♠♦♥✐❡s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ ❧✬✐♥st✐t✉t q✉✐ ♣♦rt❡ s♦♥ ♥♦♠✸✾✱ ❍❛♥s ❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧
ét❛✐t ❡♥ ❡✛❡t ✉♥ ❤♦♠♠❡ ❞♦♥t ❧❛ ❝✉r✐♦s✐té ❡t ❧✬ér✉❞✐t✐♦♥ t♦✉❝❤❛✐❡♥t à t♦✉s ❧❡s
❞♦♠❛✐♥❡s✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❞♦✐t ❡♥ r❡st❡r ❛✉① ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s s✐❣♥❛❧❡r
q✉✬✐❧ ❛ ÷✉✈ré ❡♥ ❣é♦♠étr✐❡✱ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ▲✐❡✱ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s
❞❡ ▲✐❡ ❡t t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❜✐❡♥ sûr✹✵✱ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ❤✐st♦✐r❡ ❡t ❡♥ ❞✐❞❛❝t✐q✉❡✹✶✳
❙♣é❝✐❛❧✐st❡ ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✱ ❝ôt♦②❛♥t ❍✉r❡✇✐❝③ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡
❝❡❧✉✐✲❝✐ é♠✐❣r❡ ❛✉① ❊t❛ts✲❯♥✐s ❡♥ ✶✾✸✻✱ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❍♦♣❢✱ ❛✈❡❝ ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ❡♥✲
tr❡t✐♥t ✕ ❛✉t❛♥t q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✕ ✉♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ré❣✉❧✐èr❡✱ ❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧
s❡♠❜❧❡ ❞❡✈♦✐r s❡ ♣♦s❡r ❛ss❡③ ✐♥é✈✐t❛❜❧❡♠❡♥t ❡♥ ❛❝t❡✉r ❞❛♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t
❞❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡t ❞❡ ❧✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ à ❧✬é♣♦q✉❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ✐❝✐✳ ❊t ❡♥ ❡✛❡t
✉♥❡ ❞❡ s❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✭❬✽✼❪✮ s❡ ré✈è❧❡ ✐♥❝♦♥t♦✉r♥❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♥♦tr❡
ét✉❞❡✳ ❊❧❧❡ ❛♣♣❛r❛ît ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ♣ré❝✐❡✉s❡ ❡♥ t❛♥t q✉❡ ♠❛tér✐❛✉ ❤✐st♦r✐q✉❡✱
q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❧✬÷✉✈r❡ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥✱ ♠❛✐s ❞❡ q✉❡❧q✉✬✉♥
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t s❡♥s✐❜❧❡ à ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ tr❛♥s♠❡ttr❡ ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✳ ❙✐✱
❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ à ❧✬é♣♦q✉❡ ❞❡ ❧❛ ré❞❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛♥❛❧②s❡r
❥✉st❡ ❛♣rès✱ ❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ✈ér✐t❛❜❧❡♠❡♥t ✐♠♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❛
❞✐❞❛❝t✐q✉❡✱ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ s♦♥ ♣❛♣✐❡r ✕ ❡t ♣❛r ❝❡rt❛✐♥❡s ❛s♣❡❝ts✱ ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ✕ s❡
❞✐st✐♥❣✉❡♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s tr❛✐ts ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s ♣✉
♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❝❤❡③ ❍♦♣❢✱ ❡t s♦♥t ré✈é❧❛t❡✉rs ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♠❡s✉r❡
❞❡ ❧❛ ♣❡rs♦♥♥❛❧✐té ❞❡ ❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧✳ ❯♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ✶✾✹✺ ❞❡
❍♦♣❢ s❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞♦♥❝✱ ❡t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ♣❡rt✐♥❡♥t❡ q✉❡ ❧❡s s✉❥❡ts
❛❜♦r❞és s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s✳
❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧ ❞é❜✉t❡ s♦♥ ❛rt✐❝❧❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❝❡❧✉✐
❞❡ ❍♦♣❢✱ ❡♥ r❛♣♣❡❧❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❍✉r❡✇✐❝③ ❡t ❡♥ ♣♦s❛♥t ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞✉
❝♦♠♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❛s♣❤é✲
r✐q✉❡ ♣❛r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✳ ■❧ ♣❧❛❝❡ s♦♥ q✉❡st✐♦♥♥❡♠❡♥t s♦✉s ❧✬é❣✐❞❡ ❞❡
❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ rés✉❧t❛t ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❍♦♣❢ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 ❡♥ r❛♣♣❡❧❛♥t ✕
❡t ❡♥ ❝✐t❛♥t ❍♦♣❢ ✕ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ♣♦❧②è❞r❡ ❛s♣❤ér✐q✉❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 à n− 1✱
❧❡s q✉♦t✐❡♥ts✹✷ Zj/S¯j✱ j = 2, ..., n✱ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t q✉❡ ❞❡ s♦♥ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛✲
♠❡♥t❛❧✳ ■❧ ♥❡ ❢❛✉t à ✈r❛✐ ❞✐r❡ ♣❛s s✬ét♦♥♥❡r ♦✉tr❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦①✐♠✐té
❛✈❡❝ ❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❝❛r ❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧ s✬✐♥s♣✐r❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✕ ❡t ❧❡s ❝✐t❡
✸✾❈❢✳ ❬✷❪ ♣✳ ✾✳
✹✵❈❢✳ ❬✷✶❪ ♣✳ ✶✵✻✳
✹✶▲❡ ♣❡✉ q✉❡ ♥♦✉s ❡♥ ❞✐s♦♥s ✐❝✐ ♥❡ ♣❡✉t r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬✐♥✈❡st✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧
❞❛♥s ❧❛ ❞é❢❡♥s❡ ❡t ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ❝❢✳ ❬✷❪
♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✳
✹✷■❧ s✬❛❣✐t ✐❝✐ ❞❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❍♦♣❢✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉✬♦♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡
Zj/S¯j ≃ Bj/Sj
✷✶✽
✕ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❞❡ ✶✾✹✷ ❡t ❞❡ s♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t ❬✶✷✷❪✳ ■❧ r❡♣r❡♥❞ ❞♦♥❝ à
s♦♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ s♦✉❧❡✈é❡ ♣❛r ❍♦♣❢✱ s❛♥s ❡♥ ❝❤❛♥❣❡r ❧❡s t❡r♠❡s✳
❙✬✐❧ ♥❡ ❝♦♥❝è❞❡ ♣❛s ❛✈♦✐r ♣✉✐sé ❞❛♥s ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❘❡✐❞❡♠❡✐st❡r ✉♥❡ ❛✐❞❡
❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ à ❝❡❧❧❡ q✉❡ ❍♦♣❢ ② ❛✈❛✐t tr♦✉✈é❡✱ ❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧ ❡①♣❧✐q✉❡ ♥é❛♥♠♦✐♥s
❛✈♦✐r ♣ré❢éré tr❛✈❛✐❧❧❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ✭❝♦♠♠✉t❛t✐❢✮ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡
✕ ❡t ♥♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ❍♦♣❢ ❧✬❛✈❛✐t ❢❛✐t ❞❛♥s ❬✶✷✶❪✱ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ❛✉ s✉✲
❥❡t ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✱ ❞♦♥❝ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ♥♦♥ ❢♦r❝é♠❡♥t ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✕
♠❛✐s ❡♥ ❧❡s ♠✉♥✐ss❛♥t ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✱ ❝✐t❛♥t ❘❡✐❞❡♠❡✐st❡r
♣♦✉r ❛✈♦✐r ♠♦♥tré ❝♦♠♠❡♥t ❝❡❝✐ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■❧ ❡st très ❝❧❛✐r q✉❡ ❋r❡✉❞❡♥✲
t❤❛❧ ❛ ét✉❞✐é ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✾✶❪ ❞❡ ❘❡✐❞❡♠❡✐st❡r q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛♥❛❧②sé ❛✉ ❝❤❛✲
♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❝❛r ✐❧ ❡♥ ❝♦rr✐❣❡ ❧✬❛✣r♠❛t✐♦♥ s❡❧♦♥ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ k✲✐è♠❡ ❣r♦✉♣❡
❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡✹✸ ♠♦❞✉❧♦ G ❡st ❧❡ k✲✐è♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳ P♦✉r ❛✉t❛♥t s❛
♠ét❤♦❞❡ ❛♣♣❛r❛ît ✈ér✐t❛❜❧❡♠❡♥t é❧♦✐❣♥é❡ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❞❡ ❘❡✐❞❡♠❡✐st❡r✱
❜✐❡♥ ♣❧✉s ❡♥ t♦✉t ❝❛s q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❍♦♣❢✳
❊♥ ❢❛✐t ❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧ s✬✐♥s♣✐r❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡ q✉❡ ❍♦♣❢ ❛✈❛✐t ❢❛✐t ❞❛♥s ❧❡
❝❛❞r❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❡♥ ✶✾✹✷✳ ❙❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡♥ ❛♣♣❛r❛ît ♠ê♠❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡
✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡ à 2✳
❊t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❡♥trés ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❞ét❛✐❧s ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡
❍♦♣❢✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❡♥ ❛✛r❛♥❝❤✐ss♦♥s ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♠❡s✉r❡ ✐❝✐ ✕ ❝❛r ❝❡ s❡r❛✐t
♣❛r❢♦✐s r❡❞♦♥❞❛♥t ❡t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡ ♣❡✉ é❝❧❛✐r❛♥t ✕ ♣♦✉r ♥♦✉s ❝♦♥t❡♥t❡r
❞❡s ❣r❛♥❞❡s ❧✐❣♥❡s s✉✐✈✐❡s ♣❛r ❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧✱ s❡❧♦♥ ❧✬♦r❞r❡ q✉✬✐❧ ❡♥ ❞♦♥♥❡ ❞❛♥s
s♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳
■❧ ♣r❡♥❞ ♣♦✉r ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✏❝❡r❢✲✈♦❧❛♥t✑ ✭✏❉r❛❝❤❡♥✑✮ i✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✱ à s❛✈♦✐r ❧✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞✬✉♥ s✐♠♣❧❡①❡ i✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ti ❡t ❞✬✉♥
❝❤❡♠✐♥ ❞✬❛rêt❡s oa✱ r❡❧✐❛♥t ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①é ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t o à ✉♥ ❞❡s s♦♠♠❡ts a
❞❡ ti✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ G ❞✉ ♣♦❧②è❞r❡ P s✉r
❧❡s ✏❝❡r❢✲✈♦❧❛♥ts✑ ❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t gdi✱ ♦ù g ❡st ❞❛♥s G ❡t di ❡st ✉♥ ✏❝❡r❢✲✈♦❧❛♥t✑
i✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ ti ❡t ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞✬❛rêt❡s
woa✱ ♦ù w ❡st ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞✬❛rêt❡s ré❛❧✐s❛♥t g✳
❈♦♠♠❡ ❧✬✐♥❞✐q✉❡ ❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧✱ ❧❡s ❝❡r❢s✲✈♦❧❛♥ts ♦♥t ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ é✈✐✲
❞❡♥t❡ ✿ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s gdi✱ ❧♦rsq✉❡ g ♣❛r❝♦✉rt G✱ ❡st ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s s✐♠♣❧❡①❡s s✐t✉és ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ti ❞❛♥s ❧❡ r❡✈êt❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ P˜ ❞❡ P ✹✹✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❡r❢s✲✈♦❧❛♥ts i✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ❞❡ P ❡♥❣❡♥❞r❡ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é✲
❧✐❡♥ Fi✱ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ G✲♠♦❞✉❧❡✱ ❡t ♠ê♠❡ ❞❡ Z[G]✲♠♦❞✉❧❡✳
❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧ ❛✣r♠❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ✉s✉❡❧❧❡s ❞❡ ❧✬❤♦✲
♠♦❧♦❣✐❡ ❛✉① ❣r♦✉♣❡s Fi ♠❛✐s q✉❡ ♣♦✉r r❡tr♦✉✈❡r ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡ ✕ à
✹✸❆✉ s❡♥s ❞❡ ❘❡✐❞❡♠❡✐st❡r✳
✹✹▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ r❡✈êt❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ ❞❛♥s ❧❡ ❙❡✐❢❡rt✫❚❤r❡❧❢❛❧❧ r❡✈✐❡♥t ❜✐❡♥ à ❧❛
❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❡r❢s✲✈♦❧❛♥ts✳
✷✶✾
s❛✈♦✐r ❝❡❧❧❡ ❞❡ P ✕ ✐❧ ❢❛✉t r❡♥❞r❡ é❣❛✉① à 1 t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ G✱ ❝❡ q✉✐
r❡✈✐❡♥t à r❛✐s♦♥♥❡r ♠♦❞✉❧♦ ❧✬✐❞é❛❧ Ω ❞❡ Z[G] ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s é❧é♠❡♥ts g−1✳
P♦✉r ♣❛r❧❡r ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ s✉r ❧❡s Fi✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❜♦r❞✳
❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧ ❡♥ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♣ré❝✐s❡✱ ❧✬✐❞é❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ q✉✬❡❧❧❡ tr❛❞✉✐t
ét❛♥t q✉❡ ❧❡ ❜♦r❞ r ❞✬✉♥ ❝❡r❢✲✈♦❧❛♥t ❢♦r♠é ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞✬❛rêt❡s v ❡t ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡
ti ❡st ❢♦r♠é ❞❡ v ❡t ❞✉ ❜♦r❞ ❞❡ ti✳✹✺ ❊♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 0✱ ❧❡ ❜♦r❞ ❡♥✈♦✐❡ t♦✉t ❝❡r❢✲
✈♦❧❛♥t s✉r 1✳ ▲✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐❡ ❡st ❜✐❡♥ ✉♥ ❜♦r❞ ❛✉ s❡♥s ♦ù ❡❧❧❡ ✈ér✐✜❡
r(Fi) ⊂ Fi−1 ❡t rr = 0✳ ■❧ s✬❛❣✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ Z[G]✲♠♦❞✉❧❡✳
❙♦♥ ♥♦②❛✉ ❡st ♥♦té Ri✱ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ❢♦r♠é ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s i✲❝❡r❢s✲✈♦❧❛♥ts ❞❡
❜♦r❞ ♥✉❧✱ ♦✉✱ ❛✉tr❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ✈♦✐r✱ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s i✲❝②❝❧❡s ❞✉ r❡✈êt❡♠❡♥t
✉♥✐✈❡rs❡❧✳
❙✐ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ ω ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ Z[G] ❞❛♥s Z ❞é✜♥✐ ❡♥ ❡♥✈♦②❛♥t t♦✉t g
s✉r 1✱ ❧✬✐❞é❛❧ Ω ❡st ♣ré❝✐sé♠❡♥t s♦♥ ♥♦②❛✉✳ ❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧ ♣r♦❧♦♥❣❡ ω ❡♥ ✉♥
♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ s♦✉r❝❡ Fi ❡t à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s i✲s✐♠♣❧❡①❡s ❞❡ P ✱
❡♥ ♣♦s❛♥t ωdi = ti✳ ▲❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ω ❡st ΩFi✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ❝❡r❢s✲✈♦❧❛♥ts
❝♦♠♠❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ r❡✈êt❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ P˜ ❞❡ P ✱ ❛❧♦rs ω s✬✐♥t❡r♣rèt❡
é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ P˜ s✉r P ✳
❆ ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❝❡r❢s✲✈♦❧❛♥ts✱ ❧❡s ♦❜❥❡ts ✐♥tr♦❞✉✐ts
♣❛r ❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧ ♥❡ s♦♥t ❡♥ r✐❡♥ ♥♦✉✈❡❛✉① ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡✉① ❝♦♥s✐❞érés ♣❛r
❍♦♣❢ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✬❡①✲
♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧ ♥✬❡st ♣❛s ✐♥✈❡sé ❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❍♦♣❢ ❝❛r ✐❧ ♣r❡♥❞ ❝❡s
❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ♣♦✐♥t ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ s❡s ré✢❡①✐♦♥s✱ ❡t ❛❥♦✉t❡
❧❡s str✉❝t✉r❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s q✉✐ ❧✉✐ s❡♠❜❧❡♥t ♣❡rt✐♥❡♥t❡s ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ ❞❡
❧✬❛✈❛♥❝é❡ ❞✉ ♣r♦♣♦s✳
❈❡ ❝❛❞r❡ ét❛♥t ♣♦sé✱ ❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧ ❡♥ ✈✐❡♥t à s✬✐♥tér❡ss❡r à ❧✬❛s♣❤ér✐❝✐té✳ ■❧
❞✐t ❞❡ P q✉✬✐❧ ❡st i✲❛s♣❤ér✐q✉❡ s✐ t♦✉t❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞✬✉♥❡ i✲s♣❤èr❡ ❞❛♥s P
s❡ ♣r♦❧♦♥❣❡ ❡♥ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞✬✉♥❡ i✲❜♦✉❧❡✳ ❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧ ♣ré❝✐s❡ q✉❡ P˜
❡st t♦✉❥♦✉rs 1✲❛s♣❤ér✐q✉❡ ❡t q✉❡ s✐ P ❡st i✲❛s♣❤ér✐q✉❡✱ P˜ ❡st i✲❛s♣❤ér✐q✉❡✳ ■❧
❢❛✐t ré❢ér❡♥❝❡ à ❍✉r❡✇✐❝③ ✭❬✶✷✾❪ ■❱ ♣✳ ✷✶✺✲✻✮ ♣♦✉r ❝❡❧❛✳
▲♦rsq✉❡ ❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧ ❝❤❡r❝❤❡ à tr❛❞✉✐r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❧✬❛s♣❤ér✐❝✐té✱ ✐❧
❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ♣ré❝✐s❡r q✉❡ R0 = rF1 ✭♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ r ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 0✮ ❡t
R1 = rF2 ❝❛r P˜ ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡✳ ■❧ ❡♥ ✈✐❡♥t ❡♥s✉✐t❡ à ❛✣r♠❡r q✉❡ s✐
P ❡st j✲❛s♣❤ér✐q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t j✱ 2 ≤ j < i✱ ❛❧♦rs Ri−1 = rFi✳ ■❧ ❢❛✐t ré❢ér❡♥❝❡
❛✉ rés✉❧t❛t ❞❡ ❍✉r❡✇✐❝③ ❧✉✐ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛✣r♠❡r ❝❡❧❛ ♠❛✐s ❞♦♥♥❡ ❛✉ss✐ ✉♥❡
❡sq✉✐ss❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ♦ù ✐❧ ♠♦♥tr❡ q✉❡ t♦✉t (i−1)✲❝②❝❧❡ ❡st ✏s♣❤ér✐q✉❡✑✱ ❝✬❡st✲à✲
❞✐r❡ ❧✬✐♠❛❣❡ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧❡ ❞✬✉♥❡ i✲s♣❤èr❡✱ ❡t ♣❛r✈✐❡♥t à ❧❡ ♣r♦❧♦♥❣❡r ❡♥ ❧✬✐♠❛❣❡
❞✬✉♥❡ (i+ 1)✲❜♦✉❧❡✳
✹✺❈❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ s❡ ❧❛✐ss❡ ❜✐❡♥ é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ ❝❡r❢s✲✈♦❧❛♥ts (i − 1)✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s✳
✷✷✵
▲❡ ❢❛✐t ♣♦✉r P ❞✬êtr❡ j✲❛s♣❤ér✐q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t j✱ 2 ≤ j < i✱ s❡ tr❛❞✉✐t ❞♦♥❝
♣❛r ❧❡s é❣❛❧✐tés Rk−1 = rFk✱ 1 ≤ k ≤ i✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧❡s ❝②❝❧❡s ❞❡ P ❡t ❞❡ P˜ s♦♥t
r❡❧✐és ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ Si(P ) = ωRi✱ ♦ù Si(P ) ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s i✲❝②❝❧❡s
s♣❤ér✐q✉❡s ❞❡ P ✳✹✻
❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡ ♣♦✐♥t✱ ❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧ ♥❡ ❢❛✐t ♣❧✉s ❛♣♣❡❧ q✉✬à ❞❡s r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥ts
❛❧❣é❜r✐q✉❡s✳ ❆②❛♥t ♣♦sé ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ q✉✐ ❧✬✐♥tér❡ss❛✐t ❡t ✐♥tr♦❞✉✐t
❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à s♦♥ ♣r♦♣♦s✱ ✐❧ ❛ ✐❞❡♥t✐✜é ❧❡s str✉❝t✉r❡s
❛❧❣é❜r✐q✉❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡t tr❛❞✉✐t ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❝❡s
str✉❝t✉r❡s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❝r✉❝✐❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛s♣❤ér✐❝✐té ✈✐❛ Rk−1 = rFk✱ 1 ≤ k ≤ i✳
❉ès ❧♦rs✱ s❡✉❧❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ♣♦✉r ét❛❜❧✐r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡t ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡
♥✬❡st ♣❧✉s ♣❡r❝❡♣t✐❜❧❡ q✉❡ ♣❛r ❧❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡ ❡♠♣❧♦②é ✭❧❡s ✏❝②❝❧❡s✑✱ ✏❝❡r❢s✲
✈♦❧❛♥ts✑✱ ❧✬✏❛s♣❤ér✐❝✐té✑✱ ❡t❝✳✮ ❡t ❧♦rsq✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❛❜str❛✐ts s♦♥t r❡❢♦r♠✉❧és
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ♣r❛t✐q✉❡ q✉✐ ❧❡s ❛ ♠♦t✐✈és✳
❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ❞❡ ❍♦♣❢✱ ❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧ ♥❡ r❡♥✈❡rs❡ ♣❛s ❧✬♦r❞r❡ ❞✬❡①♣♦s✐t✐♦♥ ✿ ✐❧
♣❛rt ❞❡ ❝❡ q✉✐ ♠♦t✐✈❡ ❧❡s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s✱ à s❛✈♦✐r ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✱ ❡t
♠♦♥tr❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡♥t ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝r✐t❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡
str✉❝t✉r❡s ❛❜str❛✐t❡s ❡t ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ♥❛t✉r❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s s♦♥t
r❡❢♦r♠✉❧é❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✲❧à✳ ❊♥s✉✐t❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧✬❛❧❣è❜r❡ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❡t✱ q✉❛✲
s✐♠❡♥t✱ s✬♦❝❝✉♣❡ ❞❡ t♦✉t✳ ▲❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧ r❡♥❞ tr❛♥s♣❛r❡♥t❡s
❧❡s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ t❡❧ ♦✉ t❡❧ ❝♦♥❝❡♣t ❛❜str❛✐t ❡t ♥✬✐♥sèr❡
❛✉❝✉♥❡ r✉♣t✉r❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥❝❤❛î♥❡♠❡♥t ❞❡s ✐❞é❡s✳ ❈❤❡③ ❍♦♣❢✱ ✐❧ ❢❛✉t s❡ ♣❧♦♥❣❡r
❞❛♥s ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ♣♦✉r r❡tr♦✉✈❡r ❧❡s r❛✐s♦♥s ❞❡
❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥❝❡♣t ❛❜str❛✐t✱ ❡t ❡♥❝♦r❡ ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t✲
❡❧❧❡s ♣❛s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡✱ ❡t s♦♥t ❞♦♥❝ s♦✉♠✐s❡s à ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥✳
◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❞❡✈✐❡♥❞r❛ ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ♠❛♥✐❢❡st❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡
♥♦tr❡ ❛♥❛❧②s❡✱ ❍♦♣❢ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✱ ❝❡ q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡ ❛✉ss✐
❡♥ ♣❛rt✐❡ ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❡ r❛♣♣♦rt à ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥ ❡st ♣❛r❢♦✐s ❝♦✉♣é ❞❛♥s s♦♥ ♣r♦♣♦s✳
▲❛ ♣r✐♥✐❝✐♣❛❧❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✐té ❞❡ ❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❡r❢✲✈♦❧❛♥t✱ ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❛❜s❡♥t❡ ❞❡ s❡s s♦✉r❝❡s q✉❛s✐ ❡①❝❧✉s✐✈❡s q✉❡
s❡♠❜❧❡♥t êtr❡ ❧❡s ❛rt✐❝❧❡s ❞❡ ❍♦♣❢ ❡t ❞❡ ❍✉r❡✇✐❝③✳ ❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ♥♦✉s s❡♠❜❧❡
êtr❡ ♠♦t✐✈é❡ ♣❛r ❧❛ ✈♦❧♦♥té ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts ✐♥tr♦❞✉✐ts ♣❛r ❍♦♣❢
❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ✶✾✹✷✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r ❡♥ q✉♦✐ ✐❧ ♥♦✉s ❛♣♣❛r❛ît q✉❡
❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧ ❛ ❝♦❧❧é à ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ❡t s✬❡st ❡✛♦r❝é ❞✬❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❡s ✐❞é❡s ❡♥
❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡✳
❉❛♥s ❬✶✷✶❪✱ ❍♦♣❢ ❛✈❛✐t ❜❛sé s❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬♦♥
♣❡✉t ❛ss♦❝✐❡r à t♦✉t❡ 2✲❝❤❛î♥❡ ✉♥ ❜♦r❞ ❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ✐❧ ❛✈❛✐t
❞♦♥♥é ✉♥ ♣r♦❝é❞é ❣é♥ér❛❧ ❛ss♦❝✐❛♥t à t♦✉t❡ 2✲❝❤❛î♥❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ yi ❧❡ ❝❤❡✲
✹✻❙❛♥s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❛s♣❤ér✐❝✐té✱ s❡✉❧❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ Si(P ) ⊂ ωRi ❡st ✈r❛✐❡✳
✷✷✶
♠✐♥ γi∂yiγ−1i s✐ ∂yi ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ❧❛❝❡t✱ ✐ss✉ ❞✬✉♥ ❞❡s s♦♠♠❡ts Vi ❞✉ tr✐❛♥❣❧❡✱
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ❜♦r❞ ❞❡ yi ♣❛r❝♦✉r✉ ✉♥❡ ❢♦✐s ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♣♦s✐t✐❢✱ ❡t γi
❧❡ ❝❤❡♠✐♥ r❡❧✐❛♥t O à Vi✳ ▲❡s 2✲❝❤❛î♥❡s ét❛♥t ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡s 2✲
❝❤❛î♥❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ ✐❧ ét❛✐t ❡♥s✉✐t❡ ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉✬à t♦✉t❡ 2✲❝❤❛î♥❡ ❡st
❛ss♦❝✐é❡ ✉♥ ❜♦r❞ ❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡✳ ▲❡ ❝❤❡♠✐♥ γi∂yiγ−1i ❡st ❝❡ q✉❡ ❍♦♣❢ ❛✈❛✐t ❛♣✲
♣❡❧é ✉♥❡ ✏❜♦✉❝❧❡✑✹✼ ✭✏❙❝❤❧❡✐❢❡✑✮✳ ❍♦♣❢ ❛✈❛✐t ❡♥s✉✐t❡ ❝♦♥str✉✐t ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡
Z2
S
2
∼= R ∩ C
C(R)
❡♥ ❛ss♦❝✐❛♥t à t♦✉t 2✲❝②❝❧❡
∑
ciyi ❧❡ ❜♦r❞ ❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉
❝♦♠♠❡ s♦♠♠❡ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s
∑
ci(γi∂yiγ
−1
i )✳ ❙✐ ❧✬♦♥ s❡ r❡str❡✐♥t à ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✱
✉♥ ❝❡r❢✲✈♦❧❛♥t ❡st ❥✉st❡ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ yi ❡t ❞✬✉♥ γi ❡t ❧❡ ❜♦r❞ ❞✬✉♥ ❝❡r❢✲✈♦❧❛♥t
❡st ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡✳ ❊♥ ♠✉♥✐ss❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❡r❢s✲✈♦❧❛♥ts ❞✬✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❞❡ G✱
❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧ ❝♦♥st❛t❡ q✉✬✐❧ r❡✈✐❡♥t ❛✉ ♠ê♠❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❞❛♥s ❧❡ r❡✈êt❡♠❡♥t
✉♥✐✈❡rs❡❧✱ ❡t ❡♥ ét❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ ❛❝t✐♦♥ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ Z[G]✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❜♦r❞ ❡♥✈♦✐❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜♦r❞s ❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡s✳
❍♦♣❢ ❛✈❛✐t ❞ét❡r♠✐♥é q✉❡ ❧❡s 2✲❝❤❛î♥❡s ❞♦♥t ❧❡ ❜♦r❞ ❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡ ❡st ♥✉❧ s♦♥t
❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s ✏❑✉❣❡❧❜✐❧❞❡r✑✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❞✬✉♥❡ s♣❤èr❡✱
q✉✐ ❢♦r♠❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦té S2(P ) ♣❛r ❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧✳
❙❡❧♦♥ ❧❛ ✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧✱ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❍♦♣❢ r❡✈✐❡♥t à ♣❛r✲
t✐r ❞✬✉♥ 2✲❝②❝❧❡
∑
k c
k
2t
k
2✱ ❞♦♥❝ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ Z2(P )✱ ❡t à ❧✉✐ ❛ss♦❝✐❡r ❧❛
❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❝❡r❢s✲✈♦❧❛♥ts
∑
k c
k
2d
k
2✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡
ω−1Z2(P ) := R˜2✳ Pr❡♥❛♥t ❧❡ ❜♦r❞ r ❞❡ ❝❡t é❧é♠❡♥t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ s♦♠♠❡
❞❡ ❜♦✉❝❧❡s✱ ❞♦♥❝ ✉♥ ❜♦r❞ ❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❛ R1 = rF2 ♣❛r s✐♠♣❧❡
❝♦♥♥❡①✐té ❞✉ r❡✈êt❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ P˜ ✱ ❧❡s ❜♦r❞s ❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡s s♦♥t ❡①❛❝t❡✲
♠❡♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ R1✳ ▲❡ ❜♦r❞ ❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡ ❞✬✉♥ 2✲❝②❝❧❡ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❝❡
♣r♦❝é❞é ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ é❧é♠❡♥t s❡ ♣r♦❥❡t❛♥t s✉r 0 ✈✐❛ ω ✭❝❛r ωr = rω✮✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ΩF1✳ ❆✐♥s✐ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥str✉✐t❡ ♣❛r ❍♦♣❢ ♣❛rt✱
s❡❧♦♥ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧✱ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❝é❞é ❞✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t
❞❡ R1 ∩ ΩF1 à ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ Z2(P )✱ ❡t ❞❡ ❝❡ q✉❡ t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ R1 ∩ ΩF1
♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉ ❛✐♥s✐ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ Z2(P )✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✏❑✉❣❡❧✲
❜✐❧❞❡r✑ ❞❡ ❍♦♣❢ ✭✐✳❡✳ ❧❡s 2✲❝②❝❧❡s s♣❤ér✐q✉❡s✮✱ à s❛✈♦✐r S2(P )✱ ❡st ♣ré❝✐sé♠❡♥t
❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❍♦♣❢✳
▲✬♦❜❥❡t s✉r ❧❡q✉❡❧ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡ ❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧ ❡st ❧❡ q✉♦t✐❡♥tQi = Zi(P )/Si(P )✱
♦ù Zi(P ) ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s i✲❝②❝❧❡s ❞❡ P ✳ ■❧ ❡st ♥♦r♠❛❧ ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r à ❜✐❡♥
❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❝❡t ♦❜❥❡t ❝❛r✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ❧❡ r❡✈♦✐r✱ ❝✬❡st ♣❛r ❧✉✐ q✉❡
❍♦♣❢ ét❛✐t ♣❛ssé✱ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✱ ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡
B2
S2
∼= R ∩ C
C(R)
✳
▲❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ q✉♦t✐❡♥t Zi(P )/Si(P ) ♣❡✉t êtr❡ ♠❡♥é❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛♥t à
❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ i ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡ ❞♦♥❝ à r❡✲
♠♦♥t❡r ❞❡ Zi(P ) à s♦♥ ✐♠❛❣❡ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ r❡✈êt❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ ✭♦✉✱ ❝❡
✹✼❲❤✐t♥❡② ❧✉✐✱ ❞❛♥s ❬✷✹✹❪✱ ❧❡ ❜❛♣t✐s❡ ✏❜♦r❞ ❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✑✳
✷✷✷
q✉✐ r❡✈✐❡♥t ❛✉ ♠ê♠❡✱ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s i✲❝❡r❢s✲✈♦❧❛♥ts✮ ✿ ❛✐♥s✐ ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t
R˜i := ω
−1Zi(P )✳ ▲♦rsq✉✬♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ r à ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ R˜i✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ é❧é✲
♠❡♥t ❞❡ Ri−1 ∩ΩFi−1✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✉♥ é❧é♠❡♥t s❡ ♣r♦❥❡t❛♥t s✉r
0 ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬❛s♣❤ér✐❝✐té ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ j✱ 2 ≤ j < i✱ q✉✐ s❡
tr❛❞✉✐t ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r Ri−1 = rFi✱ ❛ss✉r❡ q✉✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ Ri−1∩ΩFi−1
❡st ❜✐❡♥ ✉♥ ❜♦r❞✱ ❞♦♥❝ q✉❡ rR˜i = Ri−1 ∩ ΩFi−1✳
❊♥ r❡♠♦♥t❛♥t ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ω✱ ❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧ ét❛❜❧✐t ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡✹✽ ✿
(1) Qi ≃ R˜i/(Ri + ΩFi).
❊t✱ ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝ôté✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❜♦r❞ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❛ été ❞é❝r✐t ❥✉st❡
❛✈❛♥t✱ ✐❧ ❛❜♦✉t✐t à ✿
(2) Qi ≃ (Ri−1 ∩ ΩFi−1)/ΩRi−1.
❈❡ ❞❡r♥✐❡r ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡st très ♣r♦❝❤❡ ❝❡❧✉✐ ét❛❜❧✐ ♣❛r ❍♦♣❢ ❞❛♥s ❬✶✷✸❪✱ à
s❛✈♦✐r ✿
Zi/U(Zi) ≃ (X i−10 ∩H i−1)/H i−10 , i ≥ 1.
❈✬❡st✱ ♦♥ ❧✬❛✉r❛ ❝♦♠♣r✐s✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬❛s♣❤ér✐❝✐té ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s 2 à i q✉✐
♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝✐❧✐❡r ❧❡s ❞❡✉① rés✉❧t❛ts ✿ ❡♥ ❡✛❡t✱ ❡❧❧❡ ❞✐t q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♣❛r ❧❛
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡s i✲❝②❝❧❡s ❞✉ r❡✈êt❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
Si(P ) ❞❡s i✲❝②❝❧❡s s♣❤ér✐q✉❡s ❡t q✉❡ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡s ❜♦r❞s s♦♥t ❧❡s ❣r♦✉♣❡s
❞❡s ❝②❝❧❡s✱ ✐✳❡✳ Hk = Zk✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❝✬❡st ❥✉st❡ ✉♥❡ ❤✐st♦✐r❡ ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ΩFi−1
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ét❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♦❜❥❡t q✉❡ X i−10 ✱ Z
k ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ Rk✱ ❡t❝✳
❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧ ❛ ❞♦♥❝ ét❛❜❧✐✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬❛s♣❤ér✐❝✐té✱ ❧✬✐s♦✲
♠♦r♣❤✐s♠❡ (2) q✉✐ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❝❡❧✉✐✱ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✱ ❞❡ ❍♦♣❢✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù
❧✬❛s♣❤ér✐❝✐té ❡st s✉♣♣♦sé❡✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧ ❝♦✉✈r❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ❝❛❞r❡
♠♦✐♥s ❧❛r❣❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❍♦♣❢ ♠❛✐s ❡st ét❛❜❧✐ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡t✱ ❞❡ ♣❧✉s✱ s❛
♠ét❤♦❞❡ ❧✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥ ❧✐❡♥ ❞✐r❡❝t ❡♥tr❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ i ❞❛♥s ❧❡
r❡✈êt❡♠❡♥t ❡t ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ i ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ✈✐❛ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ (1)✱ ❝❡ q✉❡ ❍♦♣❢
♥✬❛✈❛✐t ♣❛s✳ ❈❡❧❛ ❞✐t✱ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ❝♦♠♠♦❞❡ ❡st ❜✐❡♥ ❝❡❧❧❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r
❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ (2) ❝❛r ❞❛♥s (1) ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ R˜i q✉✐ ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ✉♥❡
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❛✉ss✐ s✐♠♣❧❡ q✉❡ Ri ♦✉ Fi✳
❆✈❡❝ (2)✱ ❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧ ❡①♣❧✐q✉❡✹✾ t♦✉❝❤❡r q✉❛s✐♠❡♥t ❛✉ ❜✉t ❞és✐ré✳ ■❧ s✉✣t
❡♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡✱ ❞✬êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❛ss♦❝✐❡r à t♦✉t ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧
G ✉♥❡ s✉✐t❡ (Fi) ❞❡ Z[G]✲♠♦❞✉❧❡s ❧✐❜r❡s✱ ♠✉♥✐❡ ❞✬✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ r ❡♥ ❝❤❛q✉❡
❞❡❣ré✱ t❡❧ q✉❡ Ri = rFi+1✳ ■❧ ♣r♦✉✈❡✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❍♦♣❢✱ q✉❡ ❧❡s
Qi s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ (Fi).✺✵
❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧ ❝♦♠♠❡♥t❡ ❛✐♥s✐ s♦♥ rés✉❧t❛t ✿
✹✽■❧ s✉✣t ❞❡ ✈♦✐r✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ q✉❡ ω−1(Si(P )) = Ri +ΩFi✳
✹✾❈❢✳ ❬✽✼❪ ♣✳ ✷✼✻✳
✺✵■❧ ❧❡ ♣r♦✉✈❡ ♥é❛♥♠♦✐♥s✱ ❝♦♠♠❡ ❍♦♣❢✱ ✈✐❛ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ (2)✳
✷✷✸
✏❘❡✐♥ ❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤ ③❡✐❣t s✐❝❤✱ ❞❛ß ❞✐❡ s♦ ❜❡st✐♠♠t❡♥ Qi ✈♦♥ ❞❡r ③✉❢ä❧❧✐❣ ❲❛❤❧
❞❡r ❋♦❧❣❡ Fi ♥✐❝❤t ❛❜❤ä♥❣❡♥✱ s♦♥❞❡r♥ ❛❧❣❡❜r❛✐s❝❤❡ ■♥✈❛r✐❛♥t❡♥ ❞❡r
❆✉s❣❛♥❣s❣r✉♣♣❡ G s✐♥❞✳
❉❛s ✐st ❞❡rs❡❧❜❡ ●r✉♥❞❣❡❞❛♥❦❡ ✇✐❡ ❜❡✐ ❍♦♣❢✑✳✺✶✳
■❧ ♣❧❛❝❡ ❛✐♥s✐ ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s q✉♦t✐❡♥ts (Ri−1 ∩ ΩFi−1)/ΩRi−1 ❡♥ ❧❛ s✉✐t❡
(Fi) ❞❛♥s ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡✱ ét❛❜❧✐❡ ♣❛r ❍♦♣❢✱ ❞❡
R ∩ C
C(R)
❡♥ ❧❛
♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♠♠❡ ✐♠❛❣❡ ❤♦♠♦♠♦r♣❤❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❧✐❜r❡ F✳ ▲❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ Ri = rFi+1 ❡st ❝❡ q✉✐ ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s Qi s❡ ♣r♦♣❛❣❡
❞❡ ❞❡❣ré ❡♥ ❞❡❣ré✳
❙✐ ❥✉sq✉❡ ❧à ❧❡ t❡①t❡ ❞❡ ❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧ ♣rés❡♥t❛✐t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ♠ê♠❡ ré✲
s✉❧t❛t q✉❡ ❍♦♣❢✱ ✐❧ s✬é❧♦✐❣♥❡ ❡♥s✉✐t❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♥séq✉❡♥t❡ ❞❡s q✉❡st✐♦♥s
❛❜♦r❞é❡s ♣❛r ❍♦♣❢ ❞❛♥s ❬✶✷✸❪✳ ▲à ♦ù ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❛✈❛✐t ❞♦♥♥é ✉♥ ♣r♦❝é❞é t❤é♦✲
r✐q✉❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ (Fi) ✕ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ❞❛♥s ❧❡
❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ❍♦♣❢✱ ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❧✐❜r❡ ✕ ❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧ ♣ré❢èr❡ s❡ ♣♦s❡r ❧❛ q✉❡s✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ♣♦❧②è❞r❡s ❛②❛♥t ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ G ❞♦♥♥é ❡t
❛s♣❤ér✐q✉❡s ❥✉sq✉✬à ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ■❧ ❝❤❡r❝❤❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ♠♦②❡♥ ❣é♦✲
♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ■❧ ré♣♦♥❞ ❡♥
♣❛rt✐❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❛✐s ♥✬♦✛r❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❛✈❛♥❝é❡ ♣r❛t✐q✉❡✳
❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧ ❝♦♥s❛❝r❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛✈❛✐t ❢❛✐t ❍♦♣❢✱ ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ s♦♥ t❡①t❡
❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s Qi✳ P❡✉t✲êtr❡ ♣❛r❝❡
q✉❡ s♦♥ ❡ss❛✐ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ♣❛r ❧❛ ✈♦✐❡ ❣é♦♠é✲
tr✐q✉❡ s✬❡st ré✈é❧é ♣❧✉tôt ✐♥❢r✉❝t✉❡✉①✱ ❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧ ♥❡ ♣r♦❝è❞❡ à ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡
Qi q✉❡ ♣❛r ❧❛ ✈♦✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✱ ❝♦♥str✉✐s❛♥t ❞❛♥s ❞❡s ❝❛s s✐♠♣❧❡s ✉♥❡ rés♦❧✉✲
t✐♦♥ ❧✐❜r❡✳ ❖♥ s❡ s♦✉✈✐❡♥❞r❛ q✉❡ ❍♦♣❢✱ ❧✉✐✱ ❛✈❛✐t ❥✉st❡♠❡♥t ❡✉ s②sté♠❛t✐q✉❡✲
♠❡♥t r❡❝♦✉rs ❛✉① ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡✺✷ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡
❞❡s ❣r♦✉♣❡s✳ ▲❛ ❝♦♥❢r♦♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❛rt✐❝❧❡s ❞❡ ❍♦♣❢ ❡t ❞❡ ❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧ ré✈è❧❡
❜✐❡♥ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉✐ s❡ ♣♦s❛✐t à ❡✉① ✿ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s
♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐❡ ❛✉t❛♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t q✉✬❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ♦✛r❡ ❞❡✉① ✈♦✐❡s
❞✐st✐♥❝t❡s ♣♦✉r ét❛❜❧✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡✳ ◗✉✬✐❧ s✬❛❣✐ss❡
❞❡ rés✉❧t❛ts ❣é♥ér❛✉①✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s
❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ♦✉ ❞❡ rés✉❧t❛ts ❝♦♥❝r❡ts✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝❛❧✲
❝✉❧ ❡✛❡❝t✐❢ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞♦♥♥é✱ s❡ ♣♦s❡ à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❡♥tr❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✳
✺✶✏■❧ ❛♣♣❛r❛ît ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣✉r❡♠❡♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡ q✉❡ ❧❡s Qi ❛✐♥s✐ ❞ét❡r♠✐♥és ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t
♣❛s ❞✉ ❝❤♦✐① ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ Fi✱ ♠❛✐s s♦♥t ❞❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❞✉ ❣r♦✉♣❡ G✳
❈✬❡st ❧❛ ♠ê♠❡ ✐❞é❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ q✉❡ ❝❤❡③ ❍♦♣❢✑✳ ❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧ ❝✐t❡ ❛❧♦rs ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ✶✾✹✷
❞❡ ❍♦♣❢✳
✺✷❈❡ ♣♦✉✈❛✐t êtr❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s t♦r❡s r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s✱ ❞❡s s♣❤èr❡s✱ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡
❧❡♥t✐❧❧❡s✱ ❡t❝✳
✷✷✹
❍♦♣❢ ❡t ❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧ ♦♥t ❝❤❛❝✉♥ ❝r❡✉sé ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❡t ♦♥t t♦✉s
❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥♥✉ ❞❡s s✉❝❝ès ❧✐♠✐tés✳ ❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧ ❥✉st✐✜❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❢❛✐t ❞❡
♥❡ ♣❛s s✬ét❡♥❞r❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ♣❛r❝❡ q✉✬✐❧ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉✬✐❧
s❡r❛✐t ♣❧✉s ❢r✉❝t✉❡✉① ❞✬❛♣♣r♦❢♦♥❞✐r ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡
❧✐❜r❡✳
❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧ ❛ ❞♦♥❝ r❡tr♦✉✈é✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ❍♦♣❢✱ ❧❡ ♠ê♠❡ rés✉❧t❛t
q✉❡ ❧✉✐✱ à s❛✈♦✐r ❧✬❡①♣❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ❞✉ ❧✐❡♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥✲
t❛❧ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ♦✉ ♣♦❧②è❞r❡ ❛s♣❤ér✐q✉❡ ❡t s❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳ ▲❡s
s✐♠✐❧✐t✉❞❡s ❡♥tr❡ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❍♦♣❢ ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧ s♦♥t ♠❛♥✐❢❡st❡s
❡t ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ❝❡ q✉❡ ❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧ s✬❡st très ❢♦rt❡♠❡♥t ✐♥s♣✐ré ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡
❞❡ ✶✾✹✷ ❞❡ ❍♦♣❢✳ ❆✐♥s✐✱ ♠ê♠❡ s✐ ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r❡✉✈❡s ❞✐✛èr❡♥t✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉
r❡✈êt❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ ❡t ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ Z[G] ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s rés♦❧✉t✐♦♥s ❧✐❜r❡s
♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s t✐❡♥♥❡♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦✲
♣♦s✳
▼❛✐s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s tr❛✈❛✉①
❞❡ ❍♦♣❢ ❡t ❞❡ ❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧✱ q✉✐ t✐❡♥♥❡♥t s❡♠❜❧❡✲t✲✐❧ à ❞❡✉① ❝❤♦s❡s ✿ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt
❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧ ❛ ❝❤❡r❝❤é à ❡①♣❧♦✐t❡r ❧❡ ♣❧✉s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❡t ❧❡ ♣❧✉s
s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ✶✾✹✷ ❞❡ ❍♦♣❢ ✭❝❡ q✉✐ ❡♥ ✉♥ s❡♥s ♥✬❡st ♣❛s
❛✉t❛♥t ♣❡r❝❡♣t✐❜❧❡ ❝❤❡③ ❍♦♣❢ ❧✉✐✲♠ê♠❡✮✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❍♦♣❢ ❛ ✈✐sé
♣❧✉s ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❛s♣❡❝t s❡ ♠❛♥✐❢❡st❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❍♦♣❢ ❛
❝❤❡r❝❤é ✉♥ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ r❡✈êt❡♠❡♥t ❡t ❜❛s❡ s❛♥s ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬❛s♣❤ér✐❝✐té s✉r
❧❛ ❜❛s❡✺✸✱ ❧✐❡♥ ❞é❝r✐t ♣❛r ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ Zi/U(Zi) ≃ (X i−10 ∩H i−1)/H i−10 ✱ ❡t
♣❛r s❛ ✈♦❧♦♥té ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❛✉ ❞é♣❛rt ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ très ❛❜str❛✐t❡
❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s q✉♦t✐❡♥ts✱ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐♥t❡r♣rétés ❝♦♠♠❡ ❞❡s
❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧ ♥✬❛✱ ❧✉✐✱ ♣❛s ✈✐sé
❝❡❧❛✱ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛♥t s✉r ❧❛ s❡✉❧❡ q✉❡st✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞✉
rés✉❧t❛t ❞❡ ❍✉r❡✇✐❝③✱ s❛♥s ré❡❧❧❡♠❡♥t ❧✬❛❜str❛✐r❡ ✕ ❡♥ ❛✉❝✉♥ ❝❛s ❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧
♥❡ ♣❛r❧❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡✱ ❛✉ss✐ ♣r♦❝❤❡ ❡♥ s♦✐t✲✐❧ ✿ ❧❡ t✐tr❡ ❞❡ s♦♥
❛rt✐❝❧❡ ❡st très ❝❧❛✐r à ❝❡ s✉❥❡t✱ ❝❡ q✉✐ ❧✬✐♥tér❡ss❡ ❡st ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡
❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✭❞✬✉♥ ♣♦❧②è❞r❡ ❞♦♥❝✮ s✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳
▲❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧ s✬❡st ✈✉❡ ❛❥♦✉té❡ ❞❡✉① ❛❞❞❡♥❞❛ ❡♥tr❡
❧❡ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧❛ s♦✉♠✐ss✐♦♥ ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ♣❛r✉t✐♦♥✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r✱ ❞❛té ❞✉ ✷✾
❥✉✐❧❧❡t ✶✾✹✺✱ ✈♦✐t ❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧ ❡①♣❧✐q✉❡r q✉✬✐❧ ❛✱ ❣râ❝❡ ❛✉ rét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡s
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❧✬étr❛♥❣❡r✱ ♣r✐s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡
❞❡ ✶✾✹✺ ❞❡ ❍♦♣❢✳ ■❧ r❡❝♦♥♥❛ît q✉❡ s♦♥ tr❛✈❛✐❧ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❍♦♣❢ ❡♥ ❝❡
q✉✬✐❧ ét❛❜❧✐t ❧❡ ♠ê♠❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ (2) ❡t tr♦✉✈❡ q✉❡ ❍♦♣❢ tr❛✐t❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✳ ■❧ ❛ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❥✉❣é ✉t✐❧❡ ❞❡ ♣✉❜❧✐❡r s♦♥ ❛rt✐❝❧❡ ❡♥
✺✸❖✉✱ ❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t ❛✉ ♠ê♠❡ ❞✬❛♣rès ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❍✉r❡✇✐❝③✱ s❛♥s ❤②♣♦t❤ès❡
❞✬❛❝②❝❧✐❝✐té s✉r ❧❡ r❡✈êt❡♠❡♥t✳
✷✷✺
❧✬ét❛t ❝❛r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s Qi ❡♥ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❞✐✛ér❡♥t❡ ❡t ❝❛r✱
✉♥❡ ❢♦✐s ❝❡tt❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ét❛❜❧✐❡✱ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ s❡ ❞✐st✐♥❣✉❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t ❞✉
tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❍♦♣❢✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ s✬✐♥tér❡ss❡ ❡♥ ❡✛❡t à ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡✱ ❞✉❛❧✐s❛♥t ♣♦✉r
❧✬❡ss❡♥t✐❡❧ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s✉r ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡✳
◆♦✉s ♥❡ ♣❛r❧♦♥s ♣❛s ❞❡ ❝❡t ❛s♣❡❝t ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧ ❝❛r ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s
❝♦♥❝❡♥tr❡r s✉r ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ✈✐❛ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡
♣❧✉s ♥♦✈❛t❡✉r✺✹ ❞✬❊❝❦♠❛♥♥✳
▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛❞❞❡♥❞✉♠ ❞❛t❡✱ ❧✉✐✱ ❞✉ ✾ ♦❝t♦❜r❡ ✶✾✹✺✳ ■❧ ② ❡①♣❧✐q✉❡ q✉✬✐❧
✈✐❡♥t ❞❡ r❡❝❡✈♦✐r ❧❡s é♣r❡✉✈❡s ❞✬✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞✬❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡ ✭❬✼✵❪✱
♣❛r✉ ❡♥ ❥✉✐❧❧❡t ✶✾✹✺✮ q✉✐ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s rés✉❧t❛ts q✉❡ ❧✉✐ s✉r ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡
❞❡s ❣r♦✉♣❡s✳ ❙✐ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❧✉✐ s❡♠❜❧❡ ❧❡ ♠ê♠❡✱ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❧✉✐ ❛♣♣❛r❛ît
♥é❛♥♠♦✐♥s très ❞✐✛ér❡♥t❡ ✭✏s❡❤r ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥✑✮✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❝❡❝✐ ❡♥ ❞ét❛✐❧
❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳
✽✳✸ ❇❡♥♦ ❊❝❦♠❛♥♥
❇❡♥♦ ❊❝❦♠❛♥♥ ét❛✐t ✉♥ ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥ s✉✐ss❡ ✭✶✾✶✼✲✷✵✵✽✮✳ ❆②❛♥t ❣r❛♥❞✐ à
❇❡r♥❡✱ ✐❧ ♣❛rt✐t ♣♦✉r ❩ür✐❝❤ à ✶✽ ❛♥s ❛✜♥ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s à ❧✬❊❚❍
✭❊✐❞❣❡♥öss✐s❝❤❡ ❚❡❝❤♥✐s❝❤❡ ❍♦❝❤s❝❤✉❧❡✮✳ ■❧ ② ❢✉t ♣r✐s ❡♥ ❝❤❛r❣❡ ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs
♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s ❞❡ r❡♥♦♠✱ ❝♦♠♠❡ P❧❛♥❝❤❡r❡❧✱ ●♦♥s❡t❤✱ ❙t✐❡❢❡❧✱ P♦❧②❛✱ P❛✉❧✐
❡t ❍♦♣❢✱ ❛✈❡❝ q✉✐ ✐❧ s❡♠❜❧❡ ❛✈♦✐r ❞é❝✐❞é très tôt ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r✺✺✳ ■❧ ré❛❧✐s❛
❞♦♥❝ s❛ t❤ès❡ s♦✉s s❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ s✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❝❡❧❧❡✲❝✐
❛❝❝♦♠♣❧✐❡✱ ✐❧ ❢✉t ❡♥❣❛❣é à ▲❛✉s❛♥♥❡✱ ❡♥ ✶✾✹✷✳
■❧ ❡st ❞é❝r✐t ❛✐♥s✐ ♣❛r P❡t❡r ❍✐❧t♦♥✺✻ ✿
✏❊❝❦♠❛♥♥ ✐s ♥♦t ❛ ♣r♦❢❡ss✐♦♥❛❧ ❝❛t❡❣♦r✐st ❀ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ t❤❡ ✉♥q✉❛✲
❧✐✜❡❞ ❜❡♥❡✜t ♦❢ ❛ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❧❡❛r t♦ ❤✐♠ ❢r♦♠ ❤✐s
❡❛r❧✐❡st ✇♦r❦ ♦♥ ❣r♦✉♣ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣② ✐♥ ✶✾✹✺✱ ❛♥❞ ❤❡ ❤❛s ♠♦r❡♦✈❡r ❡♥❝♦✉r❛❣❡❞
t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡❡♣❡♥✐♥❣✱ ♦❢ t❤✐s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ❜②
✐♥✈✐t✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ✐♥st✐t✉t❡ ❤❡r❡ ✐♥ ❩✉r✐❝❤ ❛❝t✐✈❡ ❡①♣♦♥❡♥ts ♦❢ ✐t✳ ❊❝❦✲
♠❛♥♥ ❛❝❤✐❡✈❡s ❝❧❛r✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r✐♠❛r✐❧② ❜② t❤❡ ❧✐♠♣✐❞ st②❧❡ ♦❢ ❤✐s ✇r✐t✐♥❣✳ ■♥
❜♦t❤ ❤✐s ✇r✐t✐♥❣ ❛♥❞ ❤✐s ❧❡❝t✉r✐♥❣✱ ❤❡ ❢♦❧❧♦✇s ✐♥ t❤❡ ❢♦♦tst❡♣s ♦❢ ❤✐s ♦✇♥ ❣r❡❛t
t❡❛❝❤❡r ❍❡✐♥③ ❍♦♣❢ ❛♥❞ ❤✐♠s❡❧❢ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❤✐s ♠❛♥② st✉❞❡♥ts✳✑
▲✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❍♦♣❢ s✉r ❊❝❦♠❛♥♥ ❡st é✈✐❞❡♥t❡ ❡t s❡ ♠❛♥✐❢❡st❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉
❞❡s t❤è♠❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ét✉❞✐és✱ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛✐♥s✐ q✉✬à ❝❡❧✉✐ ❞✉ st②❧❡✳
✺✹❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧✱ ❊❝❦♠❛♥♥ ❞é✜♥✐t ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s
❣r♦✉♣❡s✳ ❊♥ ♦✉tr❡ ✐❧ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡
❛❜str❛✐t ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ❣r♦✉♣❡✳
✺✺❈❢✳ ❬✶✽✼❪ ♣✳ ✸✶✳
✺✻❈❢✳ ❬✶✶✶❪ ♣✳ ✶✾✷✳
✷✷✻
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧❡ ✈♦✐r✱ ✐❧ r❡st❡ ❞❛♥s s♦♥ ❛rt✐❝❧❡ ❬✺✾❪ ❞❛♥s ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❧✐❣♥❡
❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❍♦♣❢✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❝❡❧✉✐ s✉r ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✱ ✉t✐❧✐s❛♥t
❢♦rt❡♠❡♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡t s❡s r❡✈êt❡♠❡♥ts ✭❧à ♦ù
❝❡❧✉✐✲❝✐ ♥✬❡st ♣❛s ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❝❤❡③ ❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡✱ à ❝♦♠♣t❡r q✉✬✐❧s ❧✬❛✐❡♥t
♠ê♠❡ ❝♦♥s✐❞éré✮ ❡t ❝❤❡r❝❤❛♥t ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐té ❞❛♥s s❛ ♣rés❡♥✲
t❛t✐♦♥ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❛♥s s❡s ♠ét❤♦❞❡s ✭✐❧ r❡❧è✈❡ ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés q✉✐
s❡r♦♥t q✉❛❧✐✜é❡s ♣❧✉s t❛r❞ ❞❡ ✏❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡s✑ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s q✉✬✐❧ ❝♦♥s✐❞èr❡✮✱
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❡✉t✲êtr❡ ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s s②sté♠❛t✐q✉❡ q✉❡ ❍♦♣❢✳
❊♥ ♣❛r❧❛♥t ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✺✾❪ ❞❡ ❇❡♥♦ ❊❝❦♠❛♥♥ ✐❝✐✱ ♥♦✉s ré❛❧✐s♦♥s ✉♥❡ ❡♥✲
t♦rs❡ à ❧❛ ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐❡ q✉❡ ♥♦✉s ❡ss❛②♦♥s ❞❡ r❡s♣❡❝t❡r ❞❛♥s ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✳ ❆
✈r❛✐ ❞✐r❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ❝♦♠♠❡♥❝é ❝❡tt❡ ❡♥t♦rs❡ ❡♥ é✈♦q✉❛♥t ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡
❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧ ❛✈❛♥t ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✼✵❪ ❞✬❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡ ❡t✱ ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡
❢❛ç♦♥ ❝✬ét❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ❡♥ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ♣rés❡♥t❡r ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❍♦♣❢
❞❡ ✶✾✹✺ ❝❛r ❧❡s t♦✉s ♣r❡♠✐❡rs ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts✱ ❝❡rt❡s ❜r❡❢s✱ ❞✬❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t
▼❛❝ ▲❛♥❡ ❡♥ ré❛❝t✐♦♥ à ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ✶✾✹✷ ❞❡ ❍♦♣❢ r❡♠♦♥t❡♥t à ✶✾✹✸ ❛✈❡❝ ❬✻✾❪✳
❈❡tt❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡ ♥✬❡st ❡♥ s♦✐ ♣❛s ♣ré❥✉❞✐❝✐❛❜❧❡ ❝❛r✱ ❝♦♠♠❡
♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é❥à ❞✐t✱ ❧❡s ❞✐✈❡rs❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ♦♥t été
ré❛❧✐sé❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ✭❝✬❡st ❧❡ ❝❛s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞✬❊❝❦✲
♠❛♥♥ ❜✐❡♥ q✉❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❛✐t✱ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ❞❡s ❛✉tr❡s✱ ❡✉ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡
❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ✶✾✹✺ ❞❡ ❍♦♣❢✮✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ❜é♥✐❣♥❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ❞❡
❍♦♣❢ ❡t ❞❡ ❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧ q✉❡ ❧❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t é❧♦✐❣♥é❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞✬❊✐❧❡♥✲
❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡✳ ▼❛✐s ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s t♦t❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♣❛♣✐❡r ❞✬❊❝❦♠❛♥♥
q✉✐✱ s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ♣♦✐♥ts✱ r❡❝♦✉♣❡ ❝❡✉① ❞✬❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s
❞♦♥❝ ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥t✐❝✐♣❡r s✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞✬❊✐❧❡♥✲
❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡ ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s
❣r♦✉♣❡s ♠❛✐s✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❧❡✉r rô❧❡✱ ✐❧ ♥♦✉s ❛ s❡♠❜❧é ❞❡✈♦✐r
êtr❡ tr❛✐té à ♣❛rt✱ ❡♥ ✉♥ ❝❤❛♣✐tr❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t✳
❙✐ ❊❝❦♠❛♥♥ ❝✐t❡ à ♣❧✉s✐❡✉rs r❡♣r✐s❡s ❞❛♥s ❬✺✾❪ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡
s✐♥❣✉❧✐èr❡ ❞✬❊✐❧❡♥❜❡r❣ ✭❬✻✺❪ ♣❛r✉ ❡♥ ✶✾✹✹ ❞❛♥s ❧❛ r❡✈✉❡ ❆♥♥❛❧s ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛✲
t✐❝s✮✱ ❞♦♥t ✐❧ s✬❡st ❞♦♥❝ ✐♥s♣✐ré✱ ✐❧ ♥❡ ♠❡♥t✐♦♥♥❡ à ❛✉❝✉♥ ♠♦♠❡♥t ❧❡s ❛rt✐❝❧❡s
❬✻✾❪ ❡t ❬✼✵❪ ❞✬❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❬✺✾❪ ❢✉t s♦✉♠✐s ❧❡ ✹ ❞é❝❡♠❜r❡
✶✾✹✺✱ s♦✐t à ✉♥❡ ❞❛t❡ ♣♦stér✐❡✉r❡ à ❧❛ ♣❛r✉t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞✬❊✐❧❡♥✲
❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡✳ ▲❡✉rs ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t r❡s♣❡❝t✐❢s s❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ s✬êtr❡ ❝♦♥ç✉s
✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t✱ ❧❛ ❣✉❡rr❡✱ r❡♥❞❛♥t ❝❤❛♦t✐q✉❡ ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s r❡✈✉❡s✱ ❞❡✲
✈❛♥t ❡①♣❧✐q✉❡r ❝❡tt❡ ❛♣♣❛r❡♥t❡ ❛♥♦♠❛❧✐❡✳ ▼❛✐s ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✬❛✈♦✐r ❡♥
têt❡ ❝❡tt❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡✉rs ré✢❡①✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❝❛r ❧❡✉rs ❝♦♥tr✐❜✉✲
t✐♦♥s ♣❛rt❛❣❡♥t ♥é❛♥♠♦✐♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ♣♦✐♥ts ❝♦♠♠✉♥s ✐♠♣♦rt❛♥ts✱ ré✈é❧❛t❡✉rs
❞❡ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❍♦♣❢ ❡t ❞❡ ❧❛ ♣ré♣♦♥❞ér❛♥❝❡ ❞❡
❝❡rt❛✐♥❡s q✉❡st✐♦♥s q✉✬✐❧s ♦♥t ♣✉ ✐♥s♣✐r❡r✳
✷✷✼
❊❝❦♠❛♥♥ r❡tr❛❝❡ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✉♥ ❜r❡❢ ❤✐st♦r✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥
❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ s✉r ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✱ ❝✐t❛♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t
❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❍♦♣❢✳ ■❧ s❡ ♣❧❛❝❡ ❛✐♥s✐ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❧✐❣♥é❡ ❞❡ ❝❡
❞❡r♥✐❡r ❡t ❛♥♥♦♥❝❡ q✉❡ s♦♥ tr❛✈❛✐❧ s❡r❛✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✱ ❧❡ ♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❝❡❧✉✐
❞❡ ❍♦♣❢ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳ ❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❍♦♣❢✱ ✐❧ ♥❡ ✈✐s❡
♣❛s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t à ét❛❜❧✐r ✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ♦❜❥❡ts ❡♥ ❧❡ ❣r♦✉♣❡
❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❀ ✐❧ ❡♥t❡♥❞ ❜✐❡♥ ❡①♣❧✐q✉❡r ❞❡ q✉❡❧❧❡ ❢❛ç♦♥ ❝❡tt❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ♦♣èr❡✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞✬❊❝❦♠❛♥♥ s✬♦❝❝✉♣❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ✕ ❝❤♦s❡✱ s✐ ❧✬♦♥ ♦♠❡t ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✼✵❪ ❞✬❊✐✲
❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡✱ ♥♦✉✈❡❧❧❡✳ ❆✐♥s✐✱ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✭♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢✮ G ❡t ✉♥
❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ✭❛❞❞✐t✐❢✮ J ✕ q✉✐ ♣♦✉rr❛ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t êtr❡ ♠✉♥✐ ♣❧✉s t❛r❞
❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞✬❛♥♥❡❛✉ ✕ ♦♥ ♣❡✉t ❛ss♦❝✐❡r ❞❡s ❣r♦✉♣❡s Γn(G, J)✱ n ∈ N✱
❛♣♣❡❧és ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ G à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s J ✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ❊❝❦✲
♠❛♥♥ ❞é✜♥✐t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s ✏n✲❢♦♥❝t✐♦♥s✑✱ q✉✐ s♦♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡
n✲✉♣❧❡ts ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ G✱ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s J ✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s n✲❢♦♥❝t✐♦♥s ❢♦r♠❡
✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ♥♦té Ln(G, J)✳ ❊❝❦♠❛♥♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❡♥s✉✐t❡ ❧❡ ✏❝♦❜♦r❞✑ δfn
❞✬✉♥❡ n✲❢♦♥❝t✐♦♥ fn✱ q✉✐ ❡st ✉♥❡ (n+ 1)✲❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿
(δfn)(x1, x2, ..., xn+1) = f
n(x−11 x2, ..., x
−1
1 xn+1)+
n+1∑
i=1
(−1)ifn(x1, ..., x̂i, ..., xn+1).✺✼
▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ δ ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ Ln ❞❛♥s Ln+1✱ ❞✬✐♠❛❣❡ ♥♦té❡ Hn+1 ❡t
❞❡ ♥♦②❛✉ ♥♦té Zn✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ Hn+1 s♦♥t ❛♣♣❡❧és (n+ 1)✲❝♦❜♦r❞s ❡t ❧❡s
é❧é♠❡♥ts ❞❡ Zn n✲❝♦❝②❝❧❡s✳ ▲❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡ ❡♠♣❧♦②é ❡st ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ❝❛❧q✉é
s✉r ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳
▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞❡ ❝♦❜♦r❞ ♥❡ ❝♦✉✈r❡ ♣❛s ❧❡ ❞❡❣ré 0✳ ❯♥❡ 0✲
❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✬❡st ✜♥❛❧❡♠❡♥t r✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡ q✉✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ J ❡t ❊❝❦♠❛♥♥ ✐♠✲
♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ ❝♦❜♦r❞ ❞✬✉♥❡ 0✲❢♦♥❝t✐♦♥ s♦✐t t♦✉❥♦✉rs ♥✉❧✳ ❆✐♥s✐ L0 = Z0 = J ❡t
H1 = 0✳ ❉❡ ♣❧✉s ❊❝❦♠❛♥♥ ❝❤♦✐s✐t ❞❡ ♣♦s❡r H0 = 0✳
▲❡ ❝♦❜♦r❞ ✈ér✐✜❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ δδ = 0✳ ❆✐♥s✐ Hn ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ Zn✱
❞✐st✐♥❣✉é ❝❛r Ln ❡st ❛❜é❧✐❡♥✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❢♦r♠❡r ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ❞❡❣ré ❧❡ q✉♦t✐❡♥t
Zn/Hn q✉✐ ❡st ❝❡ q✉✬❊❝❦♠❛♥♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡ n✲✐è♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡
G ♣❛r r❛♣♣♦rt✺✽ à J ✱ ❡t ♥♦t❡ Γn(G, J)✳ ❊♥ ❞❡❣ré 0✱ Γ0(G, J) s✬✐❞❡♥t✐✜❡ à J ✳
■♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❛♣rès ❛✈♦✐r ❞é✜♥✐ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✱ ❊❝❦♠❛♥♥
❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥s 1 ❡t 2✳ ❙✐ f 1 ❡st ✉♥ ❝♦❝②❝❧❡ ❛❧♦rs δf 1(x, y) = f 1(x−1y)−f 1(y)+f 1(x) = 0
♣♦✉r t♦✉s x, y ∈ G✱ ❝❡ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ f 1 ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ G ❞❛♥s J ✳ ❈♦♠♠❡
H1 = 0✱ Γ1(G, J) = Z1 ✿ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ Γ1(G, J) ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ ❛✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s
♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ G ❞❛♥s J ✳
✺✼▲♦rsq✉✬✉♥ t❡r♠❡ ❡st s✉r♠♦♥té ❞✬✉♥ ❝❤❛♣❡❛✉✱ ✐❧ ❢❛✉t ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ q✉✬✐❧ ❡st ❛❜s❡♥t✳
✺✽◆♦✉s ❞✐r♦♥s ♣❧✉tôt ✏à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s J✑✳
✷✷✽
❯♥ 2✲❝♦❝②❝❧❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f 2 ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ f 2(x, y)+ f 2(y, z) =
f 2(x−1y, x−1z) + f 2(x, z)✳ ❆ t♦✉t 2✲❝♦❝②❝❧❡ ♦♥ ♣❡✉t ❛ss♦❝✐❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ2✱
❞é✜♥✐❡ ♣❛r ϕ2(u, v) = f 2(u, uv)✱ ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ϕ2(u, v) + ϕ2(u, vw) =
ϕ2(v, w)+ϕ2(uv, w)✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ2 ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✏s②stè♠❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs✑✺✾
✭✏❋❛❦t♦rs②st❡♠❡♥✑✮ ♣❛r ❊❝❦♠❛♥♥ ❀ ✐❧ ✐♥❞✐q✉❡ r❡♣r❡♥❞r❡ ❛✐♥s✐ ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡
❞✉ tr❛✐té ❬✷✹✼❪ ❞❡ ❩❛ss❡♥❤❛✉s✳ ▲❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ét❛✐t ❞é❥à ❞❡✈❡♥✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❤②♣❡r❝♦♠♣❧❡①❡s ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ s♦♥ ✉s❛❣❡ ♣❛r ❍❛ss❡ ❡t
◆♦❡t❤❡r ♥♦t❛♠♠❡♥t✳ ❩❛ss❡♥❤❛✉s ❧✬✐♥tr♦❞✉✐t✱ ❧✉✐✱ ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s
❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✱ ❞♦♥t ✐❧ ❛ttr✐❜✉❡ ❧❛ ♣❛t❡r♥✐té à ❙❝❤r❡✐❡r✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥ ♠♦♥✲
tr❛♥t q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♥✈♦②❛♥t ✉♥ ❝♦❝②❧❡ f 2 s✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ϕ2
❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✱ ❊❝❦♠❛♥♥ ét❛❜❧✐t✲✐❧ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥tr❡ Z2
❡t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ Φ2 ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ G ❞❛♥s J ✳ ❊♥ ♣r♦✉✈❛♥t ❡♥ ♦✉tr❡
q✉❡ ❞❡✉① s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❛ss♦❝✐és ❞✐✛èr❡♥t ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ 2✲❝♦❜♦r❞ ✈✐❛ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ✐❧ ♦❜t✐❡♥t ✜♥❛❧❡✲
♠❡♥t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥tr❡ Γ2(G, J) ❡t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡s
❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs✱ ❞♦♥t ❙❝❤r❡✐❡r ❛✈❛✐t ♣r♦✉✈é q✉✬✐❧ ét❛✐t ✐s♦♠♦r♣❤❡ ❛✉
❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❝❡♥tr❛❧❡s ❞❡ J ♣❛r G✳
❊❝❦♠❛♥♥ s❡ ♣♦s❡ ❜✐❡♥ sûr ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ❡♥
❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡✳ ■❧ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡
❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ✉♥ n✲s②stè♠❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕn
✈ér✐✜❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✿
ϕn(u2, u3, ..., un+1) +
n∑
i=1
(−1)iϕn(u1, ..., ui−1, uiui+1, ui+2, ..., un+1)
+(−1)n+1ϕn(u1, u2, ..., un) = 0.
❉❡ ♠ê♠❡ q✉✬❡♥ ❞❡❣ré 2✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥tr❡ Zn ❡t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s
n✲s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs✳ ▼❛✐s s❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡ ❞❡
❢❛❝t❡✉rs ♥✬♦✛r❡ ♣❛s ❞✬❛✈❛♥❝é❡ ❝❛r ❊❝❦♠❛♥♥ ♥✬❛ ♣❛s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥t❡r✲
♣rét❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❞❡s n✲s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s
❣r♦✉♣❡s✳ ■❧ ♣❡✉t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❢❛✐r❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❛✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❚❡✐❝❤♠ü❧❧❡r s✉r ❧❡s
❛❧❣è❜r❡s ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡s✻✵✱ s❛♥s ❛❧❧❡r ♣❧✉s ❧♦✐♥✳
▲❡ ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥ s✉✐ss❡ ❡♥ ✈✐❡♥t ❡♥s✉✐t❡✱ ❧♦rsq✉❡ J ❡st ✉♥ ❛♥♥❡❛✉✱ à
❞é✜♥✐r ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❡♥tr❡ ✉♥❡ n✲❢♦♥❝t✐♦♥ fn ❡t ✉♥❡ k✲❢♦♥❝t✐♦♥ gk q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✱
✺✾P♦✉r ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❡t ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✱
♦♥ ♣♦✉rr❛ s❡ ré❢ér❡r ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉r ❧❛ ❝♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ♣❛r ❙❝❤r❡✐❡r✳
✻✵■❧ ❝✐t❡ ❬✷✷✵❪ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✷✹✻❪ ❞❡ ❲✐tt✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ tr❛✐t❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs
❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ♠❛✐s ♥❡ ❞é♣❛ss❡ ♣❛s ❧❡ ❞❡❣ré 2✳
❚❡✐❝❤♠ü❧❧❡r✱ ♣❛r ❝♦♥tr❡✱ ❛ ♦✛❡rt ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s 3✲s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝
❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡s✱ ❝❢✳ ❬✷✷✵❪✳
✷✷✾
♣♦✉r t♦✉s k ❡t n✳ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t (fn ∪ gk) ❡st ✉♥❡ (n+ k)✲❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿
(fn∪gk)(x1, x2, ..., xn+k) = fn(x1, x2, ..., xn)gk(x−1n xn+1, x−1n xn+2, ..., x−1n xn+k),
s✐ n > 0 ❡t k > 0✱ ❡t ✿
(fn ∪ g0)(x1, x2, ..., xn) = fn(x1, x2, ..., xn)g0,
(f 0 ∪ gk)(x1, x2, ..., xk) = f 0gk(x1, x2, ..., xn).
❙✐ J ❡st ✉♥✐t❛✐r❡ ❛❧♦rs ❧❛ 0✲❢♦♥❝t✐♦♥ f 0 = 1 ❥♦✉❡ ❧❡ rô❧❡ ❞❡ ♥❡✉tr❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦✲
❞✉✐t ∪✳ ◗✉❡❧q✉❡s ❝❛❧❝✉❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❝❡ ♣r♦❞✉✐t ❡st ❛ss♦❝✐❛t✐❢✱
❡t q✉✬✐❧ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞✉ ❝♦❜♦r❞ ❛✐♥s✐ ✿
δ(fn ∪ gk) = (δfn ∪ gk) + (−1)n(fn ∪ δgk).
❈❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬ét❛❜❧✐r ❧❡s rè❣❧❡s ✿
❝♦❝②❝❧❡ ∪ ❝♦❝②❝❧❡ = ❝♦❝②❝❧❡✱
❝♦❝②❝❧❡ ∪ ❝♦❜♦r❞ = ❝♦❜♦r❞✱
❝♦❜♦r❞ ∪ ❝♦❝②❝❧❡ = ❝♦❜♦r❞✱
❣râ❝❡ ❛✉①q✉❡❧❧❡s ✐❧ ❞❡✈✐❡♥t ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✉ ❝♦❝②❝❧❡ fn∪gk
❡st ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✉ ❝♦❝②❝❧❡ fn ❡t
❞✉ ❝♦❝②❝❧❡ gk✳ ❆✐♥s✐ ∪ ❡st✲✐❧ ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❛ss♦❝✐❛t✐❢ ❡t ❞✐str✐❜✉t✐❢ ❞❡ Γn(G, J)×
Γk(G, J) ❞❛♥s Γn+k(G, J)✱ ❝❡ q✉✐ s❡ s②♥t❤ét✐s❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✻✶ ✿
❙✐ J ❡st ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ✉♥✐t❛✐r❡✱ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ∪ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡
❞✐r❡❝t❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ Γn(G, J)✱ n ∈ N✱ ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ P (G, J)✱
❛♣♣❡❧é ✏❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡✻✷ ❞❡ G ♣❛r r❛♣♣♦rt à J✑✳
▲✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡st ❧❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉té ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞✬❊❝❦✲
♠❛♥♥✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡♥ ✈♦✐r ❞✬❛✉tr❡s✱ ♠❛✐s q✉✐ ❛✈❛✐❡♥t ❞é❥à été ❡①♣♦sé❡s ♣❡✉
❛✈❛♥t ♣❛r ❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡ ✭✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t✱ ❢❛✉t✲✐❧ ❧❡ r❛♣♣❡❧❡r✮✳ ❊♥
❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts✱ ❊❝❦♠❛♥♥ r❡♣r❡♥❞ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣rés❡♥t❛✲
t✐♦♥ q✉✬❡♥ ❢❛✐t ❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡✳ P♦✉r ❧❡ r❡st❡✱ ✐❧
❛❞❛♣t❡ à ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡t ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ♣❛rt ❧❡s ✐❞é❡s ❞❡ ❍♦♣❢
s✉r ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✳
❉❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ s♦♥ ❛rt✐❝❧❡✱ ❊❝❦♠❛♥♥ s❡ ❝♦♥s❛❝r❡ ❛✉① ❝♦♠✲
♣❧❡①❡s ❛❜str❛✐ts ❡t à ❧❡✉rs r❡✈êt❡♠❡♥ts✳ ■❧ ❡♠♣r✉♥t❡ à ❊✐❧❡♥❜❡r❣ ✭❬✻✺❪✮ ❧❡
❝❛❞r❡ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡ ❜♦r❞ ✜♥✐ ✭✏❘❛♥❞✲❡♥❞❧✐❝❤ ❑♦♠♣❧❡①✑✮ ❡t ❧✬❛①✐♦♠❛t✐q✉❡
✻✶❈❢✳ ❬✺✾❪ ♣✳ ✷✹✷✳
✻✷✏❈♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡r✐♥❣✑✳
✷✸✵
❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ∪ ❞❛♥s ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ■❧ r❡✈✐❡♥t s✉r ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡
❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✐♥❞✐q✉❛♥t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❧✬❛♥❛❧♦❣✐❡ ❡①✐st❛♥t❡ ❛✈❡❝
❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐❡ ❥✉st❡ ❛✈❛♥t✱ ❧❡s ♣❡♥❞❛♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡
❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡s ♦❜❥❡ts ✐♥tr♦❞✉✐ts ♣♦✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ét❛♥t ❞és✐❣♥és ♣❛r ❧❡s
♠ê♠❡s ❧❡ttr❡s✱ ♠❛✐s ❡♥ ❝❛r❛❝tèr❡ ❣♦t❤✐q✉❡✳ ■❧ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ n✲❢♦♥❝t✐♦♥✱ ♣♦✉r ✉♥
❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❜♦r❞ ✜♥✐ K ❝❡tt❡ ❢♦✐s✱ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛♥t à t♦✉t❡
n✲❝❡❧❧✉❧❡ cn ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ J ✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s n✲❢♦♥❝t✐♦♥s ❡st
❞és✐❣♥é ♣❛r Ln(K, J)✳ ▲❡ ❝♦❜♦r❞✻✸ δfn−1 ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ Ln−1(K, J) ❡st
❞é✜♥✐ ♣❛r δfn−1(cn) = fn−1(∂cn), ♣♦✉r t♦✉t❡ n✲❝❡❧❧✉❧❡ cn✱ s✐ ∂ ❡st ❧❡ ❜♦r❞
s✉r K✳ ▲❡ ❝♦❜♦r❞ δ ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ Ln−1(K, J) ❞❛♥s Ln(K, J) ❞✬✐♠❛❣❡
♥♦té❡ Hn ❡t ❞❡ ♥♦②❛✉ ♥♦té Zn−1✳ ▲❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ Bn(K, J) ❞❡
K à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s J s♦♥t ❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡ ❧❡s q✉♦t✐❡♥ts Zn/Hn✳
❉❡ ♠ê♠❡ q✉✬❊✐❧❡♥❜❡r❣✱ ❊❝❦♠❛♥♥ ♣ré❝✐s❡ ❝♦♠♠❡♥t ❞é✜♥✐r ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ∪
♣♦✉r ❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s s✐♠♣❧✐❝✐❛✉① ❡t ♠❡t ❡♥ ✈❛❧❡✉r ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞✬✏❍♦♠♦❧♦❣✐❡✲
❆❜❜✐❧❞✉♥❣✑ ✭✏❝❤❛✐♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✑ ❞❛♥s ❧❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡ ❞✬❊✐❧❡♥❜❡r❣✮✱ q✉✐ ❞é✲
s✐❣♥❡ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ✭❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣❛r ❞✐♠❡♥s✐♦♥✮ ❡♥tr❡ ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❝♦♠♠✉t❛♥t
à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜♦r❞✻✹✳
■❧ tr❛♥s♣♦s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t à ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❧✬✐❞é❡ ♣rés❡♥t❡ ❝❤❡③ ❍♦♣❢ ❞❡ ❝♦♥s✐✲
❞ér❡r ❧❡ r❡✈êt❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❊♥ ❞✉❛❧✐s❛♥t ♣♦✉r ❧✬❡ss❡♥t✐❡❧ ❧❡s r❛✐s♦♥♥❡✲
♠❡♥ts ❞❡ ❍♦♣❢✻✺✱ ✐❧ r❡tr♦✉✈❡ ❧❡s ♠ê♠❡s rés✉❧t❛ts ❡♥ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡✱ ❞♦♥❝ ét❛❜❧✐t
✉♥ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❜❛s❡ ❡t ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡
r❡✈êt❡♠❡♥t✳
▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ s♦♥ ❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❧✬✐❞é❡ ♣❤❛r❡ ♣❛rt❛❣é❡ ❛✈❡❝ ❊✐✲
❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡✱ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❛ss♦❝✐❡r ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❛❜str❛✐t ❞❡ ❜♦r❞ ✜♥✐
à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ G✳ ▲❡s rés♦❧✉t✐♦♥s ❧✐❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ s✬❛♣♣r♦❝❤❛✐❡♥t ❞❡
❝❡tt❡ ✐❞é❡ ♠❛✐s ❡❧❧❡s ét❛✐❡♥t r❡sté❡s ❛❜str❛✐t❡s ❡t ❣é♥ér❛❧❡s✱ ♥❡ ♣r♦♣♦s❛♥t ♣❛s
✻✸■❧ ✈ér✐✜❡ ❜✐❡♥ δδ = 0✳
✻✹❈❢✳ ❧❡s ♣r♦♣♦s ❞✬❊❝❦♠❛♥♥ ❞❛♥s ❬✶✽✼❪ ♣✳ ✸✸ ✿ ✏✐t s❡❡♠s ♥♦t t♦ ❜❡ ✇✐❞❡❧② ❦♥♦✇♥ t❤❛t
❍❡✐♥③ ❍♦♣❢ ✇❛s t❤❡ ✜rst ♣❡rs♦♥ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❢r❡❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦✈❡r ❛ ❣r♦✉♣ r✐♥❣✳ P❡♦♣❧❡
❞♦♥✬t ❦♥♦✇ t❤❛t ❀ t❤❡② t❛❧❦ ❛❜♦✉t ❊✐❧❡♥❜❡r❣✲▼❝▲❛♥❡ ❜✉t ✐t ✇❛s ❍❡✐♥③ ❍♦♣❢ ✇❤♦ ✐♥✈❡♥✲
t❡❞ ❢r❡❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❍❡ ❛❧s♦ ♣❤r❛s❡❞ ♣r❡❝✐s❡❧② ✇❤❛t ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t t✇♦ ❢r❡❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡
❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ■ ❝❛rr✐❡❞ t❤✐s ❧✐♥❡ ♦❢ t❤♦✉❣❤t ❢✉rt❤❡r ♦♥✳✑ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ s②sté♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ✏❍♦♠♦✲
❧♦❣✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣✑ ❡t ❞❡ ❧❡✉r ♣r♦♣r✐été ❞✬✐♥❞✉✐r❡ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ✭❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡
❞✉❛❧ ✐♥❞✉✐s❛♥t✱ ❧✉✐✱ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡✮ ❡st ✉♥ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞✉ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ♣❛r
❊❝❦♠❛♥♥ ❞❡s ✐❞é❡s ❞❡ ❍♦♣❢ à ❧✬÷✉✈r❡ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❞❡✉① rés♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳
✻✺▲❡ ❞✉❛❧ ❞✬✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①❡s V : K1 → K2✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ ♠♦r✲
♣❤✐s♠❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❡♥ t♦✉t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❡st ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡
❡♥tr❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❝♦❝❤❛î♥❡s ❡♥ t♦✉t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿
V ∗fm = fm ◦ V,
s✐ fm ❡st ✉♥❡ m✲❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ K2✳
✷✸✶
✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ s♣é❝✐✜q✉❡ ❞✬❛ss♦❝✐❡r ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❛❜str❛✐t à ✉♥ ❣r♦✉♣❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t
é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ s❡ ♣♦s❛♥t ❡♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✱ ❛✈❡❝ s✉❝❝ès✱ à ❝❡❧❧❡ ❝♦♥s✐s✲
t❛♥t à ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥ ♣♦❧②è❞r❡ ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞♦♥♥é ❛✜♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r s✉r
❧❡ ♣♦❧②è❞r❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✱ ✈♦✐r❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡✱ ❞✉ ❣r♦✉♣❡✳
❊❝❦♠❛♥♥ ♣r♦❝è❞❡ ❛✐♥s✐ ✿ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❣r♦✉♣❡ G ✐❧ ❞é✜♥✐t✱ ♣♦✉r t♦✉t
n ≥ 1✱ ❧❡s n✲❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ s♦♥ ❢✉t✉r ❝♦♠♣❧❡①❡ KG ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡s s②stè♠❡s
♦r❞♦♥♥és cn = (x1, x2, ..., xn)✱ ❧❡s xi ♣❛r❝♦✉r❛♥t t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ G✳ ■❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ ❡t ✉♥❡ s❡✉❧❡ 0✲❝❡❧❧✉❧❡ c0 ✭❧❡ s②stè♠❡ ✈✐❞❡✮ ❡t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜♦r❞✻✻
∂ ❡st ❞é✜♥✐❡ ✈✐❛ ✿
∂cn = ∂(x1, x2, ..., xn) = (x
−1
1 x2, ..., x
−1
1 xn) +
n∑
i=1
(−1)i(xi, ..., xˆi, ..., xn),
♣♦✉r n ≥ 2✱ ❡t ∂c0 = 0 ❡t ∂c1 = 0 ♣♦✉r t♦✉t❡ 1✲❝❡❧❧✉❧❡✳
❯♥❡ n✲❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥t❡r♣rété❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s n✲❝❡❧❧✉❧❡s KG ❡t ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♦♥t été ♣r✐s❡s ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ✿
δfn(cn+1) = fn(∂cn+1).
■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❧✬é❣❛❧✐té ✿
Γn(G, J) = Bn(KG, J),
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ KG ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡
❞❡ G✳ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t ∪✱ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡
❞✐r❡❝t❡ ❞❡s Bn(KG, J) ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ q✉✐ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡
P (G, J) ❞✉ ❣r♦✉♣❡✳
▼❛✐s ❊❝❦♠❛♥♥ ♥❡ s✬❛rrêt❡ ♣❛s ❛✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ KG✳ ■❧ ❞é✜♥✐t ✉♥ ❛✉tr❡ ❝♦♠✲
♣❧❡①❡✱ K¯G✱ q✉✐ ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ ❞✬êtr❡ ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ❞❡ KG ❞❡
❣r♦✉♣❡ ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ✐s♦♠♦r♣❤❡ à G✱ ❡t ❞✬êtr❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡✳ ■❧ s✬♦❜t✐❡♥t
très s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ♣♦✉r n✲❝❡❧❧✉❧❡s ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ♦r❞♦♥♥és c¯n =
{x0, x1, ..., xn} ❞❡ n+ 1 é❧é♠❡♥ts ❞❡ G ❡t ❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡ ❜♦r❞ ∂ ♣❛r ✿
∂c¯n = ∂{x0, x1, ..., xn} =
n∑
i=0
(−1)i{x0, ..., xˆi, ..., xn}.
❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐r ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ∪ ❞❛♥s KG✳
▲❡ ❢❛✐t q✉❡ K¯G ❡st ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ❞❡ KG s❡ ✈♦✐t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✲
✈❛♥t❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❞❡ G s✉r K¯G ✈✐❛ xc¯n = x{x0, x1, ..., xn} =
{xx0, xx1, ..., xxn} ♣♦✉r x q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❛♥s G✳ ❈❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ G ✐♥❞✉✐t
✻✻❊❧❧❡ ✈ér✐✜❡ ❜✐❡♥ ∂∂ = 0✳
✷✸✷
✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ K¯G ❡t ❝❡tt❡ ❛❝t✐♦♥ ❡st ❜✐❡♥ ❧✐❜r❡✳ ❈❤❛q✉❡ ♦r❜✐t❡ ❞❡ K¯G
s♦✉s G ♣♦ssè❞❡ ✉♥ s❡✉❧ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ {e, x1, ..., xn}✳ ❊❝❦♠❛♥♥ ❞é✜♥✐t
✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ U ❞❡ K¯G ❞❛♥s KG ❡♥ ❛ss♦❝✐❛♥t à t♦✉t❡ ♦r❜✐t❡ ❧❛ n✲❝❡❧❧✉❧❡
(x1, ..., xn) ❞❡ KG✳ ❖♥ ♣♦✉✈❛✐t s✬✐♥t❡rr♦❣❡r s✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❜♦r❞ ✐♠♣♦✲
sé❡ ❞❛♥s KG ♠❛✐s ♦♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉✬❡❧❧❡ ❡st ♣r✐s❡ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ s♦✐t ✈ér✐✜é
U∂ = ∂U ✳
▲❛ q✉❛tr✐è♠❡ ❡t ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞✬❊❝❦♠❛♥♥ ❝♦♠❜✐♥❡ ❧❡s ❞✐✛é✲
r❡♥ts ♦❜❥❡ts ✐♥tr♦❞✉✐ts ❥✉sq✉❡ ❧à ❛✜♥ ❞✬❡①♣❧✐❝✐t❡r ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡
❞✬✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ G ❡t ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ G✳ ▲✬❛♥❛❧♦❣✉❡
❡♥ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✉ rés✉❧t❛t ❞❡ ❍✉r❡✇✐❝③✲❍♦♣❢ ❡st ét❛❜❧✐✱ à s❛✈♦✐r✻✼ ✿
❙✐ K¯ ❡t K¯1 s♦♥t ❞❡s r❡✈êt❡♠❡♥ts ré❣✉❧✐❡rs ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s K ❡t K1
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❛ss♦❝✐és ❛✉ ♠ê♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s✱ ❡t s✐ K¯ ❡t K¯1
s♦♥t ❛❝②❝❧✐q✉❡s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s 0, 1, ..., N − 1 ✭N ≥ 1✮ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ✉♥
❛♥♥❡❛✉ ✉♥✐t❛✐r❡ J ✱ ❛❧♦rs ✿
Bn(K, J) ≃ Bn(K1, J), n = 1, 2, ..., N − 1.
❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❛✈❡❝ K1 = KG✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
❙✐ ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ K ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ G ♣♦ssè❞❡ ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ré❣✉❧✐❡r
K¯ ❛ss♦❝✐é à G✱ ❡t s✐ K¯ ❡st ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s 0, 1, ..., N − 1 ✭N ≥ 1✮
r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ✉♥✐t❛✐r❡ J ✱ ❛❧♦rs ✿
Bn(K, J) ≃ Γn(K, J), n = 1, 2, ..., N − 1.
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧✱ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ∪ ❡st ❜✐❡♥
❞é✜♥✐✱ ♦♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t✱ s♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱
♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡✻✽ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s 0
à N ❞❡ K ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡♥
❞✐♠❡♥s✐♦♥s 0 à N ❞❡ G✳
▲❡ tr❛✈❛✐❧ ❞✬❊❝❦♠❛♥♥ r❡♣r❡♥❞ ❞♦♥❝ ♣♦✉r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ♣❛rt ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
♣r♦♣♦sé❡s ♣❛r ❍♦♣❢ ❡♥ ✶✾✹✷ ❡t ✶✾✹✸✳ ■❧ r❡❥♦✐♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❡ ♠❛îtr❡ ❡t ❛♠✐
❞❛♥s ❧❡ s♦✉❝✐ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té ♦❜s❡r✈é ❡t ♣❛r ❝❡tt❡ ♠ê♠❡ ✈♦❧♦♥té ❞❡ ♣rés❡♥✲
t❡r ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❛✈❛♥t ❞✬❡♥ ❞♦♥♥❡r
❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✳ ▲✉✐ ❛✉ss✐ é♣✉r❡ s❡s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥
✻✼❙❛t③ ■ ♣✳ ✷✻✺✳
✻✽P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ K ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ t♦✉s ❧❡s é❧é✲
♠❡♥ts ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r❡ à N s♦♥t ♣r✐s é❣❛✉① à 0✳
✷✸✸
❣é♦♠étr✐q✉❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ ✭✐❧ ♥❡ s✬❛❣✐t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ♣❛s ❞✬✉♥❡ ✈♦❧♦♥té q✉✐ s✬❡①✲
♣r✐♠❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝❛r ❡❧❧❡ ♦♣èr❡ ❞✬❛❜♦r❞
❞❛♥s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡❧❧❡s✲♠ê♠❡s✮ ❡t ♠❡t ❝♦♥st❛♠♠❡♥t ❡♥
❛✈❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❡t rés✉❧t❛ts✱ s❛♥s ❛tt❡✐♥❞r❡ t♦✉✲
t❡❢♦✐s ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡✱ q✉✐ ✉t✐❧✐s❛✐❡♥t ❡♥ ♦✉tr❡ ❧❡s ✢è❝❤❡s
❡t ❧❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❛❧❧é❣❡❛✐t ❡♥❝♦r❡ ❧❡✉r ♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳
▲❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ♥✬✐♥t❡r✈✐❡♥t ✜♥❛❧❡♠❡♥t q✉✬❡♥ t♦✉t❡ ✜♥ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞✬❊❝❦✲
♠❛♥♥✱ ❧♦rsq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s s✐♠♣❧❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s
❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ❣r♦✉♣❡s✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s s♦✐❡♥t ✐♥❞✐q✉é❡s
♣❛r ❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥ s✉✐ss❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ KG
❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♣♦❧②è❞r❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ G✱
s❡✉❧❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡✳ ❈❡❝✐ ♠♦♥tr❡ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ KG ❡st ❛✈❛♥t
t♦✉t ✉♥ ♦✉t✐❧ t❤é♦r✐q✉❡✱ r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ ❡♥ ❝❡ q✉✬✐❧ ♣❡r♠❡t ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♥♦♥
s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♠❛✐s ❛✉ss✐ s♦♥ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡✻✾✳
❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ KG ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥
❧✐❜r❡✼✵ ❀ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❡♥ ❝❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡st ✈❛❧❛❜❧❡ q✉❡❧ q✉❡
s♦✐t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ KG ✭❡t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✈ér✐✜é❡s ♣❛r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ G✮✳
▲❡ ❢❛✐t ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r à ❛ss♦❝✐❡r ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❛❜str❛✐t à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞♦♥♥é
❡st ✉♥❡ ✐❞é❡ ❢é❝♦♥❞❡ ❡t ✉♥ ❜✉t ❧é❣✐t✐♠❡ ❞ès ❧♦rs q✉✬♦♥ ❛ ré❛❧✐sé q✉❡ ❧❡s
❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❞✉ ♠♦♠❡♥t ♦✛r❡♥t ❞❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❧✐♠✐té❡s à
❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ ♣♦❧②è❞r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞♦♥♥é✳ ❊❝❦✲
♠❛♥♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r été ❡♥❝♦✉r❛❣é à ❝❤❡r❝❤❡r ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ t❡❧ q✉❡ KG ♣❛r ❧❛
❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✻✺❪ ❞✬❊✐❧❡♥❜❡r❣✱ ♦ù ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❧✉s✐❡✉rs
❝♦♠♣❧❡①❡s ❛❜str❛✐ts ❛✜♥ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡t ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✉
❝♦♠♣❧❡①❡ s✐♥❣✉❧✐❡r ❞✬✉♥ ♣♦❧②è❞r❡ s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ s✐♠✲
♣❧✐❝✐❛❧ rés✉❧t❛♥t ❞✬✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧❡ ❞✉ ♣♦❧②è❞r❡✳ P♦✉r ❝❡ q✉✐ ❡st
❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ KG✱ ♦♥ ✈♦✐t ❜✐❡♥ q✉✬✐❧ ❡①♣❧♦✐t❡ ❧❡ ❢❛✐t ♠✐s ❡♥
❧✉♠✐èr❡ ♣❛r ❍♦♣❢ q✉❡ s✐ ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ G ♣♦ssè❞❡ ✉♥ r❡✲
✈êt❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❛❧♦rs s♦♥ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ G✳
■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ♣❛rt✐ ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ K¯G✱ ❞♦♥t ❧❡s n✲❝❡❧❧✉❧❡s ❝♦♥s✐st❡♥t
❡♥ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ♦r❞♦♥♥és c¯n = {x0, x1, ..., xn} ❞❡ n+1 é❧é♠❡♥ts ❞❡ G✱ ❝❡ q✉✐
❝♦♣✐❡ ❧❡ ❝❛s ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s s✐♠♣❧✐❝✐❛✉① ♦ù ❧❡s n✲s✐♠♣❧❡①❡s s♦♥t ❞ét❡r✲
♠✐♥és ♣❛r ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ n+1 s♦♠♠❡ts✳ ▲❡ ❜♦r❞ ❡st ❞é✜♥✐ s✉r K¯G ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s s✐♣❧✐❝✐❛✉①✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❝❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ✐♥tr♦❞✉✐t✱
❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ KG ♣❡✉t s✬♦❜t❡♥✐r ♣❛r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡♥ ❡①♣r✐♠❛♥t
❧❡ ❢❛✐t q✉❡ K¯G ❞♦✐t êtr❡ ✉♥ r❡✈êt❡♠❡♥t ré❣✉❧✐❡r ❞❡ ❣r♦✉♣❡ G ❞❡ KG ❡t ❡♥
✐♠♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ U ✈ér✐✜❡ U∂ = ∂U ✳
▲❡ ❜✉t ❞✬❊❝❦♠❛♥♥ ét❛✐t ✈r❛✐s❡♠❜❧❛❜❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝ré❡r ❧❡ ♣❡♥❞❛♥t ❝♦❤♦♠♦✲
✻✾❈❢✳ ❬✺✾❪ ♣✳ ✷✻✽✳
✼✵❈❡ ♥✬❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ✉♥ ❛s♣❡❝t ✐♥❞✐q✉é ♣❛r ❊❝❦♠❛♥♥✳
✷✸✹
❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ✶✾✹✷ ❞❡ ❍♦♣❢✳ ■❧ ❡st ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ❥✉st✐✜é ❞❡ s✬✐♥tér❡ss❡r
à ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ q✉✬❡❧❧❡ ♣rés❡♥t❡ ♣❧✉s ❞❡ str✉❝t✉r❡ q✉❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✱ ✈✉ q✉✬✉♥
♣r♦❞✉✐t ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐ ✿ ❧❡ rés✉❧t❛t ♠✐s ❡♥ ❛✈❛♥t ♣❛r ❊❝❦♠❛♥♥ ❞❛♥s ❧❡ t✐tr❡ ❞❡
s♦♥ ❛rt✐❝❧❡ ❡st ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡
q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧ ♥❡ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡ ♣❛s ❞❡ tr❛♥s❢ér❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦✲
❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛✉① ❣r♦✉♣❡s✱ ✐❧ ❞♦♥♥❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ♣❡♥❞❛♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡
❞✉ ♣r♦❞✉✐t ✏❝✉♣✑✳ ❈❡ ❢❛✐s❛♥t✱ s❛ ✈♦❧♦♥té ✭❞é❥à ♣rés❡♥t❡ ❝❤❡③ ❍♦♣❢✮ ❞✬❛❧❧❡r
❛✉✲❞❡❧à ❞❡ ❧❛ s✐♠♣❧❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①❡s
s♦✉♠✐s à ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✼✶ ❡♥ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✱ ❡♥ ❡①♣❧✐❝✐t❛♥t ❛❧❣é✲
❜r✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡t ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡✱ s✬❡st
❝♦♥❝rét✐sé❡ ♣❛r ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❛❜str❛✐t✼✷ ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ❣r♦✉♣❡
G q✉✐ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♠ê♠❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❤♦♠♦❧♦❣✐q✉❡s ❡t ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐q✉❡s q✉❡
G✳
▲❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❍♦♣❢✱ ❞❡ ❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧ ❡t ❡♥✜♥ ❞✬❊❝❦♠❛♥♥ ♠❛rq✉❡♥t
❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❧❛ ♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✱ ❜✐❡♥
q✉✬✐❧ ❡♥ ♠❛♥q✉❡ ❡♥❝♦r❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥❝rèt❡s ♣♦✉r ❝♦♥✜r♠❡r ❧✬✐♥térêt ❞❡
❝❡s t❤é♦r✐❡s ❡t ❡♥ ♣ér❡♥♥✐s❡r ❧✬ét✉❞❡✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t❤é♦r✐q✉❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r
♣♦✐♥❞r❡ ❞❡✉① q✉❡st✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞✬❊❝❦♠❛♥♥✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛
t♦♣♦❧♦❣✐❡✱ ❝♦♠♠❡♥t ét❡♥❞r❡ ❝❡s t❤é♦r✐❡s q✉✐ s❡ s♦♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❝réé❡s ❛✉t♦✉r
❞✉ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❡t ❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧✱ à
❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♣❧✉s ❣é♥ér❛✉① ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✱
q✉❡❧❧❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ♣❡✉t✲♦♥ ❞♦♥♥❡r à ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣é✲
r✐❡✉r❡ à 2 ❄ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ q✉❡st✐♦♥ s❡ ✈♦✐t ❛♣♣♦rt❡r ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ♣❛r ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡
s✐♥❣✉❧✐èr❡ ❞✬❊✐❧❡♥❜❡r❣✼✸ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ s❡ ✈♦✐t s❛t✐s❢❛✐t❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
3 ♣❛r ❞❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡s✳ ▲❡
♣r♦❝❤❛✐♥ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❝♦♥s❛❝ré à ❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡✱ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r❛ ❝❡s ♣♦✐♥ts✳
✼✶❊♥ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❧✬❛❝②❝❧✐❝✐té ❞❛♥s ❧❡ r❡✈êt❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ ♦✉ ❧✬❛s♣❤ér✐❝✐té ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♠✲
♣❧❡①❡ ❜❛s❡✳
✼✷❈❡tt❡ ✐❞é❡ s✬❡st ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❡t s✬❡st ❝r✐st❛❧❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝♦✉rs ❝❧❛ss✐q✉❡s ❡♥
❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❜❛r ♥♦t❛♠♠❡♥t✳
✼✸❈❡ q✉✬❊❝❦♠❛♥♥ ❛✈❛✐t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs s❡♥t✐✱ ❝❢✳ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❬✺✾❪ ♣✳ ✷✸✺ ✿ ✏❉❡r Ü❜❡r✲
❣❛♥❣ ③✉r s✐♥❣✉❧är❡♥ ❍♦♠♦❧♦❣✐❡t❤❡♦r✐❡ ❞ür❢t❡ ❡s ❣❡st❛tt❡♥✱ ❞✐❡ ❘❡s✉❧t❛t❡ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ❛✉❢
❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡r❡ ❘ä✉♠❡ ③✉ ü❜❡rtr❛❣❡♥✳✑
✷✸✺
✷✸✻
❈❤❛♣✐tr❡ ✾
❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡
✾✳✶ ❙❛♠✉❡❧ ❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ❙❛✉♥❞❡rs ▼❛❝ ▲❛♥❡
❙❛♠✉❡❧ ❊✐❧❡♥❜❡r❣✶ ❡st ♥é ❡♥ P♦❧♦❣♥❡✱ à ❱❛rs♦✈✐❡✱ ❡♥ ✶✾✶✸✱ ❡t s✬❡st ét❡✐♥t
à ◆❡✇ ❨♦r❦ ❡♥ ✶✾✾✽✳ ■❧ ❢✉t ✉♥ ét✉❞✐❛♥t ❞❡ ❑❛r♦❧ ❇♦rs✉❦ à ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡
❱❛rs♦✈✐❡ ❡t ✜t ❞♦♥❝ ✉♥ t❡♠♣s ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝é❧è❜r❡ é❝♦❧❡ ♣♦❧♦♥❛✐s❡ ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡
✭q✉✐ ❝♦♠♣t❛ ❝♦♠♠❡ r❡♣rés❡♥t❛♥ts ❇❛♥❛❝❤✱ ❇♦rs✉❦✱ ❍❛❤♥✱ ❑✉r❛t♦✇s❦✐✱ ❙✐❡r✲
♣✐➠s❦✐✱ ❡t❝✳✮ q✉✐ ❛✈❛✐t ✈✉ s❡ ré✈é❧❡r ♣❡✉ ❛✈❛♥t ❧✉✐ ❲✐t♦❧❞ ❍✉r❡✇✐❝③✳ ❙❛ t❤ès❡
❝♦♥❝❡r♥❛✐t ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✉ ♣❧❛♥ ❡t ❢✉t✱ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞❡ s❛ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥
❞❛♥s ❧❛ r❡✈✉❡ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛✷✱ ❜✐❡♥ ❛❝❝✉❡✐❧❧✐❡ ❡♥ P♦❧♦❣♥❡ ❛✐♥s✐
q✉✬❛✉① ❊t❛ts✲❯♥✐s✳ ❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❛ s❡♠❜❧❡✲t✲✐❧ r❛♣✐❞❡♠❡♥t ✐♥té❣ré ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t
❛❧❣é❜r✐q✉❡ à s❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❀ ❝✬❡st ❡♥ t♦✉t ❝❛s ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞❡ ▼❛❝ ▲❛♥❡ ❛✉ ✈✉
❞✬✉♥ ❞❡ s❡s ❛rt✐❝❧❡s ❬✻✶❪✱ ♣❛r✉ ❡♥ ✶✾✸✾✱ ♦ù ✐❧ ét✉❞✐❛✐t ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❣r♦✉♣❡
❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡t ❤♦♠♦t♦♣✐❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✸✳ ❙✉rt♦✉t✱ ▼❛❝ ▲❛♥❡ ♠❡t ❡♥ ❛✈❛♥t ❧❛
❝❛♣❛❝✐té ❞✬❊✐❧❡♥❜❡r❣ à ❝❧❛r✐✜❡r ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❝♦♥❢✉s❡ ❞❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s à ✉♥
♠ê♠❡ s✉❥❡t✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧ ❧✬❛ ❢❛✐t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡✹ ❞♦♥t
✐❧ ❛ s✉ ❞♦♥♥❡r ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❝❧❛✐r ❡t ❛❝❤❡✈é✺✳
❉ès ❧❛ ✜♥ ❞❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✸✵✱ ❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❛♣♣❛r❛ît ♠❛♥✐❢❡st❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡
✶▲❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s r❡♣r♦❞✉✐s♦♥s ✐❝✐ s♦♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t t✐ré❡s ❞❡ ❬✶✽❪ ❡t ❬✶✸✹❪✳
✷❈❢✳ ❬✻✵❪ ❀ ❧❡ t❡①t❡ ❡st ❡♥ ❢r❛♥ç❛✐s✳
✸❈❢✳ ❧❡s ♠♦ts ❞❡ ▼❛❝ ▲❛♥❡ à ❝❡ s✉❥❡t✱ ❞❛♥s ❬✶✽❪ ✿ ✏❆❧❣❡❜r❛ ✇❛s ♥♦t ❢♦r❡✐❣♥ t♦ ❤✐s
t♦♣♦❧♦❣② ✦✑
✹◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❝❡ ♣♦✐♥t ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳
✺▼❛❝ ▲❛♥❡ ✈♦✐t ❝❡tt❡ ❛♣t✐t✉❞❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✏st②❧❡✑✳ ■❧ s❡♠❜❧❡ ❛✐♥s✐ s✐❣♥✐✜❡r q✉❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té
❞❡ ❝❧❛r✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬❊✐❧❡♥❜❡r❣ s❡ r❡ss❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s s❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ❡t ❞❛♥s
s❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ré❞✐❣❡r ✉♥ ❛rt✐❝❧❡✳ ❈❢✳ ❬✶✺✵❪ ♣✳ ✶✸✹ ✿ ✏❚❤✐s ♣❛♣❡r ✭❬✻✹❪✮ ✐s ❛ ✜♥❡ ❡①❛♠♣❧❡
♦❢ ❙❛♠♠②✬s ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❛♥❞ st②❧❡ ✕ t❤❡ s❛♠❡ st②❧❡ ✐s ❛❧s♦ ❡①❤✐❜✐t❡❞ ✐♥ ❤✐s ✶✾✹✹ ♣❛♣❡r ♦♥
✏❙✐♥❣✉❧❛r ❍♦♠♦❧♦❣②✑✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❤❡ ❝❛r✈❡❞ ♦✉t ✭❢r♦♠ ❝♦♥❢✉s✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ✐♥ ✈❛r✐♦✉s t❡①ts
❛❜♦✉t ♦r✐❡♥t❡❞ s✐♠♣❧✐❝❡s ❛♥❞ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ s✐❣♥s✮ t❤❡ ❝❧❡❛r ❛♥❞ ❞✐r❡❝t ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r
❝♦♠♣❧❡①✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ st✐❧❧ ✉s❡✳✑
✷✸✼
✉♥ s♣é❝✐❛❧✐st❡ ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥ r②t❤♠❡ é❧❡✈é ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ■❧ ♣✉❜❧✐❛
ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ r❡✈✉❡ ♣♦❧♦♥❛✐s❡ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛ ❡t✱ ❞ès s♦♥
❛rr✐✈é❡ ❛✉① ❊t❛ts✲❯♥✐s✱ ❞❛♥s ❧❡s r❡✈✉❡s ❛♠ér✐❝❛✐♥❡s ❧❡s ♣❧✉s ♣r❡st✐❣✐❡✉s❡s✳
■❧ ❛✈❛✐t ♠ê♠❡ ❞é❥à été ♣✉❜❧✐é ❞❛♥s ❧❡s ❆♥♥❛❧s ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛❧♦rs q✉✬✐❧
ét❛✐t ❡♥❝♦r❡ ❡♥ P♦❧♦❣♥❡ ❡t✱ à ❝❡tt❡ ♣ér✐♦❞❡✱ s❡s tr❛✈❛✉① ét❛✐❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t
r❡❝♦♥♥✉s ❡♥ ❋r❛♥❝❡✱ ✈✐❛ ❞❡s ♣❛r✉t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ❈♦♠♣t❡s ❘❡♥❞✉s ❞❡ ❧✬❆❝❛❞é♠✐❡
❞❡s ❙❝✐❡♥❝❡s✳ ❖♥ ❧❡ tr♦✉✈❡ à ❝❡tt❡ é♣♦q✉❡ tr❛✈❛✐❧❧❛♥t s✉r ❞✐✈❡rs t❤è♠❡s ❞❡
t♦♣♦❧♦❣✐❡✱ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛✉① t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❞✉❛❧✐té✱ ❡♥ ♣❛ss❛♥t
♣❛r ❧✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡t ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ♥❛✐ss❛♥t❡s✳
■❧ q✉✐tt❛ ❧❛ P♦❧♦❣♥❡ ❡♥ ✶✾✸✾✱ s✉r ❧❡s ❝♦♥s❡✐❧s ❞❡ s♦♥ ♣èr❡ ❛❧❛r♠é ♣❛r
❧❛ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛②s✳ ■❧ ❣❛❣♥❛ ❧❡s ❊t❛ts✲❯♥✐s ❡♥ ❛✈r✐❧ ❡t
❝♦♠♠❡♥ç❛ ♣❛r s❡ r❡♥❞r❡ à Pr✐♥❝❡t♦♥✱ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧✬❛✈❛✐t ❢❛✐t s♦♥ ❝♦♠♣❛tr✐♦t❡
❍✉r❡✇✐❝③ ❡♥ ✶✾✸✻✳ ❆ Pr✐♥❝❡t♦♥✱ ❱❡❜❧❡♥ ❡t ▲❡❢s❝❤❡t③ s✬❡✛♦rç❛✐❡♥t ❞❡ tr♦✉✈❡r
❞❡s ♣♦st❡s ❛✉① ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s ré❢✉❣✐és ❀ ✐❧s ❧✉✐ ❡♥ ♦❜t✐♥r❡♥t ✉♥ à ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té
❞✉ ▼✐❝❤✐❣❛♥✳ ■❧ s✬② tr♦✉✈❛✐t ✉♥❡ éq✉✐♣❡ ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ré❝❡♠♠❡♥t
r❡♥❢♦r❝é❡ ♣❛r ❧✬❛rr✐✈é❡ ❞❡ ◆♦r♠❛♥ ❙t❡❡♥r♦❞✻✳
❙❛✉♥❞❡rs ▼❛❝ ▲❛♥❡ ❢✉t ❥✉st❡♠❡♥t ✐♥✈✐té à s✬❡①♣r✐♠❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s
✏❝♦✉rs ❆❧❡①❛♥❞❡r ❩✐✇❡t✑ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞✉ ▼✐❝❤✐❣❛♥ ❡♥ ✶✾✹✶✳ ❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❢✉t
✉♥ ♠❡♠❜r❡ ❛ss✐❞✉ ❞❡ s❡s ❡①♣♦sés ♠❛✐s✱ ♥❡ ♣♦✉✈❛♥t ❛ss✐st❡r à s♦♥ ❞❡r♥✐❡r
❝♦✉rs✱ ✐❧ ❧✉✐ ❞❡♠❛♥❞❛ ❞❡ ❧✉✐ ❡♥ ❡①♣❧✐q✉❡r ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉✼ à ❧✬❛✈❛♥❝❡✳ ❈❡t é♣✐s♦❞❡
♠❛rq✉❛ ❧❡ ❞é❜✉t ❞✬✉♥❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ très ❢r✉❝t✉❡✉s❡✽✳
❙❛✉♥❞❡rs ▼❛❝ ▲❛♥❡✾ ét❛✐t ✉♥ ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥ ❛♠ér✐❝❛✐♥ ✭✶✾✵✾✲✷✵✵✺✮✳ ❉✐✲
♣❧ô♠é ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❨❛❧❡ ❡♥ ✶✾✷✾✱ ✐❧ ❢✉t ❛tt✐ré à ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❈❤✐❝❛❣♦✱
♥♦t❛♠♠❡♥t ♣❛r ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ✏❢❡❧❧♦✇s❤✐♣✑ ❞❡ s♦♥ Prés✐❞❡♥t✳ ■❧ ❢✉t ♣❧✉tôt
❞éç✉ ❞❡ ❝❡tt❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡✱ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝❛r ✐❧ ♥❡ ✈✐t ❛✉❝✉♥ ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥
❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ♣♦✉r ❡♥❝❛❞r❡r ❧❛ t❤ès❡ ❞❡ ❧♦❣✐q✉❡ q✉✬✐❧ s♦✉❤❛✐t❛✐t ré❛❧✐s❡r✳ ■❧ ✜t
✉♥❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡ ❜♦✉rs❡ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❡♥ ❆❧❧❡♠❛❣♥❡✱ ❡t ❧✬♦❜t✐♥t✳ ❈✬❡st ❛✐♥s✐
q✉✬✐❧ ♣❛rt✐t ♣♦✉r ●ött✐♥❣❡♥ ❡♥ ✶✾✸✶✱ ❧✐❡✉ ✐❞é❛❧ ♣♦✉r tr❛✈❛✐❧❧❡r ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡✱ ❛✈❡❝
❉❛✈✐❞ ❍✐❧❜❡rt ✭❝❡rt❡s r❡tr❛✐té✮✱ ❍❡r♠❛♥♥ ❲❡②❧ ♦✉ P❛✉❧ ❇❡r♥❛②s ♥♦t❛♠♠❡♥t✳
✻❈❢✳ ❧❡s ♣r♦♣♦s ❞❡ ▼❛❝ ▲❛♥❡ ❞❛♥s ❬✶✽❪ ♣✳ ✶✸✹✻ ✿ ✏❙❛♠♠②✬s ✇♦r❦ ✐♥ t♦♣♦❧♦❣② ✇❛s ✇❡❧❧
❦♥♦✇♥✱ s♦ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r ❤✐♠ ✇❛s ❢♦✉♥❞ ❛t t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ▼✐❝❤✐❣❛♥✳ ❚❤❡r❡ ❘❛② ❲✐❧❞❡r
❤❛❞ ❛♥ ❛❝t✐✈❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❚♦♣♦❧♦❣✐sts✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ◆♦r♠❛♥ ❙t❡❡♥r♦❞✱ t❤❡♥ ❛ r❡❝❡♥t Pr✐♥❝❡t♦♥
P❤✳❉✳ ❙❛♠♠② ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✜tt❡❞ ✐♥✱ ❞✐❞ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ r❡s❡❛r❝❤ ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇✐t❤ ❲✐❧❞❡r✱
❖✳●✳ ❍❛rr♦❧❞ ❛♥❞ ❉❡❛♥ ▼♦♥t❣♦♠❡r②✮✳✑
✼❈❢✳ ❬✶✺✸❪ ♣✳ ✸✵✳
✽◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❜✐❡♥ sûr ❡♥ ♣❛r❧❡r ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳ ◗✉❡ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r s♦✐t ♥é❛♥♠♦✐♥s ❞é❥à ✐♥❢♦r♠é
❞❡ ❝❡ q✉❡ ❧❡s ❛rt✐❝❧❡s é❝r✐ts ❡♥ ❝♦♠♠✉♥ ♣❛r ❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡✱ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ q✉✐♥③❡✱
♦♥t été ré✉♥✐s ❡♥ ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ s♣é❝✐❛❧ ❬✼✹❪✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ✐❞é❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡
❧❡✉r ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥✳
✾❈♦♥❝❡r♥❛♥t ▼❛❝ ▲❛♥❡✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ s♦♥ ❛✉t♦❜✐♦❣r❛♣❤✐❡✱
❝❢✳ ❬✶✺✺❪✳
✷✸✽
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é❥à ♠❡♥t✐♦♥♥é✱ ●ött✐♥❣❡♥ ét❛✐t ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡
♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❝❡♥tr❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬é♣♦q✉❡✳ ▼❛❝ ▲❛♥❡ ❡✉t ❞♦♥❝ ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥
❞❡ ❞é❝♦✉✈r✐r t♦✉t❡s s♦rt❡s ❞❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠❛✐♥s ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐✲
❝✐❡♥s ❧❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣ét❡♥ts✳ ■❧ ♣✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❥✉❣❡r ❞❡ ❧✬é♠❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❆❧❣è❜r❡
▼♦❞❡r♥❡✳ ❯♥ ♣❡t✐t ❡①❡♠♣❧❡ q✉✬✐❧ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ à ❧❛ ♣❛❣❡ ✺✵ ❞❡ ❬✶✺✺❪ tr❛❞✉✐t
❜✐❡♥ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❝❡ q✉✐ s❡ ❢❛✐s❛✐t à ●ött✐♥❣❡♥ ❡♥ ❛❧❣è❜r❡✱ ❡t ❝❡ q✉✐
s✬② ❢❛✐s❛✐t à ❈❤✐❝❛❣♦ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳ ❆ ❈❤✐❝❛❣♦✱ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❛♥s ✉♥ R✲❡s♣❛❝❡
✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ét❛✐t ✉♥ n✲✉♣❧❡t ❞❡ ré❡❧s ❀ à ●ött✐♥❣❡♥✱ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r
ét❛✐t ✉♥❡ ✢è❝❤❡ ❡t ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦❜❥❡ts ❛♣♣❡❧és ✈❡❝t❡✉rs✱
♦❜é✐ss❛♥t à ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❡t ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥ s❝❛❧❛✐r❡✳✳✳
▼❛✐s ❧✬❡✛❡r✈❡s❝❡♥❝❡ ✐♥t❡❧❧❡❝t✉❡❧❧❡ ❞❡ ●ött✐♥❣❡♥ ♥❡ s❡ ❧✐♠✐t❛✐t ♣❛s ❛✉① ♠❛✲
t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡✱ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ❡t ❧❛ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ② ét❛♥t
é❣❛❧❡♠❡♥t très ✈✐✈❛♥t❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ sé❥♦✉r ❞❡ ▼❛❝ ▲❛♥❡ à ●öt✲
t✐♥❣❡♥ ❡✉t ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❛♥s s♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ t❛♥t q✉✬❤♦♠♠❡
❞❡ s❝✐❡♥❝❡✳ ❈♦❧✐♥ ▼❝▲❛rt②✱ ❞❛♥s ❬✶✻✷❪ ❡t ❬✶✻✹❪✱ ❛♥❛❧②s❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐❡
♣❤✐❧♦s♦♣❤✐q✉❡ ❡t ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ●ött✐♥❣❡♥ ❡♥tr❡ ✶✾✸✶ ❡t ✶✾✸✸ s✉r ❧❡s ♠❛✲
t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ▼❛❝ ▲❛♥❡✱ ❡t ❧❡✉r ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡✳ ❉❛♥s ❬✶✻✹❪✱ ✐❧
❞♦♥♥❡ q✉❡❧q✉❡s ♣ré❝✐s✐♦♥s s✉r ❧❛ ♣❡♥sé❡ ❞❡ ●❡✐❣❡r ❡t ❞❡ ❲❡②❧✱ q✉❡ ▼❛❝ ▲❛♥❡
❛ s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t ét✉❞✐és à ❝❡tt❡ é♣♦q✉❡✳ ■❧ ❛♣♣❛r❛ît q✉❡ ▼❛❝ ▲❛♥❡ ❢✉t s❡♥✲
s✐❜❧❡ à ❧❛ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ❧✬✐❞é❡ q✉❡ ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡
♥✬♦♣ér❛✐t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s à ✉♥ ❥❡✉ ❞❡
s✐❣♥❡s✱ ♠❛✐s ♣♦✉✈❛✐t ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ❛♣♣♦rt❡r ❜❡❛✉❝♦✉♣ à ❧❡✉r ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥
s✬✐❧ ét❛✐t ✉t✐❧✐sé ❛✉ ♣❧✉s ♣rès ❞❡ ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❡t ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❡❧❧❡✳
❈❡❧❛ ❞✐t✱ ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡s ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❡t ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐q✉❡s ❞❡
▼❛❝ ▲❛♥❡ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ré❞✉✐t❡s à ●ött✐♥❣❡♥✳ ▼❝▲❛rt② ✭❬✶✻✷❪ ♣✳ ✷✸✽✲✾✮
♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❊✳ ❍✳ ▼♦♦r❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡
❞❡ ❧❛ ♣❡rs♦♥♥❛❧✐té ❞❡ ▼❛❝ ▲❛♥❡✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ s✉✐✈❛♥t ❞❡ ▼♦♦r❡ ✭❝❢✳ ❬✶✻✽❪ ♣✳
✾✽✮✱ r❛♣♣♦rté ♣❛r ▼❝▲❛rt② ✿
✏t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥❛❧♦❣✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝❡♥tr❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ✈❛r✐♦✉s t❤❡♦r✐❡s
✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❛❜str❛❝t t❤❡♦r② ✇❤✐❝❤ ✉♥❞❡r❧✐❡s t❤❡
♣❛rt✐❝✉❧✐❛r t❤❡♦r✐❡s ❛♥❞ ✉♥✐✜❡s t❤❡♠ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤♦s❡ ❝❡♥tr❛❧ ❢❡❛t✉r❡s✑
❡st ❛ss✉ré♠❡♥t ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❛✉q✉❡❧ ▼❛❝ ▲❛♥❡ ❛ ❛❞❤éré ❡t q✉✐ tr♦✉✈❡ s♦♥
❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❡t✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s
❝♦♥❝❡r♥❡ ♣❧✉s✱ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✳
▼❛❝ ▲❛♥❡ ♠✐t ❧❡ ♣♦✐♥t ✜♥❛❧ à s❛ t❤ès❡ ❡♥ ✶✾✸✸✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ♥✬❡✉t ♣❛s ✉♥
❣r❛♥❞ s✉❝❝ès ♠❛✐s ✐❧ ❢❛✉t ❛❞♠❡ttr❡ q✉❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♥✬ét❛✐t ♣❛s
✉♥❡ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ❡♥❝♦r❡ ❜✐❡♥ r❡❝♦♥♥✉❡ ♣❛r ❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s✳ ❆✐♥s✐ ▼❛❝ ▲❛♥❡
❞é❝✐❞❛ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ♣❧✉tôt s❡ ❝♦♥s❛❝r❡r à ❧✬❛❧❣è❜r❡✱ r❡♥❢♦r❝é ❞❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡
♣❛r s♦♥ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❛❧❧❡♠❛♥❞❡s✳
✷✸✾
❉❡ r❡t♦✉r à ❨❛❧❡✱ ✐❧ ❝♦♠♠❡♥ç❛ ♣❛r tr❛✈❛✐❧❧❡r à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s✳ ▲✬❛♥♥é❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✐❧ ♣r✐t ✉♥
♣♦st❡ à ❍❛r✈❛r❞ ❡t s✬❛tt❡❧❛ ♥♦t❛♠♠❡♥t à ✉♥ ❝♦✉rs ❞✬❛❧❣è❜r❡ ❡♥ s✬✐♥s♣✐r❛♥t ❞❡
❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ◆♦❡t❤❡r ❡t ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❡r❞❡♥✳ ■❧ ② ✜t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡
❞❡ ❍❛ss❧❡r ❲❤✐t♥❡② q✉✐ tr❛✈❛✐❧❧❛✐t ❛❧♦rs s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s q✉❛tr❡ ❝♦✉❧❡✉rs✳
▼❛❝ ▲❛♥❡ ❢✉t ✐♥tér❡ssé ♣❛r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❲❤✐t♥❡② ❡t ré✢é❝❤✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✉
♣r♦❜❧è♠❡✳ ❈✬❡st ❛✐♥s✐ q✉✬✐❧ s❡ ♠✐t à ét✉❞✐❡r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s
❛✉q✉❡❧ ✐❧ ♥✬❛✈❛✐t ❥✉sq✉❡ ❧à q✉❡ ♣❡✉ t♦✉❝❤é✱ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡✱ ❡t ✐❧ ❡♥ ❛♣♣r✐t s❡♠❜❧❡✲
t✲✐❧ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❛✉♣rès ❞❡ ❲❤✐t♥❡②✳
❆♣rès êtr❡ ♣❛ssé ♣❛r ❈♦r♥❡❧❧ ❡t ❈❤✐❝❛❣♦ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉✱ ▼❛❝ ▲❛♥❡ r❡✈✐♥t à
❍❛r✈❛r❞ ❡♥ ✶✾✸✽✳ ■❧ ② é❧❛❜♦r❛ ❛✈❡❝ ●❛rr❡tt ❇✐r❦❤♦✛ ✉♥ tr❛✐té ❞✬❛❧❣è❜r❡✶✵ q✉✐✱
s❡❧♦♥ ❧✉✐✱ ❢✉t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r tr❛✐té ❛♠ér✐❝❛✐♥ ❞❡st✐♥é ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ❝②❝❧❡ ✉♥✐✈❡rs✐t❛✐r❡✱
❛❞♦♣t❛♥t ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧✬❆❧❣è❜r❡ ▼♦❞❡r♥❡✳
❚r♦✉✈❛♥t q✉✬✐❧ ❧✉✐ ♠❛♥q✉❛✐t ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ♣❧✉s ét❡♥❞✉❡s ❡♥ ♠❛t❤é♠❛✲
t✐q✉❡s✱ s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞❡ ❧✉✐ ♦✉✈r✐r ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❝❤❛♠♣s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ▼❛❝ ▲❛♥❡
s❡ ❞✐t q✉✬✐❧ ❧✉✐ s❡r❛✐t ♣r♦✜t❛❜❧❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s
♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s✳ ❊♥ s❡ r❡♥❞❛♥t à ❧❛ ❈♦♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té
❞✉ ▼✐❝❤✐❣❛♥✶✶✱ ▼❛❝ ▲❛♥❡ s❡ r❡♥❞✐t ❝♦♠♣t❡ q✉✬✐❧ ét❛✐t ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ♣rêt à
tr❛✈❛✐❧❧❡r ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳
■❧ s✬ét❛✐t ❡♥ ❢❛✐t ❞é❥à ❧❛♥❝é ❞❛♥s ✉♥❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✕ q✉✐ s✬ét❡♥❞✐t ❞❡ ✶✾✸✽
à ✶✾✹✶ ✕ ❛✈❡❝ ❖tt♦ ❙❝❤✐❧❧✐♥❣✱ ♠❛✐s ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s✳ ❙❝❤✐❧✲
❧✐♥❣ ❡t ❧✉✐ t❡♥tèr❡♥t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❛✉①
❡①t❡♥s✐♦♥ ♥♦r♠❛❧❡s ❞❡ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ✭❝❢✳ ❬✶✺✻❪✮✳ ▲❡✉r tr❛✈❛✐❧ s✬✐♥s❝r✐t ❡♥
♣❧❡✐♥ ❞❛♥s ❧❛ ✈♦❧♦♥té ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❛✉①
❡①t❡♥s✐♦♥s ♥♦♥ ❛❜é❧✐❡♥♥❡s✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s é✈♦q✉é❡ ❡♥ ✸✳✶✳✷✳ ■❧s ❢♦♥t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs
ré❢ér❡♥❝❡ à ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ◆♦❡t❤❡r✶✷ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ♥♦♥ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡s
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡s✳ ▼❛❝ ▲❛♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛✐t ❞é❥à ❡♥ ♣❛r✲
t✐❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❧❛ss❡s✱ ❛②❛♥t ❛ss✐sté à ✉♥ ❝♦✉rs ❞✬❊♠✐❧ ❆rt✐♥ s✉r
❝❡ s✉❥❡t ❛❧♦rs q✉✬✐❧ ét❛✐t à ●ött✐♥❣❡♥✳ ▼❛✐s ✐❧ ❛✈❛✐t tr♦✉✈é ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡①✲
trê♠❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧✐q✉é✳ ❙❛ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❙❝❤✐❧❧✐♥❣ ❧✉✐ ♣❡r♠✐t ❞❡ ❝♦♠❜❧❡r
❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡ s❡s ❧❛❝✉♥❡s à ❝❡ s✉❥❡t✳ ❙✉rt♦✉t✱ ✐❧ ❢✉t ✈ér✐t❛❜❧❡♠❡♥t ❢❛s❝✐♥é✶✸ ♣❛r
❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ✏❝r♦ss❡❞✲
✶✵❙✉r✈❡② ♦❢ ▼♦❞❡r♥ ❆❧❣❡❜r❛✳
✶✶◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ❡✉ ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞✬é✈♦q✉❡r ❝❡tt❡ ❈♦♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ✶✾✹✵✱ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❍♦♣❢
❛✈❛✐t ❡♥✈♦②é ✉♥ rés✉♠é ❞❡ s♦♥ tr❛✈❛✐❧ s✉r ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✱ q✉✐ ♣❛r✈✐♥t
tr♦♣ t❛r❞ ♣♦✉r êtr❡ r❡t❡♥✉✳
✶✷■❜✐❞✳ ♣✳ ✷✾✺✳
✶✸❈❡ t❡r♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ❡①❛❣éré✳ ■❧ ❡st ❡♠♣❧♦②é ♣❛r ▼❛❝ ▲❛♥❡ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❞❛♥s s♦♥ ❛✉t♦✲
❜✐♦❣r❛♣❤✐❡✱ ♣✳ ✾✾✳ ✏❋❛s❝✐♥❛t✐♥❣✑ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ t❡r♠❡ ❡♠♣❧♦②é ♣❛r ❈❧✐✛♦r❞ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡
✭❞❛♥s ❬✹✷❪✱ ♣✳ ✸✽✼✮ ❛✉ s✉❥❡t ❞❡s ❝❛r❛❝tèr❡s ❝r♦✐sés✳
✷✹✵
♣r♦❞✉❝t ❛❧❣❡❜r❛s✑✶✹ q✉✐ ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡✉r ét✉❞❡✳ ▼❛❝
▲❛♥❡ ❝♦♠♠❡♥ç❛ ❛❧♦rs à ét✉❞✐❡r ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs✱
❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ❡♥ ❡①❛♠✐♥❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡
❣r♦✉♣❡s✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛ ♥♦t❡r é❣❛❧❡♠❡♥t q✉✬✐❧ ❧❡s ét✉❞✐❛ ❞❡ ❝♦♥❝❡rt ❛✈❡❝ ❆✳ ❍✳
❈❧✐✛♦r❞ ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ s♦✉❧❡✈é ♣❛r s❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❛✈❡❝ ❙❝❤✐❧❧✐♥❣✶✺✳
❈❧✐✛♦r❞ ✜t r❡♠❛rq✉❡r à ▼❛❝ ▲❛♥❡ ❡t ❙❝❤✐❧❧✐♥❣ q✉❡ ❧❡✉r tr❛✈❛✐❧ ♥✬ét❛✐t ♣❛s
étr❛♥❣❡r à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❙❝❤✉r s✉r ❧❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r✶✻✳✳✳
❈✬❡st ❧✬❛♥♥é❡ ♦ù s♦♥ tr❛✈❛✐❧ ❛✈❡❝ ❙❝❤✐❧❧✐♥❣ ❡t ❈❧✐✛♦r❞ ❢✉t ♣✉❜❧✐é q✉❡ ▼❛❝
▲❛♥❡ ❢✉t ✐♥✈✐té à ♣❛r❧❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❝♦✉rs ❩✐✇❡t ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞✉
▼✐❝❤✐❣❛♥✳ ■❧ ❝❤♦✐s✐t ❞❡ s✬❡①♣r✐♠❡r s✉r ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✳
✾✳✷ ❯♥❡ r❡♥❝♦♥tr❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡
✾✳✷✳✶ ▲❡ s♦❧é♥♦ï❞❡
▲❛ r❡♥❝♦♥tr❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡ s❡ ✜t ❛✉t♦✉r
❞✬✉♥❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡♥❝❡✳ ❯♥ ❝❛❧❝✉❧ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡
❣r♦✉♣❡s tr❛✐tés ♣❛r ▼❛❝ ▲❛♥❡ ❧♦rs ❞❡ s♦♥ ❝♦✉rs à ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞✉ ▼✐❝❤✐❣❛♥✱
❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ② ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t✱ ♦♥t s✉r♣r✐s ❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❝❛r ✐❧ ❧❡s ❛✈❛✐t
❞é❥à ✈✉s ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t✳ ■❧ ❛♣♣❛r✉t ❛✉① ❞❡✉① ♣r♦t❛❣♦✲
♥✐st❡s q✉❡ ❝❡tt❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡♥❝❡ ♥✬❡♥ ét❛✐t ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ♣❛s ✉♥❡✱ ♣❡✉t✲êtr❡ ♣❛r❝❡
q✉❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❞❡s ♣❧✉s ❝♦♠♠✉♥s✱ ❡t ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ♣❛r❝❡
q✉✬❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡ ét❛✐❡♥t s❡♥s✐❜❧❡s à ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té q✉✬✐❧ ② ❛✐t ❞❡rr✐èr❡
❝❡❧❛ q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞ à ❝♦♠♣r❡♥❞r❡✶✼✳
❈❡ q✉✐ ❡st r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ✏❝♦ï♥❝✐❞❡♥❝❡✑✱ ❝❡ s♦♥t s❡s r❛❝✐♥❡s✳ ■❧ ❢❛✉t
❡♥ ❡✛❡t ♥♦✉s r❡♣❧♦♥❣❡r ❞❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ❬✷✷✻❪ ❞❡ ✶✾✷✼ ❞❡ ❱✐❡t♦r✐s q✉❡ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ét✉❞✐é ♣❧✉s tôt ❞❛♥s ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✱ q✉✐ ♣rés❡♥t❛✐t ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s
✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✱ ❡t ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡
❝❧❛ss❡ ❞✬♦❜❥❡ts ♣❧✉s ✈❛st❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s s✐♠♣❧✐❝✐❛✉①✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞❡ ❱✐❡t♦r✐s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s s✉✐t❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❢✉t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ à ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡
❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ♣♦✉r ❞✬❛✉tr❡s ♦❜❥❡ts q✉❡ ❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s✱ q✉✐ ♥✬ét❛✐❡♥t
❛✉ ❢♦♥❞ q✉❡ ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❧❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s✳
❘étr♦s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s t❤é♦r✐❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ♣r♦✲
♣♦sé❡s ♣♦✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❝♦♠♣❛❝ts ✭✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ✉♥❡ ✈❛r✐été n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡
♦r✐❡♥té❡✱ ♦✉ ♠ê♠❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡♠❡♥t Rn✮ ♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ❞é❢❛✉ts ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s
✶✹▲❡s ♣r♦❞✉✐ts ❝r♦✐sés✱ ✈♦✐r ✸✳✶✳✶✳
✶✺❈❢✳ ❬✹✷❪✳
✶✻❈❢✳ ❬✶✺✻❪ ♣✳ ✷✾✻✳
✶✼❙❡❧♦♥ ▼❛❝ ▲❛♥❡✱ ✉♥ ❞❡s tr❛✐ts ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✬❊✐❧❡♥❜❡r❣ ♣♦✉✈❛✐t êtr❡ ❞é❝r✐t ❛✐♥s✐ ✿
✏❙❛♠♠②✬s ✐❞❡❛ ✇❛s t♦ ❞✐❣ ❞❡❡♣ ❛♥❞ ❞❡❡♣❡r t✐❧❧ ❤❡ ❣♦t t♦ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ ❡❛❝❤ ✐ss✉❡✑ ✭❝❢✳ ❬✶✽❪
♣✳ ✶✸✹✻✮✳
✷✹✶
❡s♣❛❝❡s✳ P❛r ❞é❢❛✉t ♦♥ ♣❡✉t ❡♥t❡♥❞r❡ q✉❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
♣❛s à ❝❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐♠❡r❛✐t ✈♦✐r ❛ttr✐❜✉é❡ à ❧✬❡s♣❛❝❡ ❛✉ ✈✉ ❞❡ s❡s ♣r♦♣r✐étés✱
❧❡ ♥♦♥✲r❡s♣❡❝t ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ❧❡s ♣❧✉s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① ❝♦♠♠❡ ❝❡✉① ❞❡ ❞✉❛❧✐té✱
❡t❝✳
❉❛♥s ❬✷✷✻❪✱ ❱✐❡t♦r✐s ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ♦❜❥❡t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✱ ❧❡ 2✲s♦❧é♥♦ï❞❡✶✽✳
■❧ ❧❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❝❛r ❝❡t ♦❜❥❡t✱ q✉✐ ❡st ♣♦✉rt❛♥t ✉♥ ❝♦♥t✐♥✉✉♠✱ ❞♦♥❝ ✉♥ ♦❜❥❡t
❛✉① ♣r♦♣r✐étés t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ♣❧✉tôt ❜♦♥♥❡s✱ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ♠❛❧ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ s❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✶✾✳ ■❧ ❛✈❛✐t ✐❞❡♥t✐✜é ❧❡ ❢❛✐t q✉❡✱ ♣♦✉r ✉♥ 2✲
s♦❧é♥♦ï❞❡ ♥♦té K✱ t♦✉t❡s ❧❡s s✉✐t❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❞❡ 1✲❝②❝❧❡s ♦r✐❡♥tés ét❛✐❡♥t
❞❡s s✉✐t❡s ♥✉❧❧❡s✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❛✐t q✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ét❛✐t
tr✐✈✐❛❧✳ ❙♦♥ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✭❞❡ ❜❛s❡ ✉♥ ♣♦✐♥t q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ K✮ ét❛✐t
é❣❛❧❡♠❡♥t tr✐✈✐❛❧✳ ▼❛✐s ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ très ❝✉r✐❡✉① ❛♣♣❛r❛✐ss❛✐t ❡♥ ❝♦♥s✐❞é✲
r❛♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ K∗ ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ K s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ✉♥ ❝❤❡♠✐♥
❞❡ (0, 0) à (0, 1)✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡ K∗ ét❛✐t tr✐✈✐❛❧ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ♣♦✉r
♣♦✐♥t ❜❛s❡ (1, 1) ♠❛✐s ❛❞♠❡tt❛✐t ♣❛r ❝♦♥tr❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ à ✉♥ é❧é♠❡♥t s✐ (0, 0)
ét❛✐t ♣r✐s ♣♦✉r ♣♦✐♥t ❜❛s❡✷✵✳ ❈❡ ❞é❢❛✉t st✐❣♠❛t✐s❛✐t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡
❧❡ 2✲s♦❧é♥♦ï❞❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r ❛r❝s✳
■❧ s❡♠❜❧❡✷✶ q✉❡ ❇♦rs✉❦ ❡t ❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❛✐❡♥t ♣♦sé ❡♥ ✶✾✸✼ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s
S3 \ Σ → S2✱ ♦ù Σ ❡st ✉♥ s♦❧é♥♦ï❞❡✳ ▲❡s s♦❧é♥♦ï❞❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞é❥à ❞❛♥s
✶✽❯♥ p✲s♦❧é♥♦ï❞❡ ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉ ❝♦♠♠❡ ❧✐♠✐t❡ ✐♥✈❡rs❡ S1
p← S1 p←
S1
p← ...✱ ♦ù ❝❤❛q✉❡ ❝❡r❝❧❡ ❡st ❡♥r♦✉❧é p✲❢♦✐s ❛✉t♦✉r ❞✉ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ❯♥ p✲s♦❧é♥♦ï❞❡ ♣❡✉t êtr❡
♣❧♦♥❣é ❞❛♥s R3 s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ q✉✐ s✉✐t✳ ❙♦✐t T0 ✉♥ t♦r❡✱ T1 ✉♥ t♦r❡ ♣❧♦♥❣é à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡
T0 ❡♥ s✬❡♥r♦✉❧❛♥t p ❢♦✐s✱ T2 ✉♥ t♦r❡ ♣❧♦♥❣é à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ T1 ❡♥ s✬❡♥r♦✉❧❛♥t p ❢♦✐s✱ ❡t❝✳
▲✬❡s♣❛❝❡
⋂
i≥0
Ti ❡st ✉♥ p✲s♦❧é♥♦ï❞❡ ❞❛♥s R3✳ ❈✬❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❝♦♠♣❛❝t✱ ❝♦♥♥❡①❡ ❡t ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❀
♦♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r❢♦✐s ❝❡ t②♣❡ ❞✬❡s♣❛❝❡s ♣❛r ✏❝♦♥t✐♥✉✉♠✑✳ ❆✉ s✉❥❡t ❞❡s s♦❧é♥♦ï❞❡s✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛
❝♦♥s✉❧t❡r ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✹✽❪ ❞❡ ❉❛✈✐❞ ✈❛♥ ❉❛♥③✐❣✱ ♣r❡♠✐èr❡ ét✉❞❡ s②sté♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s ♦❜❥❡ts
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❀ ✈❛♥ ❉❛♥③✐❣ s✬② ✐♥tér❡ss❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡✉r ♣r♦♣r✐été ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐té
✭✉♥ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ E ❡st ❞✐t ✏❤♦♠♦❣è♥❡✑ s✐ ♣♦✉r t♦✉s ♣♦✐♥ts p, q ❞❡ E✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
❤♦♠é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ E ❡♥✈♦②❛♥t p s✉r q✮✳ ❱♦✐r é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❬✷✶✽❪✳
❉❛♥s ❬✷✷✻❪✱ ❱✐❡t♦r✐s ♥❡ ❞é✜♥✐t ♣❛s ❧❡ 2✲s♦❧é♥♦ï❞❡ s♦✉s ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡✲❧à ❀ ✐❧ ❧✬♦❜t✐❡♥t ❡♥ t❛♥t
q✉❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ R3 ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ tr✐❛❞✐q✉❡ ❞❡ ❈❛♥t♦r C s✉r ❧✬❛①❡ ❞❡s
❛❜s❝✐ss❡s✱ ❡♥ tr❛ç❛♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t (x, 0) ❞❡ C ✉♥ s❡❣♠❡♥t ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r 1 ❧❡
r❡❧✐❛♥t à (x, 1)✱ ♣✉✐s ❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❝❤❛q✉❡ (x, 0) ❛✈❡❝ ✉♥ ♣♦✐♥t (f(x), 1) ♦ù f ❡st ✉♥ ❝❡rt❛✐♥
❤♦♠é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ C✳
✶✾❈❢✳ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉r ❧❛ ♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡
❱✐❡t♦r✐s ♥✬❡st ♣❛s ❝❡❧✉✐ ❞é✜♥✐ ✉s✉❡❧❧❡♠❡♥t✳ ■❧ ❡st ❞é✜♥✐ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ✈❡rs✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s ❞❡s
❝❤❡♠✐♥s✱ s✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ q✉❡ s❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳ ❈❡tt❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞✉ ❣r♦✉♣❡
❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❛ été ❛❜❛♥❞♦♥♥é❡ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❱✐❡t♦r✐s ♦♥t été
r❡♣r✐s ❡t ❛♠é❧✐♦rés ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ✭❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❷❡❝❤ ♥♦t❛♠♠❡♥t s✬❡♥ ✐♥s♣✐r❡✮✳ ❈❢✳ ❧❛ ♥♦t❡
♣✳ ✷✺✸ ❞❡ ❬✼✺❪✳
✷✵❈❢✳ ❬✷✷✻❪ ♣✳ ✹✻✵✳
✷✶❈❢✳ ❬✻✼❪ ♣✳ ✼✺✽✳
✷✹✷
❧❡✉r ❛rt✐❝❧❡ ❝♦♠♠✉♥ ❬✷✵❪ ❞❡ ✶✾✸✻✳ ■❧s ② ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t✱ ♣♦✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡
M ✱ ❧❡ q✉♦t✐❡♥t ❞❡ (S1)M ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ eiϕ(x)✱ ♦ù ϕ
❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r M ✭s✐ M ❡st ❝♦♠♣❛❝t✱ ❢❛✐r❡ ❝❡ q✉♦t✐❡♥t r❡✈✐❡♥t à r❛✐s♦♥♥❡r
à ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ♣rès✮✳ ■❧s ② r❡♠❛rq✉❡♥t q✉❡✱ s✬✐❧ ❡st ✈r❛✐ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡
♠étr✐q✉❡ ❝♦♠♣❛❝t M ✱ ❧❛ tr✐✈✐❛❧✐té ❞❡ ❝❡ q✉♦t✐❡♥t éq✉✐✈❛✉t à ❧✬❛♥♥✉❧❛t✐♦♥ ❞✉
♣r❡♠✐❡r ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❇❡tt✐ ✭❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❱✐❡t♦r✐s✮✱ ❝❡ ♥✬❡st ♣❧✉s
❢♦r❝é♠❡♥t ❧❡ ❝❛s s❛♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛❝✐té✳ ❈✬❡st ❥✉st❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥s✐❞é✲
r❛t✐♦♥ ❞❡ R3 \ Σ q✉✐ ❧❡✉r ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡✳
❉❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✻✸❪ ❞❡ ✶✾✹✵✱ ❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞✬❡①❛♠✐♥❡r ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬❤♦✲
♠♦t♦♣✐❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❞✬✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✳ ❙♦♥ ✐❞é❡ ❡st ❞❡ r❡❧✐❡r ❝❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ à ❞❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❝♦♥♥✉s✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✷✷✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ✐❧ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s
à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡✳ ▲❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s s♦♥t s✉♣♣♦sés ❧♦✲
❝❛❧❡♠❡♥t ✜♥✐s✱ ♠❛✐s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐♥✜♥✐s✱ ❝❡ q✉✐ ❧✬❛♠è♥❡ à t♦❧ér❡r ❞❡s ❝❤❛î♥❡s
✐♥✜♥✐❡s ❞❛♥s s♦♥ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳ ❯♥ ❞❡ s❡s rés✉❧t❛ts✱ ❛♣♣❧✐q✉é✷✸ ❛✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❝❡❧✲
❧✉❧❛✐r❡ ✐♥✜♥✐ K ❡♥ ❧❡q✉❡❧ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ S3 \Σ✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s S3 \Σ→ S2 ❡st ❡♥ ❜✐❥❡❝t✐♦♥
❛✈❡❝ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ H1(K,Z)✳
❈✬❡st ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❝❡ ♣r❡♠✐❡r ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ q✉✐ s❡ ♣♦s❛✐t ❡♥ ❝♦♥tr❡✲
❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ❇♦rs✉❦ ❡t ❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡♥
✶✾✸✻✳ ❖r✱ ❞❛♥s ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ✶✾✹✵✱ ◆♦r♠❛♥ ❙t❡❡♥r♦❞ ♣r♦♣♦s❛ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♠♣❛❝t✱ s❡ ❜❛s❛♥t
s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝②❝❧❡ ✏ré❣✉❧✐❡r✑✷✹✳ ❈❡tt❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐♥t✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧ ❧✬✐♥❞✐✲
q✉❛ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞✬❊✐❧❡♥❜❡r❣ ♠❡♥t✐♦♥♥é ❝✐✲❞❡ss✉s✱
q✉✐ r❡❧✐❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡s ❞❡ Sn \ X ❛✉① ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡
❞✬✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ❞é❝r✐✈❛♥t Sn \X✳ ■❧ ❡s♣ér❛✐t ♥♦t❛♠♠❡♥t✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡
❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❛❞❛♣té❡✱ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞❡ S3 \ Σ→ S2✳
▲✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❱✐❡t♦r✐s ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❷❡❝❤ ♥❡ s♦♥t ♣❛s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡s
❧♦rsq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❡s ❛♣♣❧✐q✉❡r à ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ s♦❧é♥♦ï❞❡ ❝❛r ❧❛ ❞✉❛✲
❧✐té ❞✬❆❧❡①❛♥❞❡r ❡st ♠✐s❡ ❡♥ ❞é❢❛✉t✳ ❙t❡❡♥r♦❞ s♦✉❧✐❣♥❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✷✺ ❞❛♥s
✷✷P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✉ ❝❡r❝❧❡ S1 ❞❛♥s Y ❢♦r♠❡♥t ❧❡
❣r♦✉♣❡ ❞❡ P♦✐♥❝❛ré π1(Y )✱ ❞♦♥t ❧✬❛❜é❧✐❛♥✐sé ❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳ ■❧ ❡st à ♥♦t❡r
q✉❡ ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ❞✬❊✐❧❡♥❜❡r❣ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞✬✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❲❤✐t♥❡② ✭❬✷✹✷❪✮ r❡❧✐❛♥t
❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s Kn → Sn à ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡♥t✐❡rs ❞❡
Kn✱ Kn ❞és✐❣♥❛♥t ❧❡ s♦✉s✲❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ K ❢♦r♠é ♣❛r ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♦✉
é❣❛❧❡ à n✳
✷✸❈❡ q✉✬✐❧ ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡✳
✷✹❈❢✳ ❬✷✶✹❪✳
✷✺❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❜✐❡♥ ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❬✽✶❪ ✿ ♥♦✉s ❡♥ r❡♣r♦❞✉✐s♦♥s ✐❝✐ ❧✬❡ss❡♥t✐❡❧✳
▲❡ ❞é❢❛✉t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐té ❡①✐st❡ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❱✐❡t♦r✐s
❡t ❞❡ ❷❡❝❤ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ♣♦✉r ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡ ✭q✉❡ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❞❛♥s
❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✮ ✦ ■❧ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉t ❧❡ t❡♠♣s ✈r❛✐ q✉❡ H¯q(A) ≃ H¯n−q−1(Rn \ A) s✐ A ❞és✐❣♥❡
✷✹✸
s♦♥ ❛rt✐❝❧❡ ❬✷✶✹❪✳ ❱✐❡t♦r✐s ❛✈❛✐t ❡♥ ❡✛❡t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡♥
❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1 ❞✉ s♦❧é♥♦ï❞❡ ét❛✐t tr✐✈✐❛❧ ♠❛✐s ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît q✉❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦✲
❧♦❣✐❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1 ❞❡ s♦♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ tr✐✈✐❛❧ ❝❛r ✐❧ ❝♦♥t✐❡♥t
❞❡s ❝②❝❧❡s q✉✐ ❡♥t♦✉r❡♥t ❧❡ s♦❧é♥♦ï❞❡✳
P♦✉r ❙t❡❡♥r♦❞✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✈✐❡♥t s♦✐t ❞❡ ❝❡ q✉✬✐❧ ② ❛ tr♦♣ ♣❡✉ ❞❡ ❝②❝❧❡s✱
s♦✐t ❞❡ ❝❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣♦✉r êtr❡ ✉♥ ❜♦r❞ ❡st tr♦♣ ❢❛✐❜❧❡✳ ■❧ ❛♠é❧✐♦r❡ ❝❡t
❛s♣❡❝t ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❱✐❡t♦r✐s ❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❞❡s ❝②❝❧❡s q✉✐ s❡ tr♦✉✈❡♥t êtr❡
très ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝❡✉① ❞❡ ❱✐❡t♦r✐s ✭❧❡s (q−1)✲❝②❝❧❡s✱ ♦✉ ✏s✉✐t❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s✑
❞❡ ❱✐❡t♦r✐s✱ s♦♥t ❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❜✐✉♥✐✈♦q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡s q✲❝②❝❧❡s ré❣✉❧✐❡rs✮✱
♠❛✐s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✏êtr❡ ✉♥ ❜♦r❞✑ ❡st r❡♥❢♦r❝é❡✳
❯♥ ♣♦✐♥t ❢♦rt ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ❙t❡❡♥r♦❞ ❡st q✉✬✐❧ ❛ss♦❝✐❡
✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❞✐t ✏❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✑✱ à ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♠♣❛❝t X✳ ❈❡tt❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡st✱ ❡❧❧❡✱ ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❷❡❝❤ ❞❡s r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥ts
❡t ❞✉ ♥❡r❢ ♣♦✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳ ▲❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ K
♦❜t❡♥✉ ❡st ❞✬ét♦✐❧❡ ✜♥✐❡✷✻ ❡t s♦♥ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ✭❞❡s ❝②❝❧❡s ✐♥✜♥✐s✮ Hq(K,G) ❡st
✐s♦♠♦r♣❤❡ à ❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❙t❡❡♥r♦❞ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝②❝❧❡s ré❣✉❧✐❡rs s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡
X✱ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s rHq(X,G)✳
●râ❝❡ à ❝❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❙t❡❡♥r♦❞ r❡tr♦✉✈❡ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✉❛❧✐té ♣♦✉r
s♦♥ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❀ ✐❧ s❛✐t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❡ rH1(S3 \Σ,Z) ≃ rH1(Σ,Z)✳ ■❧ ♣❛r✲
✈✐❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t à ❡①♣r✐♠❡r rH1(Σ,Z) ❝♦♠♠❡ ❧❡ q✉♦t✐❡♥t ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s s✉✐t❡s
❞✬❡♥t✐❡rs (x1, x2, ..., xn, ...) ♣❛r ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡s s✉✐t❡s (xi)i≥1 t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡
s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s {pyi+1−yi = xi, i ≥ 1} ❛❞♠❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ (yi)i≥1 à ❝♦❡❢✲
✜❝✐❡♥ts ❡♥t✐❡rs✷✼✳ ❆✐♥s✐✱ ♠ê♠❡ s✬✐❧ ♥✬♦❜t✐❡♥t ♣❛s ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ très ❡①♣❧✐❝✐t❡
❞❡ rH1(Σ,Z)✱ ✐❧ ❡st ♥é❛♥♠♦✐♥s ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦♣r✐étés✷✽
❡t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ q✉✬✐❧ ❛ ❞é❝r✐t ❡st ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡
❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s S3 \Σ→ S2✱ ❞♦♥t ✐❧ ♣r♦✉✈❡ ❛✐♥s✐ q✉✬✐❧ ❛ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡
❞✉ ❝♦♥t✐♥✉✳ ❆ ♥♦t❡r✱ ❝❛r ❝✬❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ❞✬❊✐✲
✉♥ ❝♦♠♣❛❝t ❞❡ Rn ❡t H¯ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ♦✉ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ré❞✉✐t❡✳ ■❧ ❢❛✉t q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡
s♦✐t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥tr❛❝t✐❧❡ ♣♦✉r ❝❡❧❛✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❡♥❧è✈❡ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡✱ ✐❧ ✈❛✉t ♠✐❡✉① ✉t✐❧✐s❡r
❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❷❡❝❤✱ q✉✐ tr❛✐t❡ ♠✐❡✉① ❧❡s ♦❜❥❡ts ❛✉① ♠❛✉✈❛✐s❡s ♣r♦♣r✐étés ❧♦❝❛❧❡s✳
▲✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs Hˇq(A) ≃ H¯n−q−1(Rn \ A)✳ ▼❛✐s ✐❧ ❡st ♥é❛♥♠♦✐♥s t♦✉❥♦✉rs
♠✐s ❡♥ ❞é❢❛✉t ♣❛r ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❛✉① ♣r♦♣r✐étés ❧♦❝❛❧❡s ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡ s♦❧é♥♦ï❞❡✳
❊♥ ❡✛❡t ♣♦✉r ❧❡ 2✲s♦❧é♥♦ï❞❡ Σ✱ ♦♥ ❛ Hˇ0(Σ) ≃ Z t❛♥❞✐s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r H2(S3 \ Σ)
❡t ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❡st ✐♥❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡✳ ❈♦♠♠❡ H2(R3 \Σ) ≃ H2(S3 \Σ)⊕Z✱ ❧❛ ❞✉❛❧✐té ♥✬❡st
❞♦♥❝ ♣❛s ✈ér✐✜é❡ ✈✉ q✉❡ Hˇ0(Σ) ♥✬❡st ♣❛s ✐s♦♠♦r♣❤❡ à H2(R3 \ Σ)✳
✷✻✏❙t❛r✲✜♥✐t❡ ❝♦♠♣❧❡①✑✱ ❝❢✳ ❬✶✹✺❪ ♣♣✳ ✽✾✲✾✵✳ ❯♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞✬ét♦✐❧❡ ✜♥✐❡ ❡st ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡
❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ t♦✉t s✐♠♣❧❡①❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✉ ❜♦r❞ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ s✐♠♣❧❡①❡s ♠❛✐s ♣❛r
❝♦♥tr❡ ❧❡ ❜♦r❞ ❞✬✉♥ s✐♠♣❧❡①❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ s✐♠♣❧❡①❡s✳
✷✼❊♥ ré❛❧✐té ✐❧ ❝♦♥s✐❞ér❛ ❞❡s s♦❧é♥♦ï❞❡s ♣❧✉s ❣é♥ér❛✉① q✉❡ ❧❡s p✲s♦❧é♥♦ï❞❡s ♠❛✐s✱ ❡♥ ✈✉❡
❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❛❝ ▲❛♥❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥t❡♥t❡r♦♥s
❞❡ ♣❛r❧❡r ✐❝✐ ❞❡s p✲s♦❧é♥♦ï❞❡s✳
✷✽❈❢✳ ❬✷✶✹❪✱ t❤é♦rè♠❡ ✶✷ ♣✳ ✽✹✾✳
✷✹✹
❧❡♥❜❡r❣ ❢❛❝❡ à ❧✬❡①♣♦sé ❞❡ ▼❛❝ ▲❛♥❡✱ q✉❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r rH1(Σ,Z)✱ ❙t❡❡♥r♦❞
♣❛ss❡ ❡♥ ❢❛✐t ♣❛r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ✭❛✉ s❡♥s ❞❡ ❱✐❡t♦r✐s✮ ❞❡
Σ✱ q✉✬✐❧ s❛✐t êtr❡ ✐s♦♠♦r♣❤❡ ❛✉ ❣r♦✉♣❡ ❈❛r(Σ)✳✷✾
✾✳✷✳✷ ❍♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡t ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s
❉❛♥s s♦♥ ❞❡r♥✐❡r ❡①♣♦sé ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❈♦✉rs ❩✐✇❡t✱ ▼❛❝ ▲❛♥❡ ❛✈❛✐t
♣ré✈✉ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❊①t(H,Z)✱ ♦ù H ❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡
❛❜é❧✐❡♥ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t❡✉rs (gi)i≥1 s♦✉♠✐s
❛✉① r❡❧❛t✐♦♥s pgi+1 = gi ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r p ✜①é✸✵✳ ■❧ ♠♦♥tr❛ ❡♥ ♣r✐✈é
à ❊✐❧❡♥❜❡r❣ q✉❡ ❊①t(H,Z) ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ ❛✉ ❣r♦✉♣❡ ❛❞❞✐t✐❢ ❞❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡s
❡♥t✐❡rs p✲❛❞✐q✉❡s Zp✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❧✉✐ ❛✉r❛✐t ❞✐t ✿ ✏❚❤❛t✬s ❥✉st ❧✐❦❡ t❤❡ ❙t❡❡♥r♦❞
❤♦♠♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ p✲❛❞✐❝ s♦❧❡♥♦✐❞✳ ❙♦♠❡t❤✐♥❣ ♠②st❡r✐♦✉s ✐s ❣♦✐♥❣ ♦♥ ❤❡r❡✑✳
❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❝♦♥♥❛✐ss❛✐t ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❙t❡❡♥r♦❞ q✉✐ ♣r♦❧♦♥❣❡❛✐t s♦♥
♣r♦♣r❡ tr❛✈❛✐❧ ✕ ❙t❡❡♥r♦❞ ❡t ❧✉✐ ét❛♥t ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ éq✉✐♣❡ ✕ ❡t ❧✬❡①♣♦sé
❞❡ ▼❛❝ ▲❛♥❡ s✉r✈✐♥t ❞❛♥s ❧✬❛♥♥é❡ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ♣❛r✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ❛rt✐❝❧❡✳ ■❧ ♥✬❡st
❞♦♥❝ ♣❛s ét♦♥♥❛♥t q✉✬❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❛✐t ré❛❣✐ s✐ r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❞❡✈❛♥t ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s
❞❡ ▼❛❝ ▲❛♥❡✱ q✉✐ r❡ss❡♠❜❧❛✐❡♥t ❢♦rt❡♠❡♥t à ❝❡✉① ♠❡♥és ♣❛r ❙t❡❡♥r♦❞ ♣♦✉r
❞é❝r✐r❡ rH1(Σ,Z)✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ✐❧ ❛ r❡❝♦♥♥✉✸✶ ❡♥ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ H ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s
❝❛r❛❝tèr❡s ❈❛r(Σ) ❞✉ s♦❧é♥♦ï❞❡✸✷✳ ▲❡s ré✢❡①✐♦♥s ❞❡ ▼❛❝ ▲❛♥❡ ré✈é❧❛✐❡♥t ❞♦♥❝
❛✉① ②❡✉① ❞✬❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡
(1) ❊①t(❈❛r(Σ),Z) ≃ rH1(Σ,Z).
❆②❛♥t ré❛❧✐sé ❝❡❧❛✱ ❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡ r❡stèr❡♥t t♦✉t❡ ❧❛ ♥✉✐t à t❡♥t❡r
❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❛ r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❡t ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ s✬✐♥t❡rs❡❝t❛✐❡♥t
❞❛♥s ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ (1)✳ ■❧s ♣♦✉rs✉✐✈✐r❡♥t ❧❡✉rs ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛✲
t✐♦♥ ♣❡♥❞❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦✐s✱ ❝❡ q✉✐ s❡ ❝♦♥❝rét✐s❛ ♣❛r ✉♥ r❛♣♣♦rt ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡
❬✻✻❪ ❞❡ ❧❡✉rs rés✉❧t❛ts✱ ❛❞r❡ssé ❛✉① Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❆❝❛❞❡♠② ♦❢
✷✾■❧ ❞é✜♥✐t ❧❡ s♦❧é♥♦ï❞❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ✭❝❡s ❣r♦✉♣❡s ét❛♥t ❡♥
❝❤❛q✉❡ ❞❡❣ré R ♠♦❞ 1✱ q✉✐ ❡st ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡ ❛✉ ❝❡r❝❧❡✮ ❡t ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ P♦♥tr❥❛❣✐♥
s✉r ❧❛ ❞✉❛❧✐té ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❈❛r(Σ) ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ ❞✐r❡❝t❡✱ à s❛✈♦✐r ❝❡❧❧❡ rés✉❧t❛♥t ❞❡ ❧❛
s✉✐t❡ ❞✉❛❧❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞é✜♥✐ss❛♥t Σ✳
✸✵▼❛❝ ▲❛♥❡ s✬✐♥tér❡ss❛✐t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛✉① ❡①t❡♥s✐♦♥s ❛❜é❧✐❡♥♥❡s 1 → Z → E →
Q → 1✱ ♦ù Q ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❣é♥ér❛t❡✉rs ❡t r❡❧❛t✐♦♥s✱ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡
Q ❧✉✐ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r❛t✐q✉❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
é✈♦q✉é❡s ❡♥ ✹✳✷✳✷✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s ♥♦✉s ♥❡ s❛✉r✐♦♥s ❞✐r❡ ❝♦♠♠❡♥t ▼❛❝ ▲❛♥❡ ❡♥ ❡st ✈❡♥✉ à
❝♦♥s✐❞ér❡r ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❝❡ ❣r♦✉♣❡ H✳
✸✶❈❢✳ ❬✶✺✸❪ ♣✳ ✸✵ ✿ ✏❤❡ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❛t t❤❡ ❣r♦✉♣ ■ ❤❛❞ ❝❤♦s❡♥ ✇❛s ✭❢♦rt✉♥❛t❡❧②✮ t❤❡
❞✉❛❧ t♦ ❛ p✲❛❞✐❝ s♦❧❡♥♦✐❞✑✳
✸✷❈❡ ❣r♦✉♣❡ ❛♣♣❛r❛ît ❞é❥à ♥♦✐r s✉r ❜❧❛♥❝ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❙t❡❡♥r♦❞ ✿ ✈♦✐r ♣❧✉s ❤❛✉t✳ ▲❛
s✉✐t❡ ❞✉❛❧❡ ❞❡ S1
p← S1 p← S1 p← ... ❡st ❧❛ s✉✐t❡ Z ×p→ Z ×p→ Z ×p→ ... ❞♦♥t ♦♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r
q✉❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞✐r❡❝t❡ ❡st ❜✐❡♥ H✳
✷✹✺
❙❝✐❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❯❙❆ ❡♥ ♦❝t♦❜r❡ ✶✾✹✶✱ ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❞❡✉① t❡♠♣s ❞❡✲
✈❛♥t ❧✬❆♠❡r✐❝❛♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t② ✭s❡♣t❡♠❜r❡ ❡t ❞é❝❡♠❜r❡ ✶✾✹✶✮ ❡t ❡♥✜♥
✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ✈♦❧✉♠✐♥❡✉① ❬✻✼❪ s♦✉♠✐s ❡♥ ♠❛✐ ✶✾✹✷ ❛✉① ❆♥♥❛❧s ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✳
■❧s ❡✉r❡♥t ♠ê♠❡ ❞r♦✐t à ✉♥ ❛♣♣❡♥❞✐❝❡ ❞❛♥s ❧❡ tr❛✐té ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❚♦♣♦❧♦❣② ❞❡
▲❡❢s❝❤❡t③✳
■❧s ❛❧❧✐èr❡♥t ❧❡✉rs ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❡t s❡♥s✐❜✐❧✐tés r❡s♣❡❝t✐✈❡s ♣♦✉r ❛♥❛❧②s❡r ❧❡s
r❛✐s♦♥s s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡s à ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ (1)✳ ▲♦rsq✉✬♦♥ ✐♥s♣❡❝t❡ ❧❡✉r ❛rt✐❝❧❡ ❬✻✼❪
❞❡ ✶✾✹✷✱ ♦♥ ❝♦♠♣r❡♥❞ q✉❡ ❧❡✉rs ❝♦♠♣ét❡♥❝❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s ♦♥t été ❡①trê♠❡♠❡♥t
✉t✐❧❡s✱ s✐ ❝❡ ♥✬❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s✳ ■❧ ❛ ❢❛❧❧✉ ❧❛ ♠❛îtr✐s❡ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✬✉♥❡
♣❛rt✱ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s t❤é♦r✐❡s ❤♦♠♦❧♦❣✐q✉❡s ❡t ❞❡s t❤é♦rè♠❡s
❞❡ ❞✉❛❧✐té✱ ❡t ❧❛ ♠❛îtr✐s❡ ❞✉ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❡t ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡
❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ ♣❛r❝♦✉rs ❞❡ ▼❛❝ ▲❛♥❡ ❥✉sq✉✬à
❝❡tt❡ r❡♥❝♦♥tr❡ ❡①♣❧✐q✉❡ q✉✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✐t ♣✉ ✈♦✐r ❧❡ ❥♦✉r✳ ❙✬✐❧
♥✬❛✈❛✐t ❛❧♦rs ♣❛s ❞é❥à ❛❝q✉✐s ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s s♦❧✐❞❡s ❡♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ✕ ❛✉ ♣♦✐♥t
❞✬❛ss✐st❡r à ❧❛ ❈♦♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞✉ ▼✐❝❤✐❣❛♥ ❞❡ ✶✾✹✵ r❛♣♣❡❧♦♥s✲
❧❡ ✕ ♦♥ ♣❡✉t ✐♠❛❣✐♥❡r q✉❡ ❧❡s r❡♠❛rq✉❡s ❞✬❊✐❧❡♥❜❡r❣ ♥✬❛✉r❛✐❡♥t ♣❛s ✐♥s♣✐ré
✉♥ ✐♥térêt ❡t ✉♥❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡s ❞❡ s❛ ♣❛rt ♣♦✉r ② ❝♦♥s❛❝r❡r s✐
❛✐sé♠❡♥t t♦✉t❡ ✉♥❡ ♥✉✐t ❞❡ ré✢❡①✐♦♥✳
▲❡ ❢r✉✐t ❞❡ ❧❡✉rs r❡❝❤❡r❝❤❡s ❞é♣❛ss❡ ❞❡ ❜✐❡♥ ❧♦✐♥ ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞❡ (1)✳ ▲❡✉r ♣r✐♥❝✐♣❛❧ rés✉❧t❛t ❡st ❝♦♥s✐❣♥é s♦✉s ❧✬❛♣♣❡❧❧❛t✐♦♥ ✏t❤é♦rè♠❡ ❞✉
❝♦❡✣❝✐❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧✑ ❝❛r ✐❧ ❡①♣r✐♠❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ à
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❣r♦✉♣❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥és ♣❛r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡
❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s Z✳ ❈❡ rés✉❧t❛t s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s
❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣❛❝t✱ s✐ ❧✬♦♥ ♣r❡♥❞ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞é✜♥✐❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝②❝❧❡s
✐♥✜♥✐s ❡t ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝♦❝②❝❧❡s ✜♥✐s✳ Pré❝✐sé♠❡♥t✱ s✐ X ❡st ✉♥
❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♠♣❛❝t ❡t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡✈✐❡♥t✸✸ ✿
rHq(X,G) ≃ ❍♦♠(Hˇq−1(X,Z), G)× ❊①t(Hˇq(X,Z), G).✸✹
✸✸❈❢✳ ❬✻✼❪ ♣✳ ✽✷✹✳
✸✹▲❡s Hˇq ❞és✐❣♥❡♥t ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❷❡❝❤✳ ❙♦✉s ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
✉♥✐✈❡rs❡❧ ♠♦♥tr❡ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s q✉❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ré❣✉❧✐èr❡ ♥✬❡st ❡♥ ✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣t❡ ♣❛s ✉♥
♥♦✉✈❡❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✱ ❛✉ s❡♥s ♦ù ❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡
❞❡ ❷❡❝❤✳
❈❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t é♥♦♥❝é s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡
s✐♥❣✉❧✐èr❡✱ ❡t ♣❧✉tôt ❞❡ s♦rt❡ à ❡①♣r✐♠❡r ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts q✉❡❧❝♦♥q✉❡s à ❧✬❛✐❞❡
❞❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡♥t✐❡rs✳ ❖♥ ♣ré❢èr❡ ❡♥ ❡✛❡t ♣❛r❧❡r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❝②❝❧❡s ✜♥✐s ❡t
❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ❝♦❝②❝❧❡s ✐♥✜♥✐s✳ ❖♥ ♣❛ss❡ ❞✬✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ à ❧✬❛✉tr❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❡♥ ❞✉❛❧✐s❛♥t✳
❉❛♥s ❧❡s ♦✉✈r❛❣❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❬✶✺✹❪ ❡t ❬✶✵✶❪ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❛✣r♠❡✱ ♣♦✉r ✉♥
❝♦♠♣❧❡①❡ K ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ ✿
0→ ❊①t(Hn−1(K,Z), G)→ Hn(K,G)→ ❍♦♠(Hn(K,Z), G)→ 0.
❙✐ ❧✬♦♥ r❡✈✐❡♥t à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t✱ ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐✲
❝✐ ❡st✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ r❡♠❛rq✉❡ ❜✐❡♥ ❘❛❧❢ ❑rö♠❡r ✭❬✶✸✽❪ ♣✳ ✺✺✮✱ ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧ r❡❧✐❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡
✷✹✻
❙✐ X ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t s✉♣♣♦sé ❝♦♥♥❡①❡ ❛❧♦rs Hˇ0(X,Z) = 0 ❞♦♥❝✱ ♣♦✉r q = 1✱
♦♥ ❛ rH1(X,G) ≃ ❊①t(Hˇ1(X,Z), G)✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ♣r❡♥❞ ♣♦✉r X ❧❡ s♦❧é♥♦ï❞❡ Σ
❡t s✐ ❧✬♦♥ ♣♦s❡ G = Z✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ✿ rH1(Σ,Z) ≃ ❊①t(Hˇ1(Σ,Z),Z)✳❉❡s
rés✉❧t❛ts ❞❡ ❞✉❛❧✐té ♣❡r♠❡tt❡♥t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❝❡t ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ à
rH1(Σ,Z) ≃ ❊①t(❈❛r(Σ),Z),
♦ù ❧✬♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❈❛r(Σ) ét❛✐t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ H ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ▼❛❝
▲❛♥❡ ❞❛♥s s♦♥ ❡①♣♦sé✳
▲✬❛rt✐❝❧❡ ❞✬❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡ s❡ t❡r♠✐♥❡ s✉r ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉
t❤é♦rè♠❡ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ ❛✉ ❝❛s ❞✉ s♦❧é♥♦ï❞❡✱ ❝♦♠♠❡ ✉♥ r❡t♦✉r s✉r
❧✬♦❜❥❡t ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❞♦♥♥❡ ❧✐❡✉ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ rH1(Σ,Z)
✈✐❛ ❝❡❧✉✐ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❊①t(❈❛r(Σ),Z)✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧❡
❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❡st ❛✉ ❢♦♥❞ ❛ss❡③ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❡✛❡❝t✉é ♣❛r ❙t❡❡♥✲
r♦❞✱ s❡✉❧❡♠❡♥t ▼❛❝ ▲❛♥❡ r❡❝♦♥♥❛ît ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉✬✐❧ ♥❡ s✬❛❣✐t ❞❡ r✐❡♥
❞✬❛✉tr❡ q✉❡ Zp✳ ❈❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✉ s♦❧é♥♦ï❞❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥st❛t❡r
q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❡♥ ❡✛❡t ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ♣♦✉r ❝❛❧✲
❝✉❧❡r ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ♠❛✐s ✐❧ ❡st ✜♥❛❧❡♠❡♥t s❡❝♦♥❞❛✐r❡ ❝♦♠♣❛ré ❛✉① ❛✈❛♥❝é❡s
t❤é♦r✐q✉❡s ré❛❧✐sé❡s ♣❛r ❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡✳
◆♦tr❡ ✐♥térêt ♣♦✉r ❝❡t ❛rt✐❝❧❡✱ ♠ê♠❡ s✐ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s q✉❡ r❡st❡r s✉✲
♣❡r✜❝✐❡❧ à s♦♥ s✉❥❡t✱ ❝♦♥s✐st❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts✸✺✳ ❉✬✉♥ ❝ôté✱
✐❧ tr❛❞✉✐t ❞❡ ❧❛ ♣❛rt ❞❡s ❛✉t❡✉rs ❧❛ ♠ê♠❡ ✈♦❧♦♥té q✉❡ ❝❡❧❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
✈✉❡ ❝❤❡③ ❍♦♣❢ ❞❛♥s s♦♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ✶✾✹✺✱ ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡
❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❡t ❛❜str❛✐t ❝♦♠♠❡♥t ✉♥ ♦❜❥❡t ♣✉r❡♠❡♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♣♦✉✈❛✐t ❞é✲
❝r✐r❡ ✉♥ ♦❜❥❡t ✐ss✉ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡✳ ■❝✐✱ ✐❧ s✬❛❣✐ss❛✐t ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❝♦♠♠❡♥t
✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ♣♦✉✈❛✐t ♠❡♥❡r à ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡✳ ❆✐♥s✐✱
❛✉① ❊t❛ts✲❯♥✐s✱ ♣❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t à ❝❡ q✉❡ ❍♦♣❢ ❢❛✐s❛✐t ❡♥ ❙✉✐ss❡✱ ✈♦②❛✐t é❣❛❧❡✲
♠❡♥t ❧❡ ❥♦✉r ❧✬✐❞é❡ q✉❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡t ❧✬❛❧❣è❜r❡ ét❛✐❡♥t ♣r♦❢♦♥❞é♠❡♥t ❧✐é❡s✱ ❛✉
♣♦✐♥t q✉❡ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ♣♦✉✈❛✐❡♥t ❢♦✉r♥✐r ❞❡s r❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥ts
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ❡t ♠ê♠❡ q✉❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ s❡✉❧❡ ♣♦✉✈❛✐t ❡①♣❧✐q✉❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❤♦✲
♠♦❧♦❣✐q✉❡s ♦✉ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ❡s♣❛❝❡s✳
❉✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝ôté✱ ❧❛ ❣❡♥ès❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ ❡st s✐♥❣✉✲
❧✐èr❡ ❝❛r ❡❧❧❡ ❡✉t ♣♦✉r ♠♦t❡✉r ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✉♥ ♦❜❥❡t ♣❛t❤♦❧♦❣✐q✉❡✱ ❧❡ s♦❧é♥♦ï❞❡✳
❈❡❧✉✐✲❝✐ ❢✉t ✐♥tr♦❞✉✐t ❛✉ ❞é♣❛rt ♣❛r ❱✐❡t♦r✐s ♣♦✉r t❡st❡r s♦♥ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡t
ré✈é❧❡r ✉♥❡ ❢❛✐❧❧❡ ❞❡ s❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳ ❈❡t ♦❜❥❡t✱ r❡t❡♥✉ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ♣♦✉r t❡st❡r
❢♦♥❞é❡ s✉r ❞❡s ❝②❝❧❡s ✐♥✜♥✐s à ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❞❡s ❝♦❝②❝❧❡s ✜♥✐s✳ P♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
❞❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✉ s♦❧é♥♦ï❞❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝❡ rés✉❧t❛t ❡st ✉♥❡ ré❡❧❧❡ ❛✈❛♥❝é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉
❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❙t❡❡♥r♦❞ q✉✐ ❞❡✈❛✐t ❡♥ ♣❛ss❡r ♣❛r ❧❡s ❝②❝❧❡s ré❣✉❧✐❡rs✱ q✉✐ s♦♥t ✐♥✜♥✐s✳
✸✺◆♦✉s ♦❝❝✉❧t♦♥s ❜✐❡♥ sûr✱ ❝❛r ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ s✉❥❡t ✐❝✐✱ ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ très ✐♠♣♦rt❛♥t❡
❞❡ ❝❡t ❛rt✐❝❧❡✱ à s❛✈♦✐r q✉✬✐❧ ♠❛rq✉❡ ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞é❝✐s✐✈❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡
❢♦♥❝t♦r✐❛❧✐té ❀ ❝❢✳ ❬✶✸✽❪✱ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳
✷✹✼
❧❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ❛♣♣♦rté❡s à ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s✱ ❛ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ♣❡r♠✐s ❧❛
❞é❝♦✉✈❡rt❡ ❞✬✉♥ t❤é♦rè♠❡ très ❣é♥ér❛❧✳ ❈❡tt❡ ❤✐st♦✐r❡ ❡st ♣❡✉ ❝♦♠♠✉♥❡ ❝❛r
❝✬❡st ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s✐t✉❛t✐♦♥s ❛♥❛❧♦❣✉❡s q✉✐ ♠è♥❡
à ❧✬✐❞é❡ ❞✬✉♥ rés✉❧t❛t ❣é♥ér❛❧ ❧❡s ❡♥❣❧♦❜❛♥t✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ s♦♥é♦ï❞❡✱
❝✬❡st ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t s♦♥ ❝❛r❛❝tèr❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧ q✉✐ ❛ ❢❛✐t q✉✬❊✐✲
❧❡♥❜❡r❣ ❧✬❛ s✐ ❜✐❡♥ r❡❝♦♥♥✉✱ s♦✉s s❛ ❢♦r♠❡ ❞✉❛❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡
▼❛❝ ▲❛♥❡✳
✾✳✸ ▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡t ❤♦♠♦t♦♣✐❡
s❡❧♦♥ ❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡
P❛r❧❛♥t ❞❡s ❛rt✐❝❧❡s é❝r✐ts ❡♥ ❝♦♠♠✉♥ ❛✈❡❝ ❊✐❧❡♥❜❡r❣✱ ▼❛❝ ▲❛♥❡ ❞✐t ❝❡❝✐✸✻ ✿
✏❚❤❡② ❛❧❧ ✐♥✈♦❧✈❡❞ t❤❡ ♠❛①✐♠ ✿ ❉✐❣ ❞❡❡♣❡r ❛♥❞ ✜♥❞ ♦✉t✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
❍✉r❡✇✐❝③ ❛♥❞ ❍❡✐♥③ ❍♦♣❢ ❤❛❞ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❛
s♣❛❝❡ ❤❛❞ ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❤♦♠♦❧♦❣② ❛♥❞ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣② ❣r♦✉♣s✳ ❙❛♠♠②✱
✇✐t❤ ❤✐s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ❤✐s s✐♥❣✉❧❛r ❤♦♠♦❧♦❣② t❤❡♦r②✱ ❤❛❞ ❥✉st t❤❡ ♥❡❡❞❡❞
t♦♦❧s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤✐s✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ ♦✉r ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ t❤❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣②
♦❢ ❣r♦✉♣s✳✑
▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❞❡ q✉❡❧❧❡ ♠❛♥✐èr❡ ❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝
▲❛♥❡ s♦♥t ♣❛r✈❡♥✉s✱ ♣❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t à ❍♦♣❢ ❡t ❊❝❦♠❛♥♥✱ à ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s
❣r♦✉♣❡s✱ ❡t ❧✬❛♣♣♦rt ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡ ♣♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s
♣❛r ❡①♣❧✐q✉❡r ❡♥ q✉♦✐ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❝♦♥s✐st❡✳
✾✳✸✳✶ ▲✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡
❊♥ ✶✾✹✹✱ ❊✐❧❡♥❜❡r❣ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ t❤é♦r✐❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❛♥s ✉♥
❛rt✐❝❧❡✱ ♣❛r✉ ❛✉① ❆♥♥❛❧s ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✸✼✳ ▲✬✐❞é❡ ❡♥ s♦✐ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡✱
❞✐t❡ ✏t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡✑✱ ♥✬❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s s✐ ♥♦✉✈❡❧❧❡✸✽ ♠❛✐s
❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t q✉✐ ❧❛ r❡♥❞ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ ❡t✱ ❡♥ ✉♥
s❡♥s✱ ❛❝❤❡✈é❡✸✾✳
✸✻❈❢✳ ❬✶✽❪ ♣✳ ✶✸✹✻✳
✸✼■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❬✻✺❪✱ s♦✉♠✐s ❡♥ ♦❝t♦❜r❡ ✶✾✹✸✳
✸✽❊❧❧❡ ❛ été ❛❜♦r❞é❡ ❞❛♥s ❧❡s ♣❧✉s ❣r❛♥❞s ♠❛♥✉❡❧s ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧✬é♣♦q✉❡ ❀ ❞❛♥s ❆❧✲
❣❡❜r❛✐❝ ❚♦♣♦❧♦❣② ❞❡ ▲❡❢s❝❤❡t③✱ ❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✬❆❧❡①❛♥❞r♦✛✫❍♦♣❢ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❛♥s ❧❡ ▲❡❤r❜✉❝❤
❞❡r ❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❙❡✐❢❡rt✫❚❤r❡❧❢❛❧❧✳
✸✾❙❡❧♦♥ ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞❡ ▼❛❝ ▲❛♥❡ ❛✉ s✉❥❡t ❞✬❊✐❧❡♥❜❡r❣✱ ❝❢✳ ❬✶✽❪ ♣✳ ✶✸✹✻ ✿ ✏❋✐♥❞✐♥❣ t❤❡
▲❡❢s❝❤❡t③ ❜♦♦❦ ✭✶✾✹✷✮ ♦❜s❝✉r❡ ✐♥ ✐ts tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ s✐♥❣✉❧❛r ❤♦♠♦❧♦❣②✱ ❤❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛♥ ❡❧❡❣❛♥t
❛♥❞ ❞❡✜♥✐t✐✈❡ tr❡❛t♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❆♥♥❛❧s ✭✶✾✹✹✮✳✑
✷✹✽
❈♦♠♠❡ ❧✬❡①♣❧✐q✉❡ ❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❧✉✐✲♠ê♠❡✱ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦✲
❣✐❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❞♦♥♥❡r ✉♥ ♣r♦❝é❞é ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✱
q✉✐ ❢♦✉r♥✐r❛ ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❛❜str❛✐t✱ ❡t ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❛❜str❛✐ts✳
❉✐✛ér❡♥t❡s t❤é♦r✐❡s ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❛✈❛✐❡♥t été é❧❛❜♦ré❡s ❥✉sq✉❡ ❧à✱ ♠❛✐s ❜❛✲
s❛♥t ♣❧✉tôt ❧❡✉r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s
T : X → P ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ X ❞❛♥s ❞❡s ♣♦❧②è❞r❡s P ✳ ▲✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❷❡❝❤✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ r❡❧è✈❡ ❞❡ ❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❡✳ ❖r ♦♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❡s♣ér❡r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡
t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ à ♣❛rt✐r ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s T : P → X✳ ❈❡tt❡
♠❛♥✐èr❡ ❞✬♦♣ér❡r ❛ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ✉♥❡ ♦r✐❣✐♥❡ ♣❧✉s ❛♥❝✐❡♥♥❡ q✉❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ▲❡
♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐❞❡♥t✐✜é✱ ♣rés❡♥t ♠ê♠❡ ❞❛♥s ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ▲❡❢s❝❤❡t③✹✵
✭❥✉sq✉❡ ❧à ❧❡ ♣❧✉s ❛❜♦✉t✐✮ ❡st ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞✬♦r❞r❡ 2✱ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞
✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❧❛ ♠✐s❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ❞✬✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❛❜str❛✐t ♣❡rt✐♥❡♥t ✈✉ q✉❡ ❞❛♥s ✉♥
❝♦♠♣❧❡①❡ ❛❜str❛✐t ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ q✉❡ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❝❤❛î♥❡s s♦✐❡♥t ❧✐❜r❡s✳
❊✐❧❡♥❜❡r❣ s❡ ❞♦♥♥❡ ❞♦♥❝ ♣♦✉r ❜✉t ❞❛♥s s♦♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ t❤é♦r✐❡
❡①✐st❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡✱ ❡t ❧❛ r❡♥❞ ❛✉ ✜♥❛❧ ✐rré♣r♦❝❤❛❜❧❡✳ ❙❛ ♠♦✲
t✐✈❛t✐♦♥ ❡st ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡ s❡ ♣rêt❡ ❜✐❡♥ à
❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬❤♦♠♦t♦♣✐❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✱ t❤é♦r✐❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ ❛ ❞é❥à
❝♦♥tr✐❜✉é à ♣❧✉s✐❡✉rs r❡♣r✐s❡s✹✶✳
❉❛♥s ❬✶✹✹❪✱ ▲❡❢s❝❤❡t③ ❛✈❛✐t ❞é✜♥✐ ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡ s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ X ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ tr✐♣❧❡t (ep, T, Ep)✱ ep ét❛♥t ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡
s✐♠♣❧✐❝✐❛❧❡ ♦r✐❡♥té❡ ✭❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ p✮ ❡t T ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ ep ❞❛♥s
✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ Ep ❞❡ X✳ ❆✈❡❝ ❞❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❛❝t✉❡❧❧❡s✱ ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡
♥✬❡st ❞♦♥❝ r✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡ q✉❡ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ T : ep → Ep✳ ❙♦♥t
❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❞❡✉① ❝❡❧❧✉❧❡s T : ep → Ep ❡t T ′ : e′p → Ep
s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❛r②❝❡♥tr✐q✉❡✹✷ U : e¯′p → e¯p✱ ♦ù e¯′p ❡t e¯p s♦♥t
❧❡s s✐♠♣❧❡①❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❛ss♦❝✐és à e′p ❡t ep✱ t❡❧❧❡ q✉❡ T
′ = TU ✳ ❈♦♠♠❡ à
❧✬❛❝❝♦✉t✉♠é❡ s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ✭s✐♥❣✉❧✐èr❡s✮✱ à s❛✈♦✐r ❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s
❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s ✭s✐♥❣✉❧✐èr❡s✮ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞♦♥♥é✱ ❛✐♥s✐
q✉✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜♦r❞✳
❖✉tr❡ ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞✬♦r❞r❡ ✷✱ ▲❡❢s❝❤❡t③ ❝♦♥st❛t❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡
❝❤❛î♥❡s ❞✐t❡s ✏❞é❣é♥éré❡s✑✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s T (ep) ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à p✳ ■❧ ❞é❝✐❞❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝♦♠♠❡ ♥✉❧❧❡s✱
s✬❛ss✉r❛♥t q✉❡ ❝❡❧❛ ❡st ❝♦❤ér❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❜♦r❞✳
❊t ✜♥❛❧❡♠❡♥t✱ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s s✐♥❣✉❧✐èr❡s ❞❡ X✱
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜♦r❞ ❡♥ ❢❛✐t ❜✐❡♥ ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❛♣♣❡❧é ♣❛r ▲❡❢s❝❤❡t③ ✏❝♦♠♣❧❡①❡
s✐♥❣✉❧✐❡r t♦t❛❧✑✹✸ ❞❡ X✳ ❈❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡st ✉♥ ✏❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❜♦r❞ ✜♥✐✑ ✭✏❝❧♦s✉r❡✲
✹✵❈❢✳ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✹✹❪ ❞❡ ▲❡❢s❝❤❡t③✳
✹✶❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❬✻✶❪ ❡t ❬✻✷❪✳
✹✷❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣rés❡r✈❛♥t ❧❡s ❜❛r②❝❡♥tr❡s✱ ❞♦♥❝ ❡♥ ❢❛✐t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✉♥❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✣♥❡✳
✹✸✏❈♦♠♣❧❡t❡ s✐♥❣✉❧❛r ❝♦♠♣❧❡①✑✱ ❝❢✳ ❬✶✹✺❪ ♣✳ ✸✶✷✳
✷✹✾
✜♥✐t❡ ❝♦♠♣❧❡①✑✮ ❡t s❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ s♦♥t ❞❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✹✹✳
❉❛♥s ❬✻✺❪✱ ❊✐❧❡♥❜❡r❣ r❡♣r❡♥❞ ❞❛♥s ✉♥❡ ❧❛r❣❡ ♠❡s✉r❡ ❧❡s ✐❞é❡s ♣rés❡♥t❡s
❝❤❡③ ▲❡❢s❝❤❡t③ ♠❛✐s ✐♥tr♦❞✉✐t q✉❡❧q✉❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❛✜♥ ❞✬❡♥ é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s
♣r♦❜❧è♠❡s✳ ■❧ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s s✐♠♣❧❡①❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ♥♦♥ ❞é❣é♥érés ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡
❡✉❝❧✐❞✐❡♥ ❞♦♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts s♦♥t ♦r❞♦♥♥és✳ ❯♥ t❡❧ s✐♠♣❧❡①❡ s✱ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
q✱ ♣♦✉rr❛ ❞♦♥❝ s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s =< p0, ..., pq >✱ ❧❡s pi ❞és✐❣♥❛♥t
s❡s s♦♠♠❡ts✳ ❙❡s ❢❛❝❡s s(i) s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥é❡s✱ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s(i) =<
p0, ..., pˆi, ..., pq >✳ ❯♥ q✲s✐♠♣❧❡①❡ s✐♥❣✉❧✐❡r ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ X ❡st
❛❧♦rs ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ T : s → X✹✺ ❞❡ s♦✉r❝❡ ✉♥ s✐♠♣❧❡①❡ s t❡❧ q✉❡
❞é❝r✐t ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❉❡✉① q✲s✐♠♣❧❡①❡s s✐♥❣✉❧✐❡rs T1 : s1 → X ❡t T2 : s2 → X
s♦♥t ❞✐ts éq✉✐✈❛❧❡♥ts s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜❛r②❝❡♥tr✐q✉❡ ❞❡ s1 ❞❛♥s s2
♣rés❡r✈❛♥t ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts✳ ■❧ ♣❡✉t ❡♥s✉✐t❡ ❞é✜♥✐r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à
▲❡❢s❝❤❡t③ ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ♥♦♠♠é ✏❝♦♠♣❧❡①❡ s✐♥❣✉❧✐❡r✑ ❞❡X ❡t q✉✐ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t
✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❜♦r❞ ✜♥✐✹✻✳
❆ ✈r❛✐ ❞✐r❡✱ ❞❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡✱ ❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❛✈❛✐t ❝♦♠♠❡♥❝é ♣❛r ♠❡♥❡r ✉♥❡
ét✉❞❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❛❜str❛✐ts ❞❡ ❜♦r❞ ✜♥✐✳ ❈❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s s♦♥t ❡♥ ✜♥
❞❡ ❝♦♠♣t❡ s♦✉♠✐s ❛✉① ♠ê♠❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❛❜str❛✐ts q✉❡
♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉s ❞❛♥s ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✹✼ ❞♦♥❝ ♥♦✉s ♥❡ ❞ét❛✐❧❧♦♥s ♣❛s ❧✬❛①✐♦♠❛t✐q✉❡
q✉✬❡♥ ❞♦♥♥❡ ❊✐❧❡♥❜❡r❣✳
▲❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ s✐♥❣✉❧✐❡r ❞é✜♥✐ ♣❛r ❊✐❧❡♥❜❡r❣ ♥❡ ♣❡✉t s✬❛✈ér❡r ❧é❣✐t✐♠❡ q✉❡ s✐
❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ q✉✐ ❧✉✐ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❜✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞❡s ♣♦❧②è❞r❡s✳ P♦✉r ♠♦♥tr❡r ❝❡❧❛✱ ✐❧ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s②sté♠❛t✐q✉❡
❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ✏tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛î♥❡s✑ ✭❧✬✏❍♦♠♦❧♦❣✐❡✲❆❜❜✐❧❞✉♥❣✑ ❛✉ s❡♥s
❞✬❊❝❦♠❛♥♥✮ ❡t ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❝❡❧✉✐ ❞✬✏éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛î♥❡s✑✳ ❙✐ K1 ❡t K2
s♦♥t ❞❡✉① ❝♦♠♣❧❡①❡s ❛❜str❛✐ts ✭❞❡ ❜♦r❞ ✜♥✐✮✱ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛î♥❡s
τ : K1 → K2 ❡st ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡s✱ ❡♥ t♦✉t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ q✱ ❡♥tr❡ ❧❡s
❣r♦✉♣❡s ❞❡s q✲❝❤❛î♥❡s ✭τ : Cq(K1)→ Cq(K2)✮✱ ❝♦♠♠✉t❛♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ❜♦r❞ ✭τ∂ =
∂τ✮✳ ❉❡✉① tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛î♥❡s τ1, τ2 : K1 → K2 s♦♥t ❞✐t❡s ❤♦♠♦t♦♣❡s
✭❝❡ q✉✐ s❡ ♥♦t❡ τ1 ≃ τ2✮ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ❡♥ t♦✉t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ q ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ D :
Cq(K1)→ Cq(K2) t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ q✲❝❤❛î♥❡ cq✱ ∂Dcq = τ2cq−τ1cq−D∂cq✳
✹✹❈❢✳ ❬✶✹✺❪ ♣♣✳ ✸✶✷✲✸✳ ❯♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❜♦r❞ ✜♥✐ ❡st ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡ ❜♦r❞ ❞❡
t♦✉t s✐♠♣❧❡①❡ ❡st ✜♥✐ ♦✉✱ ♣♦✉r ❧❡ ❞✐r❡ ❛✉tr❡♠❡♥t✱ ❛❞♠❡t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ❢❛❝❡s ✿ ❝❡tt❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧❡ ❜♦r❞ ❞❡ t♦✉t❡ ❝❤❛î♥❡ s✬é❝r✐t ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✜♥✐❡✳
✹✺❈❡tt❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥❡ ✢è❝❤❡✱ ❡st ❜✐❡♥ ❡♠♣❧♦②é❡ ♣❛r ❊✐❧❡♥❜❡r❣ ♠❛✐s ❡❧❧❡
♥❡ ❧✬ét❛✐t ♣❛r ❝♦♥tr❡ ♣❛s ♣❛r ▲❡❢s❝❤❡t③✱ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ❞❛♥s s♦♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ✶✾✸✸ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s
❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❚♦♣♦❧♦❣②✳
✹✻❖♥ ♣♦✉rr❛ tr♦✉✈❡r ❝❡tt❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✬❊✐❧❡♥❜❡r❣✱ ❡t ❧❡s ❞ét❛✐❧s t❡❝❤♥✐q✉❡s q✉✐ ❧✬❛❝❝♦♠✲
♣❛❣♥❡♥t✱ ❛✉① ♣❛❣❡s ✹✷✵ ❡t ✹✷✶ ❞❡ ❬✻✺❪✳
✹✼P♦✉r ❧❡s ❜❡s♦✐♥s ❞✬❛✉tr❡s t❤é♦r✐❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✱ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❛❜str❛✐ts ❞✐✛ér❡♥ts
❛✈❛✐❡♥t été ❝♦♥s✐❞érés✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞✬ét♦✐❧❡ ✜♥✐❡ ✭✏st❛r✲✜♥✐t❡ ❝♦♠♣❧❡①✑✮ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ q✉✐ s♦♥t s♦✉♠✐s ❡✉① à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ t♦✉t s✐♠♣❧❡①❡ ❡st ❢❛❝❡ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐
❞❡ s✐♠♣❧❡①❡s ✭❝❢✳ ❬✶✹✺❪ ♣♣✳ ✽✾✲✾✵✮✳
✷✺✵
❯♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛î♥❡s τ : K1 → K2 ❡st ❛♣♣❡❧é❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡
❝❤❛î♥❡s s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ρ : K2 → K1 t❡❧❧❡ q✉❡
ρτ ≃ 1 ❡t τρ ≃ 1✱ 1 ❞és✐❣♥❛♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐té✳
P♦✉r ❧é❣✐t✐♠❡r s♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ s✐♥❣✉❧✐❡r✱ ❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❞♦✐t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ❝♦♠✲
♣❧❡①❡ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ k(P ) ✭❞♦♥t ❧❡s s✐♠♣❧❡①❡s s♦♥t ♦r✐❡♥tés✮ ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ♣♦❧②è❞r❡
❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✜♥✐ P ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❡s ♠ê♠❡s
❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡t ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ s✐♥❣✉❧✐❡r S(P )✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡ ✐❧
✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ tr♦✐s✐è♠❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ♥♦té K(P )✱ ❞♦♥t ✉♥❡ q✲❝❡❧❧✉❧❡ ❡st ✉♥ s②s✲
tè♠❡ ♦r❞♦♥♥é v0...vq ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞❡ P ✱ ♥♦♥ ❢♦r❝é♠❡♥t ❞✐st✐♥❝ts✱ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t
à ✉♥ s❡✉❧ ❡t ♠ê♠❡ s✐♠♣❧❡①❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ P ✳ ■❧ ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡
éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ❡♥tr❡ K(P ) ❡t k(P ) ❡t ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ❡♥tr❡ K(P ) ❡t
S(P )✳ ❈♦♠♠❡ ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝♦♠♣❧❡①❡s ✐♥❞✉✐t ✉♥
✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥tr❡ ❧❡✉rs ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡t ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡✱ ✐❧ ♠♦♥tr❡
❛✐♥s✐ q✉❡ k(P ) ❡t S(P ) ♦♥t ❜✐❡♥ ♠ê♠❡s ❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡t ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐✲
❝✉❧✐❡r✱ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡ ❡st ❜✐❡♥ ✉♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ P ❡♥ t❛♥t
q✉✬❡s♣❛❝❡✳
❯♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❞❛♥s s♦♥ ❛rt✐❝❧❡✱ ❊✐❧❡♥❜❡r❣ s❡ ♣❡♥❝❤❡ s✉r ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té
❞❡ ♠✉♥✐r S(X) ❞❡ ♣r♦❞✉✐ts✳ ❉❛♥s ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ✶✾✸✽ ✭❬✷✹✸❪✮✱ ❲❤✐t♥❡② ❛✈❛✐t
tr❛✐té ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞❛♥s ✉♥
❝♦♠♣❧❡①❡✳ ■❧ ❛✈❛✐t ✐s♦❧é ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①❡s ❛❞♠❡tt❛♥t ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s
♣r♦❞✉✐ts ♠❛✐s ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ s✐♥❣✉❧✐❡r ♥✬❡♥tr❡ ♣❛s ❞❛♥s ❝❡❧❧❡✲❝✐✱ ❡t ❊✐❧❡♥❜❡r❣
❡st ❝♦♥tr❛✐♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s k(P )✱ K(P )✱
S(P )✳ ■❧ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ✏❝✉♣✑ ✭❧❡ ♣r♦❞✉✐t
❡♥tr❡ ❝♦❝❤❛î♥❡s✮ ❡t ❡♥ ❞é❞✉✐t ✉♥❡✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r✱ ♣♦✉r ❧❡
♣r♦❞✉✐t ✏❝❛♣✑ ✭❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❡♥tr❡ ✉♥❡ ❝♦❝❤❛î♥❡ ❡t ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡✮✳ ■❧ ♣r♦♣♦s❡ ❡♥✲
s✉✐t❡ ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ♣♦✉r k(P )✱ K(P )✱ S(P ) ❡t ❧❛✐ss❡ ❧❡
❧❡❝t❡✉r s❡ ❝♦♥✈❛✐♥❝r❡ q✉✬✐❧s s❛t✐s❢♦♥t ❛✉① ❛①✐♦♠❡s ♣♦sés ❥✉st❡ ❛✈❛♥t✳ ❊❝❦♠❛♥♥
s✬❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ✐♥s♣✐ré ❞❡ ❝❡t ❡①♣♦sé très ❝❧❛✐r ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ s♦♥ ♣r♦❞✉✐t
U ✭❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ✏❝✉♣✑✮ ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳
❆✉ ✜♥❛❧✱ ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ❞✬❊✐❧❡♥❜❡r❣ ✐♥❝❛r♥❡ ✉♥ ♠♦♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❧❛ t♦✲
♣♦❧♦❣✐❡✳ ■❧ ❢♦♥❞❡ ❡♥✜♥ ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s
s✐♠♣❧❡①❡s s✐♥❣✉❧✐❡rs✱ q✉✐ s❡ ♣♦s❡♥t ❞❡♣✉✐s ❧♦♥❣t❡♠♣s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ♣❧✉s ✐♥t✉✐✲
t✐❢s ♣♦✉r ❝❡ q✉✐ ❡st ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ❙♦♥ ❡①♣♦sé✱
très ❝❧❛✐r✱ ✉t✐❧✐s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s②sté♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ✭❝♦♠♠❡
❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛î♥❡s✮ q✉✐ s♦♥t ♣❡rt✐♥❡♥ts ♣♦✉r ❝♦♠♣❛r❡r ❤♦♠♦❧♦❣✐❡s ❡t
❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ■❧ ✐♥✐t✐❡ ❛✐♥s✐ à ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♠❛♥✐èr❡
❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✱ q✉✐ ❝♦♠♠❡♥❝❡ à ❞♦♥✲
♥❡r ❧❡✉r ♣❧❛❝❡ ❛✉① ❞✐❛❣r❛♠♠❡s✱ q✉✐ s②♥t❤ét✐s❡♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t ré❞✉✐s❡♥t
❧❡s ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛î♥❡s✱ ❝②❝❧❡s✱ ❜♦r❞s✱ ❡t❝✳
▲✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡ ❡st ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❡❧❧❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡✱ ❝❡ q✉✐
✷✺✶
❡st ✉♥❡ q✉❛❧✐té t♦✉❥♦✉rs ❛♣♣ré❝✐é❡ ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s✳ ❊❧❧❡ ❛ ❝♦♠♠❡ ♣♦✐♥t
❢♦rt ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ S(X)✱ ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✱ ❝♦❞❛♥t
❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❝❡t ❡s♣❛❝❡ ✕ ❝✬❡st ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❝♦♠♠✉♥❡ à ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡
❞❡ ❷❡❝❤ ♠❛✐s ♣❛s à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❱✐❡t♦r✐s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳ ❈❡tt❡ ✐❞é❡ s❡r❛ ✉t✐❧✐sé❡
♣❛r ❊✐❧❡♥❜❡r❣✱ ▼❛❝ ▲❛♥❡ ❡t ❊❝❦♠❛♥♥ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❛ s❡✉❧❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡
❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❛s♣❤ér✐q✉❡ ❡♥ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛✲
♠❡♥t❛❧✱ ❡t ❡♥ ✉♥ s❡♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡t ❞❡ ❧❛
❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✳
▲✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡ ♣rés❡♥t❡ ❛✉ss✐ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬êtr❡ ❛❞❛♣té❡ à ❧✬ét✉❞❡
❞❡ ❧✬❤♦♠♦t♦♣✐❡✳ ❊✐❧❡♥❜❡r❣ s✬❡♥ s❡rt ♣♦✉r ét❛❜❧✐r ❡♥ ✜♥ ❞✬❛rt✐❝❧❡ q✉❡❧q✉❡s rés✉❧✲
t❛ts ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧✬❤♦♠♦t♦♣✐❡✹✽ ❡t✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❡❧❧❡ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❡♥
❝❡ q✉❡ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ s✐♥❣✉❧✐❡rs ❞✬❡s♣❛❝❡s ❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡♠❡♥t éq✉✐✲
✈❛❧❡♥ts s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ s✐ ❧✬♦♥ s❡ ✜❡ ❛✉ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞❡ ❏❡❛♥ ❉✐❡✉✲
❞♦♥♥é✹✾✱ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡ ❛✈❛✐t été r❡❥❡té❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✸✵ ♣❛r❝❡
q✉✬❡♥ s♦♥ ét❛t ❞✬❛❧♦rs✱ ❡❧❧❡ ét❛✐t ✐♥❛❞❛♣té❡ ❛✉① t❡♥t❛t✐✈❡s ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❞✉❛❧✐té ❞✬❆❧❡①❛♥❞❡r✳ ■❧ ❡st r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ q✉✬❡♥ ❡♥ ❛♠é❧✐♦r❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱
❊✐❧❡♥❜❡r❣✱ ❛✐❞é ❞❡ ▼❛❝ ▲❛♥❡✱ s✬❡♥ s❡r✈❡ ♣♦✉r ét❡♥❞r❡ ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ❞✬✐♥✈❛✲
r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❛✉① ❡s♣❛❝❡s✺✵ ❡t ❛rr✐✈❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t
à ét❛❜❧✐r ❧❛ ❞✉❛❧✐té ❞✬❆❧❡①❛♥❞❡r ♣♦✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s✺✶✳
✾✳✸✳✷ ❍♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡t ❤♦♠♦t♦♣✐❡
❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡ ♦♥t ❝♦♠♠❡♥❝é ♣❛r r❡❧✐❡r ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s
à ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡t ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ à tr❛✈❡rs ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✉♥✐✈❡r✲
s❡❧✳ ❉❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✻✼❪ q✉✐ ② ❡st ❝♦♥s❛❝ré✱ ✐❧s ❞é❣❛❣❡♥t ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡✉r ét✉❞❡
❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❡t ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs✱ ✐✳❡✳ ❡♥tr❡
❍♦♠ ❡t ❊①t✱ ❧✬✐❞é❡ ❞✬❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✏♥❛t✉r❡❧✑✱ q✉✐ ♣ré✜❣✉r❡ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡
❢♦♥❝t❡✉r✳ ▲❡✉r ❛rt✐❝❧❡ s✉✐✈❛♥t ❬✻✽❪✱ s♦✉♠✐s ❡♥ ♦❝t♦❜r❡ ✶✾✹✷✱ ❡st ❝♦♥s❛❝ré ❛✉
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❛❧✐té✳ P❡♥❞❛♥t ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ♣❛r✉t ❧❡
t❡①t❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡ ❍♦♣❢ ❬✶✷✶❪ s✉r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡t ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡
❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❞♦♥♥èr❡♥t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♦r✐❡♥t❛✲
t✐♦♥ à ❧❛ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞✬❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡ ❝❛r ❝✬ét❛✐t ✉♥ s✉❥❡t q✉✐ ❧❡✉r
✹✽❆✈❡❝ ❞❡s ♦✉t✐❧s q✉✐✱ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ❜✐❡♥tôt✱ r❡ss❡r✈✐r♦♥t ❞❛♥s ❬✻✾❪ ❡t ❬✼✵❪✳
✹✾❈❢✳ ❬✺✺❪ ♣✳ ✻✾✳
✺✵❈❢✳ ❧✬❛✉t♦❜✐♦❣r❛♣❤✐❡ ❞❡ ▼❛❝ ▲❛♥❡ ❬✶✺✺❪✱ ♣✳ ✶✷✾✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r r❛♣♣❡❧é ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡
✶✾✹✷ ❡t ✶✾✹✸ ❞❡ ❍♦♣❢✱ ✐❧ ❞✐t ✿ ✏❊✐❧❡♥❜❡r❣ s✉❣❣❡st❡❞ t♦ ♠❡ t❤❛t ✇❡ ♠✐❣❤t ✉s❡ ♦✉r t❡❝❤♥✐q✉❡s
t♦ ✜♥❞ ❛ ❜❡tt❡r ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t❤✐s ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❚♦ ❞♦ t❤✐s✱ ✇❡ ✉s❡❞ ❊✐❧❡♥❜❡r❣✬s r❡❝❡♥t
s②st❡♠❛t✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ s✐♥❣✉❧❛r ❤♦♠♦❧♦❣②✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡❞ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ❝♦♠♣❧❡① ♦❢ ❛ s♣❛❝❡
X✱ ♦❢t❡♥ ✇r✐tt❡♥ S(X)✳✑
✺✶❈❢✳ ❬✺✺❪ ♣✳ ✼✾✳
✷✺✷
ét❛✐t ♣r♦❝❤❡✱ ❡t ❞♦♥t ✐❧ s❡♥t✐r❡♥t q✉✬✐❧s ♣♦✉✈❛✐❡♥t s✬② ❝♦♥s❛❝r❡r ❛✈❡❝ s✉❝❝ès✺✷✳
❉❡ ❢❛✐t✱ ✐❧s ❡♥❝❤❛î♥èr❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ✈♦✐❡ ♦✉✈❡rt❡ ♣❛r ❍♦♣❢✱ ❡♥✈♦②❛♥t
❡♥ ❛✈r✐❧ ✶✾✹✸ ✉♥ ♣r❡♠✐❡r r❛♣♣♦rt ❬✻✾❪ ❞❡ ✹ ♣❛❣❡s ❛✉① Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ◆❛✲
t✐♦♥❛❧ ❆❝❛❞❡♠② ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❯❙❆✱ ❞✐s❝✉t❛♥t ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❣r♦✉♣❡s
❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡t ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡✳
❈❡ r❛♣♣♦rt ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣❡❧❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❍♦♣❢ ❞❡ ✶✾✹✷✱ ❛✐♥s✐ q✉❡
❝❡✉① ❞❡ s♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t ❞❡ ✶✾✹✸ ❬✶✷✷❪✱ q✉✐ ✐♥❞✐q✉❛✐t ♥♦t❛♠♠❡♥t q✉❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡
❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞✬✉♥ ♣♦❧②è❞r❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s 2 à n − 1 ❞ét❡r♠✐♥❡
❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à n− 1✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ q✉♦t✐❡♥t Bn/Sn ❞✉
n✲✐è♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ♣❛r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡s n✲❝②❝❧❡s s♣❤ér✐q✉❡s✳
▲❛ q✉❡st✐♦♥ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❛❧❧❛✐t s✬❛tt❛q✉❡r ❍♦♣❢ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ét❛✐t✱ ♣♦✉r ♠é♠♦✐r❡✱
❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳
❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡ tr♦✉✈❡♥t ❡✉① ❛✉ss✐ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❍♦♣❢
♠❛♥q✉❡♥t ❞✬✉♥❡ ❡①♣❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡s Bn/Sn✳ ■❧s ❛♥♥♦♥❝❡♥t tr❛✐t❡r ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❡t ♦❜t❡♥✐r ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s
q✉♦t✐❡♥ts✳ ▲❛ ❝❧é ❡st ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ q✉❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡
R ∩ C
C(R)
❝♦♥s✐❞éré ♣❛r ❍♦♣❢
♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ❈❛r(❊①t❝❡♥t(G,R ♠♦❞ 1))✱ ♦ù ❊①t❝❡♥t ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡
❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❝❡♥tr❛❧❡s✱ ❝❡ rés✉❧t❛t s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛♥t ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡✳
❉❛♥s ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ✶✾✹✸✱ ❧❡✉rs rés✉❧t❛ts s♦♥t é♥♦♥❝és ♣♦✉r ✉♥ ♣♦❧②è❞r❡
❝♦♥♥❡①❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✜♥✐✺✸✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞✬♦❜❥❡ts q✉❡ ❧❡s
❝♦♠♣❧❡①❡s ❝♦♥s✐❞érés ♣❛r ❍♦♣❢✳ ❙❡❧♦♥ ❡✉①✱ ❧❡✉rs rés✉❧t❛ts r❡st❡♥t ♥é❛♥♠♦✐♥s
✈❛❧✐❞❡s ♣♦✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r ❛r❝s ✕ ❝✬❡st s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡
s✐♥❣✉❧✐èr❡ q✉✬❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡st ❡♥ tr❛✐♥ ❞✬é❧❛❜♦r❡r q✉❡ ❝❡❝✐ s❡r❛ ❢❛✐t ❞❛♥s ❧❡✉r
❛rt✐❝❧❡ ❞ét❛✐❧❧é ❬✼✵❪ ❞❡ ✶✾✹✺✳
❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡ ♣♦✐♥t✱ ♥♦✉s ❛❞♦♣t♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞✬❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝
▲❛♥❡✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞✉ ♣♦❧②è❞r❡ P s❡r❛ ♥♦té π ❡t G ❞és✐❣♥❡r❛ ✉♥
❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t ♣❛r ❛ss♦❝✐❡r ✉♥
❝♦♠♣❧❡①❡ K(π) ❞❡ ❜♦r❞ ✜♥✐ ❛✉ ❣r♦✉♣❡ π✳ ❈❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡st ❢♦r♠é ❞❡ ❣r♦✉♣❡s
❛❜é❧✐❡♥s ❧✐❜r❡s Cq ❡♥❣❡♥❞rés ♣❛r ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❝❛rré❡s ❞✬♦r❞r❡ q + 1 s♦✉♠✐s❡s
à ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✺✹✳ ■❧s ♥♦t❡♥t Hq(π,G) ❡t Hq(π,G) ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦✲
✺✷❈❢✳ ❬✶✺✵❪ ♣✳ ✶✸✼ ✿ ✏❚❤❡ ♥❡①t ♠❛❥♦r ✐♠♣❡t✉s ✇❛s ❛ ❜❡❛✉t✐❢✉❧ ✶✾✹✷ ♣❛♣❡r ❜② ❍✳ ❍♦♣❢✱
✏❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❣r✉♣♣❡ ✉♥❞ ❩✇❡✐t❡ ❇❡tt✐s❝❤❡ ●r✉♣♣❡✑✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣❛rt ♦❢
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤♦♠♦❧♦❣② ❣r♦✉♣ ♦❢ ❛ s♣❛❝❡ ❞❡♣❡♥❞❡❞ ✭❢✉♥❝t♦r✐❛❧❧②✮ ♦♥ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❣r♦✉♣✳
❍♦♣❢✬s ♣❛♣❡r ❞✐❞ ♥♦t s♣❡❧❧ ♦✉t t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✱ ❜✉t ❛ r❛♣✐❞ st✉❞②
♦❢ ❤✐s r❡s✉❧ts ❝♦♥✈✐♥❝❡❞ ✉s t❤❛t t❤✐s ✇❛s t❤❡ s♦rt ♦❢ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❦♥❡✇ ❤♦✇ t♦
✉♥❞❡rst❛♥❞✱ ❛❧❣❡❜r❛✐❝❛❧❧②✱ ❛♥❞ ✇❡ s❡t ♦✉t t♦ ❞♦ t❤✐s✳ ❲❡ ✇❡r❡ r✐❣❤t ❀ ♦✉r t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇♦✉❧❞
❛♣♣❧②✳✑
✺✸■❧ ♥✬② ❛ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❛✉❝✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡
❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝ ✐❝✐ ❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❤♦♠♦❧♦❣✐❡ s✉r ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ✜♥✐❡s ❡t
❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ s✉r ❧❡s ❝♦❝❤❛î♥❡s ✐♥✐✜♥✐❡s✳
✺✹◆♦✉s ❡①♣❧✐❝✐t♦♥s ❝❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡ ♦♥t ❞û
✷✺✸
♠♦❧♦❣✐❡ ❡t ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡✺✺ ❞❡ K(π)✳ P♦✉r ❛✉t❛♥t ♥✬❛♣♣❛r❛ît ❥❛♠❛✐s ✉♥❡
❛♣♣❡❧❧❛t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ✏❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ π✑✱ ❝❡ q✉✐ ✐♥❞✐q✉❡ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡✉r
♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❡st ✉♥✐q✉❡♠❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✱ ❡t q✉❡ K(π) ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t ❛✈❛♥t t♦✉t
♣♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✬✉♥ ♣♦❧②è❞r❡ ❛s♣❤ér✐q✉❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ π✳
▲✬✐❞é❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛î♥❡s✺✻ ❡♥tr❡ P ❡t
K(π)✳ ❊♥ ét✉❞✐❛♥t s❡s ♣r♦♣r✐étés✱ ❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡ ♣❛r✈✐❡♥♥❡♥t à ♣r♦✉✲
✈❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✿
❙✐ πi(P ) = 0✱ 1 ≤ i ≤ n✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ❧❡s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ✿
Hq(P,G) ≃ Hq(π,G), q < n,
Hq(P,G) ≃ Hq(π,G), q < n,
Hn(P,G)/Sn(P,G) ≃ Hn(π,G).
■❧ ❧❡✉r ❢❛✉t ❡♥s✉✐t❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s Hq(P,G) ❡t Hq(P,G)✳ ▲❛ ❞✉❛❧✐té
❞❡ P♦♥tr❥❛❣✐♥ ✐♥❞✐q✉❡ q✉✬✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡
❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡✱ ❡♥ ✈❡rt✉ ❞❡ Hq(π,G) ≃ Hq(π,❈❛r(G))✳ ▲❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ K(π) ♥✬❡st
♣❛s ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ❀ ✐❧ ❡st ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡
t❤é♦r✐q✉❡✱ ♣♦✉r ❧✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✳ ❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t
▼❛❝ ▲❛♥❡ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞❡s Cq s♦♥t ❡♥ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s
q✲✉♣❧❡ts ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ π✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s q✲❝♦❝❤❛î♥❡s ❞❡ K(π)
❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f : πq → G✳ ▲❡ ❝♦❜♦r❞ s✉r ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿
(δf)(p1, ..., pq+1) = f(p2, ..., pq+1)+
q∑
i=1
(−1)if(p1, ..., pi−1, pipi+1, pi+2, ..., pq+1)
+(−1)q+1f(p1, p2, ..., pq).
▲❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ Hq(π,G) ❡st ❞♦♥❝ ✐s♦♠♦r♣❤❡ ❛✉ q✉♦t✐❡♥t ❞✉
❣r♦✉♣❡ ❞❡s q✲❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦❜♦r❞ ♥✉❧ ♣❛r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s q✲❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛
❝❤❡r❝❤❡r à ❛ss♦❝✐❡r ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ à π ❛✜♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡t ✉♥❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡
q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞r❛✐❡♥t q✉❡ ❞❡ ❝❡ ❣r♦✉♣❡✳ ▲❛ ❢♦r♠❡ s♦✉s ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧s ♦♥t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐
K(π) ♣r♦✈✐❡♥t à ♥♦tr❡ ❛✈✐s ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛î♥❡s q✉✬✐❧s ❛✈❛✐❡♥t ❡♥ têt❡ ♣♦✉r
r❡❧✐❡r ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ P à ❝❡❧❧❡ ❞❡ K(P )✳ ❉❛♥s ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❬✼✵❪ ❞❡ ❝❡ r❛♣♣♦rt✱
✐❧s ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t ♣❛r ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ♣❧✉s é♣✉ré❡✳ ◆♦✉s ②
r❡✈✐❡♥❞r♦♥s ♣❧✉s ❧♦✐♥✳
✺✺❊♥ ❢❛✐t ✐❧s ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥ ❝❛r❛❝tèr❡ ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ Hq ♣♦✉r ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✱ ✈♦✉❧❛♥t ♠♦♥tr❡r
♣❛r ❝❡tt❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ q✉❡ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡ s♦♥t ❞✐s❝r❡ts ❛❧♦rs q✉✬✐❧s s♦♥t
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❡♥ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳ ◆♦✉s ♥❡ ❣❛r❞♦♥s ♣❛s ❝❡tt❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥✱ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s très
✉t✐❧❡✳
✺✻❈✬❡st ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ✉t✐❧✐sé à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡
❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❛♥s ❬✻✺❪✳
✷✺✹
❢♦r♠❡ f = δg✱ ♦ù g ❡st ✉♥❡ g ❡st ✉♥❡ (q − 1)✲❢♦♥❝t✐♦♥✺✼ ❀ ❝✬❡st ❛✐♥s✐ q✉❡
Hq(P,G) ❡st ❡①♣❧✐❝✐té ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t✳
❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡ ❞é❝r✐✈❡♥t ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡♥ ❜❛ss❡ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥ ✭0✱ 1 ❡t 2✮✱ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❧❡ ❢❡r❛ ❊❝❦♠❛♥♥ ♣❡✉ ❛♣rès✱ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t
♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ H2(π,G) ≃ ❊①t❝❡♥t(π,G)✳ ■❧s t❡r♠✐♥❡♥t s✉r ✉♥❡ ❣é♥é✲
r❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r t❤é♦rè♠❡✱ q✉✐ ♣r❡♥❞ ♣♦✉r ❤②♣♦t❤ès❡ πi(P ) = 0✱ ♣♦✉r t♦✉t
i ∈ {1, ..., n − 1} \ {m} ❡t r❡❧✐❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡t ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ P à ❝❡❧❧❡
❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ K(πm(P ), n)✳
❈❡tt❡ ét✉❞❡ ❞✬❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡ ❞♦♥t ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❞✬✐♥✲
❞✐q✉❡r ❧❛ t❡♥❡✉r s❡ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❍♦♣❢✱ ❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧ ❡t ❊❝❦♠❛♥♥ ❡♥ ❝❡
q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ r❡♣r❡♥❞ ♣❛s ❧❡s ♦✉t✐❧s ✐♥tr♦❞✉✐ts ♣❛r ❍♦♣❢ ♣♦✉r ét❛❜❧✐r s♦♥ ✐s♦♠♦r✲
♣❤✐s♠❡ s✉r ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳ ▲❡s ❞❡✉① ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s ♦♥t
✐♥✈❡st✐ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡s q✉❡st✐♦♥s ♦✉✈❡rt ♣❛r ❍♦♣❢ ❞❡ ❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ✐❞é❡s ❡t t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s✳ ▲❡✉r ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❡st ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t
à ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❞❡ ✶✾✹✺✳ ❈❡t ❛s♣❡❝t ❡st s❡♥s✐❜❧❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ♣❛r❝❡ q✉✬✐❧s
♥❡ ♠❡♥t✐♦♥♥❡♥t ❥❛♠❛✐s ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞✬✏❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡✑ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt
♣❛r❝❡ q✉✬✐❧s ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❛❜str❛✐t ❧à ♦ù ❍♦♣❢ ❞é✜♥✐t ❧❡s ✏rés♦❧✉✲
t✐♦♥s ❧✐❜r❡s✑✳ ▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❧✐❜r❡ ❡st ❞✬❡ss❡♥❝❡ ♣❧✉s ❛❧❣é❜r✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✱
♦❜❥❡t ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡✱ ❝❛r✱ ❜✐❡♥ q✉❡ s✬✐♥s♣✐r❛♥t ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❛♥s
❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜♦r❞ ❡♥tr❡ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥ ❛❞❥❛❝❡♥t❡✱ ❡❧❧❡ ❡st ♣❧✉tôt ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♠♠❡ q✉♦t✐❡♥t ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❧✐❜r❡ ♣❛r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s✳
✾✳✸✳✸ ▲❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ K(π)
❆✜♥ ❞❡ ❜✐❡♥ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡ rô❧❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞✬❊✐❧❡♥❜❡r❣ s✉r ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡
s✐♥❣✉❧✐èr❡ ❞❛♥s ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ❛rt✐❝❧❡s ❬✻✾❪ ❡t ❬✼✵❪✱ ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ✐❝✐ ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ K(π)✱ ❞❛♥s s❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❡rs✐♦♥ ✭❝❡❧❧❡ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t
❞❛♥s ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ✶✾✹✸✮✳
▲✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ♣❛r ❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡ s✬❡st ❢❛✐t❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡✲
♠❡♥t ❛✉① ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❞✬❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡ s✉r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s
❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡t ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦t♦♣✐❡✳ ▲✬❛rt✐❝❧❡ ❙✐♥❣✉❧❛r ❤♦♠♦❧♦❣②
t❤❡♦r② ❬✻✺❪ ❢✉t s♦✉♠✐s ❡♥ ♦❝t♦❜r❡ ✶✾✹✸ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ ❬✻✾❪
❢✉t s♦✉♠✐s ❡♥ ❛✈r✐❧ ✶✾✹✸ ❡t ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❘❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❤♦♠♦❧♦❣② ❛♥❞ ❤♦♠♦✲
t♦♣② ❣r♦✉♣s ♦❢ s♣❛❝❡s ❬✼✵❪ ❡♥ ❢é✈r✐❡r ✶✾✹✺✳ ▲❛ ✜♥ ❞✉ ♣❛♣✐❡r s✉r ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡
s✐♥❣✉❧✐èr❡ ❞✬❊✐❧❡♥❜❡r❣ tr❛✐t❡ ❞❡s ❧✐❡♥s ❡♥tr❡ ❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡ ❡t ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦✲
♠♦t♦♣✐❡✳ ❈❡ q✉✐ ② ❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é ❡st étr♦✐t❡♠❡♥t ❧✐é ❛✉① ♦✉t✐❧s ♠✐s ❡♥ ÷✉✈r❡
✺✼▲❡ ❧❡❝t❡✉r ❛✉r❛ ♥♦té à q✉❡❧ ♣♦✐♥t ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❡✛❡❝t✉é❡ ✐❝✐ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ q✉❡
♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❛rt ❞✬❊❝❦♠❛♥♥✳
✷✺✺
❞❛♥s ❬✻✾❪ ❡t ❬✼✵❪✱ à t❡❧ ♣♦✐♥t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs q✉✬✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐✱ s✉r ❝❡
♣♦✐♥t ♣ré❝✐s✱ ❝❡ s♦♥t ❧❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s s✉r ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡ q✉✐ ♦♥t ✐♥✢✉❡♥❝é
❝❡❧❧❡s s✉r ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡t ❤♦♠♦❧♦❣✐❡✱ ♦✉ ❧✬✐♥✈❡rs❡✳
❆ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❙✐♥❣✉❧❛r ❤♦♠♦❧♦❣② t❤❡♦r②✱ ❊✐❧❡♥❜❡r❣ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s s♦✉s✲❝♦♠♣❧❡①❡s
Sn(X) ❞❡ S(X) ❞♦♥t ❧❡s q✲s✐♠♣❧❡①❡s s✐♥❣✉❧✐❡rs T : s→ X s♦♥t ❝❡✉① ♣♦✉r ❧❡s✲
q✉❡❧s T ❡♥✈♦✐❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❢❛❝❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à n s✉r ❧❡
♣♦✐♥t ❜❛s❡ x0✳ ▲❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ S1(X) ❡t π ❡st ♠❛♥✐❢❡st❡ ✈✉ q✉❡ t♦✉t❡ ❛rêt❡ pipj
❞✬✉♥ s✐♠♣❧❡①❡ s ❡st ❡♥✈♦②é❡ ✈✐❛ T s✉r ✉♥ ❧❛❝❡t ❞❛♥s X✱ ❞♦♥❝ ✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t
❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ π✳
❉❛♥s ❧❡✉r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡ ❞❡ K(π)✱ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s Cq ❞❡s ❝❤❛î♥❡s q✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s s♦♥t ❧✐❜r❡♠❡♥t ❡♥❣❡♥❞rés ♣❛r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s∆ = (dij)0≤i,j≤q✱ ♦ù
❧❡s dij s♦♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ❞❡ π s♦✉♠✐s ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s dijdjk = dik✳
❚♦✉t❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝❡ ❣❡♥r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡♥ ❢❛✐t à ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ T : sq → P ✱
♦ù sq ❡st ✉♥ q✲s✐♠♣❧❡①❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts p0✱ p1✱ ✳✳✳✱ pq✱ ❡t T ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥✈♦②❛♥t t♦✉s ❧❡s pi s✉r ❧❡ ♣♦✐♥t x0 ❞❡ P ♣r✐s ❝♦♠♠❡ ❜❛s❡ ❞❡s ❧❛❝❡ts
❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡ P ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ dij ❡st ❛❧♦rs ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡
π ❞♦♥t T (pipj) ❡st ✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t✱ ❡t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s dijdjk = dik tr❛❞✉✐s❡♥t ❧❡
❢❛✐t q✉❡ ❧❡ tr✐❛♥❣❧❡ pipjpk ❡st ❡♥✈♦②é ✈✐❛ T s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❤♦♠♦t♦♣✐q✉❡♠❡♥t
tr✐✈✐❛❧❡ ❞❡ X✳
❈✬❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ q✉✬❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡ ♦♥t ❞é❝r✐t
♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ K(π)✳ ❈✬❡st ❛✐♥s✐ q✉✬✐❧ ❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s
❬✻✾❪ ❡t ❝✬❡st ❡♥ ❧✬✉t✐❧✐s❛♥t s♦✉s ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡✲❧à q✉✬✐❧s ♣r♦✉✈❡♥t ❞❛♥s ❬✼✵❪ q✉❡✱
s♦✉s ❧❡s ❜♦♥♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✬❛s♣❤ér✐❝✐té✱ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡
♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ s♦♥ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✺✽✳ ■❧s ❥✉st✐✜❡♥t ❝❡tt❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥
♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ K(π) ♣❛r s❛ ❝♦♠♠♦❞✐té ♣r❛t✐q✉❡✺✾✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛
♥é❛♥♠♦✐♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡✉r ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ✶✾✹✺✱ ❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t
♣❛r ❞é✜♥✐r K(π) ❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❞✐t❡ ✏❤♦♠♦❣è♥❡✑ ✿ s♦✉s ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡✱
K(π) r❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ❛✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ K¯(G) ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❊❝❦♠❛♥♥ ❝♦♠♠❡ r❡✈ê✲
t❡♠❡♥t ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❞❡ s♦♥ ♣r♦♣r❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ K(G)✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♦♥ r❡♥❞ tr✐✈✐❛❧❡
❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ G ✈✐❛ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ {x0, ..., xn} = {xx0, ..., xxn} ♣♦✉r t♦✉t x ❞❡ G✱
❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t s♦♠♠❡ t♦✉t❡ à ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s s❡ ♣r♦❥❡t❛♥t s✉r ❧❛ ♠ê♠❡
❝❡❧❧✉❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❜❛s❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧✬✐❞é❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡✱ ❝♦♥s✐st❛♥t à
❛ss♦❝✐❡r ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❛❜str❛✐t ❞é❝r✐✈❛♥t ✜❞è❧❡♠❡♥t ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡t ❧❛ ❝♦❤♦♠♦✲
✺✽P♦✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ X ❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r ❛r❝s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ❡♥tr❡ S1(X) ❡t
S(X) ❞♦♥❝ ❧❡✉rs ❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡t ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
❞❡ ❝❤❛î♥❡s ❞❡ S1(X) ✈❡rs K(π) ❛♣♣r❡♥❞✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s ❞✬❛s♣❤ér✐❝✐té✱ q✉❡
Hq(S1(X), G) ≃ Hq(K(π), G)✱ ❡t❝✳
✺✾❈❢✳ ❬✼✵❪ ♣✳ ✹✽✺ ✿ ✏❋♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① K(π) ✐t ✐s ❝♦♥✈❡✲
♥✐❡♥t t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝❡rt❛✐♥ ♠❛tr✐❝❡s✑✳ ❈❡tt❡ ❛✣r♠❛t✐♦♥ ♥❡
♥♦✉s s❡♠❜❧❡ ♥é❛♥♠♦✐♥s ♣❛s ♣r❡♥❞r❡ ❣r❛♥❞ s❡♥s ❛✉ ✈✉ ❞❡ ❧❡✉r ❛rt✐❝❧❡✳ ❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉
❝♦♠♣❧❡①❡ K(π) ♥✬❛ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ♣❛s ♣❡r❞✉ré✳
✷✺✻
❧♦❣✐❡ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❛s♣❤ér✐q✉❡✱ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❤❡③ ❊❝❦♠❛♥♥ ❡t ❝❤❡③ ❊✐❧❡♥❜❡r❣
❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡✱ ❡❧❧❡ s✬❡st ❝♦♥❝rét✐sé❡ ✈✐❛ ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❜✐❡♥ ❞✐st✐♥❝t❡s✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✈❛♥❝é q✉✬❊❝❦♠❛♥♥ ét❛✐t ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ♣❛rt✐ ❞❡ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ K¯(G)✳ ■❧ ❝♦♥♥❛✐ss❛✐t ♣♦✉rt❛♥t ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡ ♠❛✐s ♥✬❛
♣❛s ❡①♣❧♦✐té ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ S1(X) ❞✬❊✐❧❡♥❜❡r❣✳ ■❧ s❡♠❜❧❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛✈♦✐r r❡♣r✐s
❧✬✐❞é❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❛❜str❛✐t✱ ♠❛✐s ❡st r❡sté ❞❛♥s ❧❛ ✈♦✐❡ ♦✉✈❡rt❡
♣❛r ❍♦♣❢ ❛✈❡❝ ❧❡ r❡✈êt❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧✳ ■❧ ❢❛✉t ❞✐r❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉✬✐❧ ❛ ♣ré❢éré
❞❡♠❡✉r❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❧✉✐ ❛ é✈✐té ❧❛ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥
♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡✳ ❙♦♥ ❛rt✐❝❧❡ ♠❡t ❛✉ ✜♥❛❧ ❡♥ ❛✈❛♥t ❞❡s
rés✉❧t❛ts ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✱ ❡♥ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ❞é✜♥✐r ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✳
❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡ ❛✈❛✐❡♥t ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥✳
❆ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞✬❊❝❦♠❛♥♥✱ ✐❧s ♥✬❛✈❛✐❡♥t ♣❛s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ✶✾✹✺
❞❡ ❍♦♣❢ ❡t ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ r❡✈êt❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ q✉✐ ② ❡st ❢❛✐t❡✳ ▲✬❤♦♠♦✲
❧♦❣✐❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡ s✬❡st ♣♦sé❡ ❡♥ t❤é♦r✐❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣✉✐ss❛♥t❡ ♣♦✉r ❛tt❛q✉❡r
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s♦✉❧❡✈és ♣❛r ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ✶✾✹✷ ❞❡ ❍♦♣❢ s❛♥s ❛✈♦✐r
à ❧✬❛♥❛❧②s❡r ❡♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❡t ❡♥ ❡①tr❛✐r❡ ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ r❡✈êt❡♠❡♥t
✉♥✐✈❡rs❡❧✱ t❡❧ ❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧✳ ■❧s ♦♥t ♠✐s à ♣r♦✜t ❧❡s ♦✉t✐❧s ❝♦♥s✐❞érés ♣❛r ❊✐❧❡♥✲
❜❡r❣ ❡♥ ✈✉❡ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ s✐♥❣✉❧✐èr❡ ✕ ♦✉t✐❧s q✉✬✐❧ ❛ ♣❡✉t✲êtr❡ ❝réés ❡♥ ❛②❛♥t
❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ❧❡s ❛❞❛♣t❡r à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡
❡t ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ✕ ❡t ♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t K(π) ❡♥ ❛②❛♥t ❡♥ têt❡ S1(X)✳ ▲✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡
s✐♥❣✉❧✐èr❡ ♥❡ ❧❡✉r ❛ ♣❛s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s❡r✈✐ à ét❡♥❞r❡ ❧❡✉r t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣♦❧②è❞r❡s
❛✉① ❡s♣❛❝❡s✱ ❡❧❧❡ ❧❡✉r ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❢♦✉r♥✐ ❧✬✐❞é❡ ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ à ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ♣♦✉r
♠♦♥tr❡r ❞❡ q✉❡❧❧❡ ♠❛♥✐èr❡ s❡ ❢❛✐t ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✬✉♥
❡s♣❛❝❡ ❛s♣❤ér✐q✉❡ ❡♥ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✳ ❈❡ ♥✬❡st q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡
t❡♠♣s✱ ❡♥ ❝❤❡r❝❤❛♥t à ❞é❝r✐r❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s é♣✉ré❡ ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ K(π)✱
q✉✬✐❧s ♦♥t ♠✐s ❛✉ ♣♦✐♥t s❛ ✈❡rs✐♦♥ ✏❤♦♠♦❣è♥❡✑✳
▲❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬✼✵❪ ♥❡ ♣rés❡♥t❡♥t ♣❛s✱ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❡t ❊❝❦♠❛♥♥✱ ❧❛
t❡♥❞❛♥❝❡ à ♠é❧❛♥❣❡r ❧❡s ❣❡♥r❡s ❡♥ q✉❡❧q✉❡ s♦rt❡✳ ❇✐❡♥ sûr ❧❡✉r tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ❡st ❛❧❣é❜r✐q✉❡ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡✉rs rés✉❧t❛ts s♦♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ♠❛✐s✱
❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s rés✉❧t❛ts✱ ❧❡✉r ❛rt✐❝❧❡ ♣❛r❧❡ ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ s❛♥s ② ♠ê❧❡r ❧✬✐❞é❡
❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ♦✉ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✳ ▼❛❝ ▲❛♥❡ ❛ttr✐❜✉❡ à ❊✐❧❡♥❜❡r❣
❧❛ ♠❛①✐♠❡ ✏❉✐❣ ❞❡❡♣❡r ❛♥❞ ✜♥❞ ♦✉t✑ ✿ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s à ❞♦✉t❡r q✉✬✐❧s ♦♥t ✈✉ s❡ ❞é✲
❣❛❣❡r ❞❡ ❧❡✉rs tr❛✈❛✉① ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❛ss♦❝✐❡r ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡t ❞❡
❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞♦♥♥é✳ ▼❛✐s ✐❧s ♦♥t ❞✬❛❜♦r❞ tr❛✐té ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ t♦♣♦✲
❧♦❣✐q✉❡ q✉✬✐❧s s✬ét❛✐❡♥t ♣♦sé ❡t ❡♥s✉✐t❡ ♦♥t ❝♦♥s❛❝ré ❧❡✉rs ❢♦r❝❡s à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡
❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✱ ❧❛ ♣rés❡♥t❛♥t ❞❛♥s ❞❡s ❛rt✐❝❧❡s ✉❧tér✐❡✉rs✳ ■❧ ❢❛✉t
❞✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r ▼❛❝ ▲❛♥❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t✱ ❧❡ s✉❥❡t r❡♥✈♦②❛✐t✱ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡
❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡♥ ❜❛ss❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ à ❝❡tt❡ ✈♦❧♦♥té ❞❡
❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧✬❡ss❡♥❝❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❡t ❧❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❞♦♥t ✐❧s
ét❛✐❡♥t s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ✐❧ ❢❛❧❧❛✐t ❜✐❡♥ s✬② ❝♦♥s❛❝r❡r ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ❡t
✷✺✼
♥❡ ♣❛s ❧❡s ♠ê❧❡r ♦✉tr❡ ♠❡s✉r❡ ❛✉① ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ ❬✼✵❪✳✻✵
✾✳✹ ▲❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ♣❛r ❊✐❧❡♥❜❡r❣
❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡
▲❡ r❛♣♣♦rt ❬✻✾❪ ❡t ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✼✵❪ ❝♦♥t❡♥❛✐❡♥t ❞♦♥❝ t♦✉t ❝❡ q✉✬✐❧ ❢❛❧❧❛✐t ♣♦✉r
❞é✜♥✐r ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡t ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✱ r❡❝♦✉♣❛♥t ♣♦✉r ❧✬❡ss❡♥t✐❡❧
❝❡ q✉✬♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❝❤❡③ ❍♦♣❢ ❡t ❊❝❦♠❛♥♥✻✶✳ ▼❛✐s ✐❧ ❢❛✉t ❛tt❡♥❞r❡ ✉♥ ❛rt✐❝❧❡
❞❡ ✶✾✹✼✻✷ ♣♦✉r ❧❡s ✈♦✐r ❛❜♦r❞é❡s ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ♣❛r ❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡✳
❈❡t ❛rt✐❝❧❡ ❬✼✶❪✱ s✬✐❧ ✈♦✐t ❧❡ ❥♦✉r ❞✉ ❢❛✐t ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❧✐é❡s à ❧❛ t♦♣♦❧♦✲
❣✐❡✱ ❡st ♥é❛♥♠♦✐♥s ♣✉r❡♠❡♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡✳ ▲❛ ✈♦❧♦♥té ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té ♦❜s❡r✈é❡
♣♦✉ss❡ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❧❡s ❛✉t❡✉rs à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ π ❝♦♠♠❡ ❛❣✐ss❛♥t✻✸ s✉r
❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts G✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ✐♥❞✐q✉❡♥t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
s✬êtr❡ ✐♥s♣✐rés ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s t❤é♦rè♠❡s ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ♣❛r
●❡r❤❛r❞ P✳ ❍♦s❝❤s❝❤✐❧❞ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡✱ ❞♦♠❛✐♥❡ q✉✐ ❧❡✉r
s❡♠❜❧❡ ♥✬❛✈♦✐r ❛✉❝✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✻✹✳ ▲❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❍♦❝❤s❝❤✐❧❞
❛✉①q✉❡❧s ✐❧ ❡st ❢❛✐t ré❢ér❡♥❝❡✱ ♣✉❜❧✐és ❡♥ ✶✾✹✺ ❡t ✶✾✹✻✱ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧✬✐❞é❡
❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ s✬❡st ❛❜str❛✐t❡ ❞✉ ❝❛❞r❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ r❛♣✐❞❡♠❡♥t✱ s❛♥s s❡ r❡s✲
tr❡✐♥❞r❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❧❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✳
❈❡ ❢❛✐t ❡st ✉♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ♠❛r❝❤❡ ❡♥ ❛✈❛♥t ❞❡ ❧❛ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❡ ❞❡ ❧✬❆❧❣è❜r❡
▼♦❞❡r♥❡ ❀ ❡❧❧❡ ❛ ❛❧♦rs été ❛❞♦♣té❡ ♣❛r s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞❡ ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s ♣♦✉r
q✉❡ ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ♣✉✐s ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡ts ❛♣♣❛r✉s ❞❛♥s
✉♥❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞✐st✐♥❝t❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ s❡ ré❛❧✐s❡♥t ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s très ❝♦✉rt✳
❙❡✉❧❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡st tr❛✐té❡ ❞❛♥s ❬✼✶❪✳ ❈❡❝✐ ❡st très ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐❜❧❡✱
❞✬✉♥❡ ♣❛rt ♣❛r❝❡ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛
❞✉❛❧✐té ❞❡ P♦♥tr❥❛❣✐♥✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ♣❛r❝❡ q✉❡ q✉✐tt❡ à ♣r✐✈✐❧é❣✐❡r ❧✬✉♥❡ ❞❡s
✻✵❈❡tt❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ét❛✐t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❛♥♥♦♥❝é❡ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❝❢✳ ♣✳ ✹✽✷ ✿ ✏❚❤❡
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ✐❞❡❛s ✐❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❛s ♣✉r♣♦s❡❧② ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡❡❞s ♦❢ t❤❡
t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳✑
✻✶❊♥ ✐♥❝❧✉❛♥t ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ❝✉♣ ❡t ❝❛♣✱ q✉✬✐❧ ♥♦✉s ❛ s❡♠❜❧é r❡❞♦♥❞❛♥t ❞❡
❞ét❛✐❧❧❡r✳
✻✷❈❡❧❛ ❞✐t✱ ❝❡tt❡ ❞❛t❡ ❡st tr♦♠♣❡✉s❡ ✦ P♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r✱ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✼✶❪ ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ❢✉t
s♦✉♠✐s ❡♥ ❥❛♥✈✐❡r ✶✾✹✻✳ ▼❛✐s s✉rt♦✉t✱ ❧❡s tr❛✈❛✉① q✉✐ ② s♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣és ❢✉r❡♥t ♣rés❡♥tés
❞❡✈❛♥t ❧❛ ❙♦❝✐été ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❆♠ér✐❝❛✐♥❡ ✭❆▼❙✮ ❡♥ ♥♦✈❡♠❜r❡ ✶✾✹✸✱ s♦✐t ❧❛ ♠ê♠❡ ❛♥♥é❡
q✉❡ ❝❡✉① q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛♥❛❧②sés ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❈✬❡st ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐❣♥é❡
✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞❡ ❧❡✉r ét✉❞❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❤♦♠♦t♦♣✐❡ ❡t ❤♦♠♦❧♦❣✐❡ q✉✬✐❧s s❡ s♦♥t ❛tt❛q✉és
à ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡✱ ♠ê♠❡ s✬✐❧s ♦♥t ♣r✐s ❞✉ t❡♠♣s ♣♦✉r ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❧❡✉r t❤é♦r✐❡✳
✻✸▲❡ ❝❛❞r❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ét✉❞✐é ❥✉sq✉❡ ❧à s❡ r❡tr♦✉✈❡ ❜✐❡♥ sûr ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ❝❡tt❡ ❛❝t✐♦♥
tr✐✈✐❛❧❡✳ ❆ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡ ❢❛✐t ❞✬❛❥♦✉t❡r ❝❡tt❡ ❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ét❛✐t ❞é❥à ❛♥♥♦♥❝é❡ ❞❛♥s ❬✼✵❪✱
♣✳ ✹✽✷✳
✻✹❈❢✳ ❬✼✶❪ ♣✳ ✺✶ ✿ ✏❚❤❡s❡ r❡s✉❧tst ❛r❡ ❛♣♣❛r❡♥t❧② ♥♦t ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s✳✑
✷✺✽
❞❡✉① t❤é♦r✐❡s✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞❡ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡r s✉r ❝❡❧❧❡ q✉✐ ♣rés❡♥t❡ ❧❡
♣❧✉s ❞❡ str✉❝t✉r❡ ✕ ❡t ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ♣❡✉t êtr❡ ♠✉♥✐❡ ❞❡ ♣r♦❞✉✐ts✳
▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ♦✉ ❝♦❝❤❛î♥❡s✱ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞✬✉♥
❣r♦✉♣❡ π✱ s❛t✐s❢♦♥t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐té
F (xx0, ..., xxn) = xF (x0, ..., xn),
✻✺
♦ù x ❡t ❧❡s xi s♦♥t ❞❛♥s π✳ ▲✬❛❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❡♥ ♣❧✉s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝❛❞r❡
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ♥❡ ♣♦s❡ ❛✉❝✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❜♦r❞✱ ❡t ❧❡s
❞é✜♥✐t✐♦♥s s♦♥t ❞♦♥❝ t♦t❛❧❡♠❡♥t ❛♥❛❧♦❣✉❡s à ❝❡❧❧❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s ✈✉❡s
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬❛❝t✐♦♥ ét❛✐t tr✐✈✐❛❧❡✳
❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❝❤❛î♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✐t❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳
❈✬❡st ❝❡❧❧❡ q✉✐ ❛ été ♣r✐✈✐❧é❣✐é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ♣❛r ❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝
▲❛♥❡ ♠❛✐s ✐❧s ✉t✐❧✐s❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❞✐t❡ ♥♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡✱ q✉✐
❧❡✉r ❛ été s✉❣❣éré❡ ♣❛r ❆♥❞ré ❲❡✐❧✻✻✳ ▲❡s ❝♦❝❤❛î♥❡s ♥♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡s ✭♥♦té❡s
f✮ s♦♥t ❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❜✐✉♥✐✈♦q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦❝❤❛î♥❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s✱ ❡t ❝❡tt❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ s❡ ❞é❝r✐t ❛✐♥s✐ ✿
F (x0, x1, ..., xn) = x0f(x
−1
0 x1, x
−1
1 x2, ..., x
−1
n−1xn),
f(x1, ...xn) = F (1, x1, x1x2, ..., x1x2...xn).
▲❡ ❝♦❜♦r❞ s✬❡①♣r✐♠❡ ❛❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
(δf)(x1, ..., xn+1) = x1f(x2, ..., xn+1) +
n∑
i=1
(−1)if(x1, ..., xixi+1, ..., xn+1)
+(−1)n+1f(x1, ..., xn).
❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡ ❞♦♥♥❡♥t ❡♥❝♦r❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡
❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s 0✱ 1 ❡t 2✳ ❈✬❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ q✉❡ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ✈✉❡ ❛✉♣❛r❛✈❛♥t ❝❤❡③ ❊❝❦♠❛♥♥ ❡t q✉✬✐❧s ❞♦♥♥❛✐❡♥t ❞é❥à ❞❛♥s ❧❡✉r ❛rt✐❝❧❡
❞❡ ✶✾✹✺✳ ❈❡❧❛ ❞✐t✱ ✐❝✐✱ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ π s✉r G ♠♦❞✐✜❡ q✉❡❧q✉❡ ♣❡✉ ❧❡s rés✉❧t❛ts✳
❯♥❡ 0✲❝♦❝❤❛î♥❡ f r❡✈✐❡♥t à ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t g ❞❡ G✳ ❙♦♥ ❝♦❜♦r❞
s✬é❝r✐t ✿
(δf)(x1) = x1g − g,
❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✉♥❡ 0✲❝♦❝❤❛î♥❡ ❡st ✉♥ ❝♦❜♦r❞ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ xg = g ♣♦✉r
t♦✉t x ❞❡ π✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡♥ ❞❡❣ré 0✱ H0(π,G) ❡st ❞♦♥❝ ❢♦r♠é
✻✺❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ét❛✐t ❞é❥à ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❬✼✶❪ ♠❛✐s ❝♦♠♠❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ π s✉r G ét❛✐t
s✉♣♣♦sé❡ tr✐✈✐❛❧❡✱ ❡❧❧❡ s✬é❝r✐✈❛✐t s✐♠♣❧❡♠❡♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ F (xx0, ..., xxn) = F (x0, ..., xn)✳
✻✻❈❢✳ ❬✼✶❪ ♣✳ ✺✺✳
✷✺✾
❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts g ❞❡ G s✉r ❧❡sq✉❡❧s π ❛❣✐t tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t✳ ❉❛♥s ❧❡
❝❛s ♦ù ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ π s✉r G ❡st tr✐✈✐❛❧❡✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ H0(π,G) ≃ G✳
▲❡✉r ét✉❞❡ ♠♦♥tr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ H1(π,G) ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ ❛✉ q✉♦t✐❡♥t ❞✉
❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❝r♦✐sés ❞❡ π ❞❛♥s G ♣❛r ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❤♦✲
♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉①✱ t❛♥❞✐s q✉❡ H2(π,G) ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ ❛✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s
❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ π ♣❛r G ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ π s✉r G✳ ❙✐ ❧✬❛❝t✐♦♥
❞❡ π ❡st tr✐✈✐❛❧❡✱ H2(π,G) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❝❡♥tr❛❧❡s ❞❡
π ♣❛r G✳✻✼ P♦✉r ❝❡ q✉✐ ❡st ❞❡ H3✱ ✐❧s ❛♥♥♦♥❝❡♥t ❡♥ ❛✈♦✐r ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥✱
♠❛✐s ❧❛ rés❡r✈❡♥t ♣♦✉r ✉♥ ♣❛♣✐❡r ✉❧tér✐❡✉r✳
▲❡✉r ❛rt✐❝❧❡ ♥❡ s✬❛rrêt❡ ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ♣❛s ❧à ♠❛✐s ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❝♦♥❝r❡t ❞❡
❧❛ s✉✐t❡ ♥✬❛ r✐❡♥ ❞✬❡ss❡♥t✐❡❧ ♣♦✉r ♥♦tr❡ ♠é♠♦✐r❡✳ ■❧ ♥✬❡♥ r❡ss♦rt ❛✉❝✉♥❡ ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❛✉tr❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡✳ ❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t
▼❛❝ ▲❛♥❡ ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❝✉♣✱ ét❛❜❧✐ss❡♥t ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ré❞✉❝✲
t✐♦♥ r❛♠❡♥❛♥t ❧❡ ❝❛❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡♥
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐✳ ■❧s ❞♦♥♥❡♥t
✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢❛ç♦♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ét❛❜❧✐ ♣❛r ❍♦♣❢ ❡♥ ✶✾✹✷ s✉r ❧❡
❞❡✉①✐è♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡✻✽ ❡t t❡r♠✐♥❡♥t s✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s
❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ♣♦✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❝②❝❧✐q✉❡s✳ ■❧s ❛❧✐♠❡♥t❡♥t ❞♦♥❝ ❞❛♥s
❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ♣♦✉r ❡❧❧❡✲
♠ê♠❡✳ ▲✬✉t✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❡♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ét❛✐t ❜✐❡♥ ❡♥✲
t❡♥❞✉ ❞❡✈❡♥✉❡ ♠❛♥✐❢❡st❡ ❛✈❡❝ ❧❡s tr❛✈❛✉① q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ét✉❞✐és ❞❡
❍♦♣❢✱ ❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧✱ ❊❝❦♠❛♥♥ ❡t ❊✐❧❡♥❜❡r❣ ✫ ▼❛❝ ▲❛♥❡✳ ▼❛✐s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡
s♦♥ ✉t✐❧✐té ❛❧❣é❜r✐q✉❡✱ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❡♥ r❡st❡ ❛❧♦rs ❝❛♥t♦♥♥é❡ à
s❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s 0✱ 1 ❡t 2✳
✻✼❈✬❡st ✉♥ ♣♦✐♥t q✉✬❛✈❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❊❝❦♠❛♥♥ ❞❛♥s ❬✺✾❪ ❡t q✉✬❊✐❧❡♥❜❡r❣
❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡ ❛✈❛✐❡♥t ❞é❥à ♠❡♥t✐♦♥♥é ❞❛♥s ❬✻✾❪ ❡t ❬✼✵❪✳ ❈❤❡③ ❡✉① ❝♦♠♠❡ ❝❤❡③ ❊❝❦♠❛♥♥✱ ✐❧
♥✬❡st ❥❛♠❛✐s ❢❛✐t ♠❡♥t✐♦♥ ❞✉ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r ❞❡ ❙❝❤✉r✱ ❞♦♥t ✐❧ ❡st ♣♦✉rt❛♥t é✈✐❞❡♥t q✉✬✐❧ ❡st
❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ H2(G,C∗✮✳ ❈✬❡st ❛ss❡③ s✉r♣r❡♥❛♥t ✈❡♥❛♥t
❞❡ ▼❛❝ ▲❛♥❡ ❝❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs s❡ r❡tr♦✉✈❡♥t ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✷✵✹❪ ❞❡
❙❝❤✉r ❛ été ♠❡♥t✐♦♥♥é ❞❛♥s s❡s ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❈❧✐✛♦r❞ ❡t ❙❝❤✐❧❧✐♥❣ ✭❝❢✳ ❬✶✺✻❪ ♣✳ ✷✾✻
❡t ❧❛ ♥♦t❡ ❞❡ ❜❛s ❞❡ ♣❛❣❡ ✺✸ ♣✳ ✸✺✸ ❀ ❝❢✳ ❬✹✷❪ ♣✳ ✸✽✼✮✳ ❉❛♥s s♦♥ tr❛✐té ❍♦♠♦❧♦❣②✱ ▼❛❝ ▲❛♥❡
❥✉❣❡❛ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♣ré❝✐s❡r ❡♥ ♥♦t❡ ✭❬✶✺✹❪ ♣✳ ✶✸✼✮ q✉❡ ❧❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r ❞❡ ❙❝❤✉r
♥✬❡st r✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡ q✉✬✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳ ❙✐ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❙❝❤✉r s✉r ❧❡s
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♣r♦❥❡❝t✐✈❡s ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡✱ s❡♠❜❧❡✲t✲✐❧ ❧❛ ♣❧✉s ❛♥❝✐❡♥♥❡✱ ❞❡ ❝❡ q✉❡
❧✬♦♥ ✈♦✐t ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡✱ ❡♥ ❛✉❝✉♥ ❝❛s s♦♥ tr❛✈❛✐❧
♥✬ét❛✐t ❛ss❡③ ❝♦♥♥✉ ♥✐ ❥✉❣é ✐♠♣♦rt❛♥t ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s
❣r♦✉♣❡s ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r s♦✐t ✐♥t❡r♣rété ❡♥ t❡r♠❡s ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐q✉❡s✳
✻✽▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡♥t✐❡rs ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❡♥ ❢❛✐t ❝♦♠♠❡ ❧❡
❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tèr❡s ❞❡ H2(π,R♠♦❞ 1)✳
✷✻✵
✾✳✺ ▲❛ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s
❆✉ ♠♦♠❡♥t ♦ù ❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡ ❢♦♥t ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡♥
❜❛ss❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡t ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s
♥✬❡st ♣❛s ✉♥ s✉❥❡t très ✈❛st❡✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ❧❡ ✈♦✐r✱ ❧❛ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡
s✉r ❧❡ s✉❥❡t ❡st ❛❧♦rs r❡str❡✐♥t❡ ❡t s♣♦r❛❞✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✳
❈❤❡③ ❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡ ✭❬✼✵❪✱ ❬✼✶❪✮ ❝♦♠♠❡ ❝❤❡③ ❊❝❦♠❛♥♥ ✭❬✺✾❪✮✱
♦♥ tr♦✉✈❡ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡
H2(π,G) ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ π à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ G✳ ❈❤❛q✉❡
❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ G ♣❛r π✻✾ ❞é✜♥✐t ❡♥ ❡✛❡t✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ π s✉r G✱ ✉♥
s②stè♠❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ✭❡t ♠ê♠❡ t♦✉t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs s❡❧♦♥
❧❡s ❝❤♦✐① ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛♥ts ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ π ❞❛♥s ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥✮ q✉✐ s❡ tr♦✉✈❡
êtr❡ ✉♥ 2✲❝♦❝②❝❧❡✳ ❈✬❡st ❧❡ ♣♦✐♥t ❝❧é ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬ét❛❜❧✐r q✉❡ H2(π,G) ❡st
✐s♦♠♦r♣❤❡ ❛✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ G ♣❛r π ré❛❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡
❞❡ π s✉r G✳✼✵
❈❡tt❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ s❡ ❝❛♥t♦♥♥❛✐t ♥é❛♥♠♦✐♥s ❛✉ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♣❛r
✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥✳ ❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡ ❝❤❡r❝❤èr❡♥t ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ à ❛♠é❧✐♦✲
r❡r ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ♣❛r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❛ ✈✐s✐♦♥ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐q✉❡✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ s❡ ❢❛✐t à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡
❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 3 ❞♦♥t ✐❧s ❛✈❛✐❡♥t ✐❞❡♥t✐✜é tôt✼✶ q✉✬✐❧ ❛♣♣❛r❛✐ss❛✐t ❞é❥à✱ ✐♠♣❧✐✲
❝✐t❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❚❡✐❝❤♠ü❧❧❡r✳
■❧s ❞é❞✐èr❡♥t ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ✭❬✼✷❪✮ ❞❡ ❧❡✉r ❈♦❤♦♠♦❧♦❣② ❚❤❡♦r② ✐♥ ❆❜s✲
tr❛❝t ●r♦✉♣s à ❧✬ét✉❞❡ s♣é❝✐✜q✉❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♥♦♥ ❛❜é✲
❧✐❡♥✳ ❉❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡✱ ✐❧s ❢♦♥t s♦✉✈❡♥t ré❢ér❡♥❝❡ ❛✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❇❛❡r✱ ❞♦♥t ✐❧s
r❡tr♦✉✈❡♥t ❝❡rt❛✐♥s rés✉❧t❛ts✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ s✐ ❧❛ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ♠❡♥t✐♦♥♥❡ ❍❛❧❧
❬✶✵✵❪ ❡t ❚✉r✐♥❣ ❬✷✷✷❪✱ ✐❧s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝✐tés ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❧✉✐✲♠ê♠❡✳
❈❡tt❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ t❤é♦r✐q✉❡✳ ❊❧❧❡ ❡①♣❧✐q✉❡ ❞❡
q✉❡❧❧❡ ♠❛♥✐èr❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❝♦❞❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥✱ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ❡t❝✳ ▼❛✐s ✐❧ ♥✬② ❡st ❞♦♥♥é ❛✉❝✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱
s✐ ❝❡ ♥✬❡st ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♦ù G ❡st ré❞✉✐t à ❧✬✐❞❡♥t✐té✱ ❡t ❧✬♦♥ ♥✬② ✈♦✐t ❛✉❝✉♥❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❛✈❛✐t ♣✉ êtr❡ ❧❡ ❝❛s ❞❛♥s ❧❡s
tr❛✈❛✉① s✉r ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐és ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡
✹✳
✻✾❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡ ♣❛r❧❡♥t ❡✉① ❞✬✏❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ π ♣❛r G✑ ♠❛✐s ♣♦✉r ♥❡ ♣❛s t♦✉t
♠é❧❛♥❣❡r ♥♦✉s ❝♦♥t✐♥✉♦♥s ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❛❞♦♣té❡ ♣❛r ❙❝❤r❡✐❡r✳
✼✵▲❡ ❢❛✐t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❡♥ ❝♦♥t❡①t❡ ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❞❡ π s✉r G ❛♣♣❛r❛ît ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s
❞❛♥s ❬✼✶❪✳ ❉❛♥s ❬✻✾❪✱ ❬✼✵❪ ❡t ❬✺✾❪✱ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ π s✉r G ét❛✐t s✉♣♣♦sé❡ tr✐✈✐❛❧❡ ❡t ❝❡ q✉✐ ❡♥
rés✉❧t❛✐t ét❛✐t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ❝❡♥tr❛❧❡s ❞❡ G ♣❛r π✳
✼✶❉ès ✶✾✹✸✱ ❞❛♥s ❬✻✾❪✳
✷✻✶
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦sé ❡st ❞♦♥❝✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s K ❡t
Q✱ ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ K ♣❛r Q✳ ❉✐r❡ q✉❡ E ❡st ✉♥❡
❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ K ♣❛r Q✱ ❝✬❡st ❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ s✉r❥❡❝t✐❢ φ :
E → Q ❞♦♥t K ❡st ❧❡ ♥♦②❛✉✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é❥à ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱
❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❡ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡✼✷ θ : Q → ❆✉t(K)/■♥t(K)✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱
t♦✉t ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✐♥tér✐❡✉r ❞❡ K ✈❛❧❛♥t ❧✬✐❞❡♥t✐té s✉r ❧❡ ❝❡♥tr❡ G ❞❡ K✱
t♦✉t ♠♦r♣❤✐s♠❡ θ ✐♥❞✉✐t ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ θ0 : Q → ❆✉t(G) ❀ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡
❛❝t✐♦♥ ❞❡ Q s✉r G✳
❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡ r❡❢♦r♠✉❧❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ❧❡s
t❡r♠❡s s✉✐✈❛♥ts✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❣r♦✉♣❡ Q✱ ✉♥ ✏Q✲♥♦②❛✉✑ (K, θ) ❡st ❞é✜♥✐
❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡K ❡t ❞✬✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ θ : Q→ ❆✉t(K)/■♥t(K)✳
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r q✉❛♥❞ ✉♥ ✏Q✲♥♦②❛✉✑ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✬✉♥❡ ❡①✲
t❡♥s✐♦♥ ❞❡ K ♣❛r Q✳ ❖✉tr❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ Q ✜①é ❛✉ ❞é♣❛rt✱ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✜①é
✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (G, θ0)✱ ♦ù θ0 ❡st ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❞❡ Q s✉r G✳ ■❧ s❡r❛ ❡①✐❣é q✉❡ t♦✉s ❧❡s
Q✲♥♦②❛✉① ❝♦♥s✐❞érés s♦✐❡♥t t❡❧s q✉❡ ✿
✕ G ❡st ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ K ❀
✕ θ ✐♥❞✉✐t θ0 : Q→ ❆✉t(G)✳✼✸
❊♥ ✜①❛♥t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ G q✉✐ ❞❡✈r❛ ❥♦✉❡r ❧❡ rô❧❡ ❞✉ ❝❡♥tr❡
❞❡ K✱ ❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡ ♣r♦❥❡tt❡♥t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à ❝❡❧✉✐ ❞❡s
❡①t❡♥s✐♦♥s ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛✈❛✐t ❡✛❡❝t✉é ❇❛❡r✳ ■❧s s✬♦❝tr♦✐❡♥t
é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❢❛✐r❡ ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡
❞❡s ❣r♦✉♣❡s✱ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♣r✐s ❞❛♥s ✉♥ ❣r♦✉♣❡
❛❜é❧✐❡♥✳
❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❇❛❡r ❡t ❍❛❧❧✱ ❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡ ❡♥t❡♥❞❡♥t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡
❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s✳ ▼❛✐s ✐❧s ♥❡ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡♥t ♣❛s ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ ♣r♦❞✉✐t
s✉r ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❀ ✐❧s ❡♥ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥ s✉r ❧❡s Q✲♥♦②❛✉①✳
▲❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉① ♥♦②❛✉① (K1, θ1) ❡t (K2, θ2) ❞❡ ♠ê♠❡ ❝❡♥tr❡ G ❝♦♥s✐st❡
❡♥ ✉♥❡ ♣❛✐r❡ (K, θ) ♦ù K = (K1 ×K2)/S✱ S ét❛♥t ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✐st✐♥❣✉é
❞❡ K1 × K2 ❢♦r♠é ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛✐r❡s (g, g−1)✱ g ∈ G✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ K
❝♦♥t✐❡♥t ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s (g, 1)S q✉✐✱ ✈✉ q✉❡ (g, 1) ≡ (1, g) ♠♦❞ S✱
♣❡✉t êtr❡ ✐❞❡♥t✐✜é à G✱ ❡t ❡st ❜✐❡♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ K✳ ❊♥ ♦✉tr❡ s✐✱ ♣♦✉r
t♦✉t x ❞❡ Q✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❞❡✉① ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s α1 ∈ θ1(x) ❡t α2 ∈ θ2(x)✱ ❛❧♦rs
α = α1×α2 ❡st ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ K1×K2 t❡❧ q✉❡ α(S) ⊂ S✱ ❞♦♥❝ ❞❡ K✱
❞♦♥t ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ à G ✈❛✉t θ0✳ ▲❛ ❝❧❛ss❡ θ(x) = α■♥t(K) ❛✐♥s✐ ❞ét❡r♠✐♥é❡
s❡ tr♦✉✈❡ ❜✐❡♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡s ❝❤♦✐① ❞❡ α1 ❡t α2 ❡t ♦♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡
θ : Q → ❆✉t(K)/■♥t(K) ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡✳ ❆✐♥s✐ (K, θ) ❡st ✉♥ ♥♦②❛✉ ❞❡
✼✷❈❡❧✉✐ q✉❡ ❇❛❡r ❛✈❛✐t ♥♦♠♠é ✏❝❛r❛❝tèr❡ ❝♦❧❧❡❝t✐❢✑✳
✼✸❖♥ ♣♦✉rr❛ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❛ t❛❝t✐q✉❡ ❛❞♦♣té❡ ♣❛r ❇❛❡r ❛♣rès r❡str✐❝t✐♦♥ ❛✉ ❝❛s ❛❜é❧✐❡♥
❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ♣r♦♣♦sé❡ ✐❝✐ ♣❛r ❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t K = G✳
✷✻✷
❝❡♥tr❡ G ❡t ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ G✲♣r♦❞✉✐t ❞❡ ♥♦②❛✉① ✿
(K1, θ1)⊗ (K2, θ2) = (K, θ).
P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❧♦✐ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ❡t ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s
Q✲♥♦②❛✉① ♠♦❞✉❧♦ G✲éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✿ (K, θ) ❡t (K
′
, θ
′
) s♦♥t ❞✐ts G✲éq✉✐✈❛❧❡♥ts✱
❝❡ q✉✬♦♥ ♥♦t❡ (K, θ) ∼= (K ′ , θ′)✱ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡
σ : K → K ′ t❡❧ q✉❡ ✿
✕ ∀g ∈ G, σg = g ❀
✕ ∀x ∈ Q, ∀α ∈ θ(x), σασ−1 ∈ θ′(x)✳
▲❡ ♥♦②❛✉ G = (G, θ0) ❡st ❧❡ ♥❡✉tr❡ ♣♦✉r ❧❡ G✲♣r♦❞✉✐t ✿ (K, θ)⊗G ∼= (K, θ)✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s Q✲♥♦②❛✉①✱ ❝♦♥s✐❞érés à G✲éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣rès✱ ❢♦r♠❡ ❛✐♥s✐
✉♥ ♠♦♥♦ï❞❡✳ ❊♥ ❛❥♦✉t❛♥t ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ❝❡❧❧❡ ❞❡ s✐♠✐❧✐t✉❞❡✱ ♦♥
♣❡✉t ❡♥ ❢❛✐r❡ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❡st étr♦✐t❡♠❡♥t ❧✐é ❛✉① ❡①t❡♥s✐♦♥s✳
❯♥ Q✲♥♦②❛✉ (K, θ) ❡st ❞✐t ✏❡①t❡♥s✐❜❧❡✑ s✬✐❧ ❡st ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞✬✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡
φ : E → Q ❀ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t q✉❡ K = ❑❡r(φ) ♠❛✐s ❛✉ss✐ q✉❡
t♦✉t ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ K ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ♣❛r ✉♥ é❧é♠❡♥t e ❞❡ E
❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧❛ ❝❧❛ss❡ θ(φe)✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❡ss❡♥t✐❡❧ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡
❣r♦✉♣❡ ❞❡s Q✲♥♦②❛✉① ❡st q✉❡ ❧❡ G✲♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉① ♥♦②❛✉① ❡①t❡♥s✐❜❧❡s ❡st
❡①t❡♥s✐❜❧❡✳ ❈❡❝✐ s✬♦❜t✐❡♥t ❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉① ❡①t❡♥s✐♦♥s s❡❧♦♥
✉♥ ♣r♦❝é❞é s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❇❛❡r✳
❙✐ (E1, φ1)✱ r❡s♣✳ (E2, φ2)✱ ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ (K1, θ1)✱ r❡s♣✳ (K2, θ2)✱
♣❛r Q✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ R ❞❡ E1 × E2 ❢♦r♠é ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❝♦✉♣❧❡s (e1, e2) ❛✈❡❝ φ1e1 = φ2e2✱ ❡t ❧✬♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ φ
′
: R → Q
♣❛r φ
′
(e1, e2) = φ1e1 = φ2e2✳ ▲❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✐st✐♥❣✉é S
′
❞❡ R ❝♦♥s✐st❛♥t ❡♥
❧❡s ❝♦✉♣❧❡s (g, g−1)✱ g ∈ G✱ ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ φ′ ❞♦♥❝ φ′ ✐♥❞✉✐t ✉♥
♠♦r♣❤✐s♠❡ s✉r❥❡❝t✐❢ ❞❡ E = R/S
′
❞❛♥s Q✳ ▲❡ ❝♦✉♣❧❡ (E, φ) ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉ ❡st
❛♣♣❡❧é ❧❡ G✲♣r♦❞✉✐t ❞❡s ❞❡✉① ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞♦♥♥é❡s ✿
(E1, φ1)⊗ (E2, φ2) = (E, φ).
■❧ s❡ tr♦✉✈❡ q✉❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (E, φ) ❛❞♠❡t ♣ré❝✐sé♠❡♥t ♣♦✉r ♥♦②❛✉ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s
♥♦②❛✉① (K1, θ1)⊗ (K2, θ2) = (K, θ)✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛ss♦❝✐❡r à t♦✉t
Q✲♥♦②❛✉ (K, θ) ✉♥ ♥♦②❛✉ (K∗, θ∗) t❡❧ q✉❡ (K, θ)⊗ (K∗, θ∗) ❡st ❡①t❡♥s✐❜❧❡✳ ❈❡
rés✉❧t❛t ❡st ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡s st✐♣✉✲
❧❛♥t q✉❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ à ❞✐✈✐s✐♦♥ ♣❛r s♦♥ ♦♣♣♦sé❡✼✹
❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ t♦t❛❧❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s✳
✼✹❯♥❡ ❛❧❣è❜r❡ A′ ❡st ❞✐t❡ ♦♣♣♦sé❡ ♦✉ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❞❡ A s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s
é❧é♠❡♥ts x✱ y✱✳✳✳ ❞❡ A ❡t ❧❡s é❧é♠❡♥ts x′✱ y′✱✳✳✳ ❞❡ A t❡❧❧❡ q✉❡ x+ y✱ xy✱ αx ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t
à x′ + y′✱ y′x′ ❡t αx′✳ ❈❢✳ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✺✸❪ ♣✳ ✷✶✳ ▲❡ rés✉❧t❛t é✈♦q✉é ✐❝✐ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t
❧✬❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞✉ rés✉❧t❛t s✉r ❧❡s ✏❣r♦✉♣❡s✑ ét❛❜❧✐ ♣❛r ❇r❛✉❡r✱ ❡t ♠❡♥t✐♦♥♥é ❡♥ ✸✳✸✳✶✱ s❡❧♦♥
❧❡q✉❡❧ H× H′ ❡st K✲r❛t✐♦♥♥❡❧✳
✷✻✸
❉❡✉① ♥♦②❛✉① (K1, θ1) ❡t (K2, θ2) s♦♥t ❞✐ts ✏s✐♠✐❧❛✐r❡s✑✱ ❝❡ q✉✬♦♥ ♥♦t❡
(K1, θ1) ∼ (K2, θ2)✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♥♦②❛✉① ❡①t❡♥s✐❜❧❡s (L1, ψ1) ❡t (L2, ψ2)
t❡❧s q✉❡ ✿
(K1, θ1)⊗ (L1, ψ1) ∼= (K2, θ2)⊗ (L2, ψ2).
▲❛ s✐♠✐❧✐t✉❞❡ r❡s♣❡❝t❡ ❧❛ G✲éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t s✉r ❧❡s ♥♦②❛✉① ❞é❥à ❝♦♥s✐✲
❞éré ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❤❛✉t ✐♥❞✉✐t ✉♥ ♣r♦❞✉✐t s✉r ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ s✐♠✐❧✐t✉❞❡ [K, θ]
❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ♥♦②❛✉① (K, θ)✱ ❞é✜♥✐ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
[K1, θ1]⊗ [K2, θ2] = [(K1, θ1)⊗ (K2, θ2)].
❊t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✈ér✐✜é❡ ♣❛r (K∗, θ∗)✱ ❧❛ ❝❧❛ss❡ [K∗, θ∗] ❛♣♣❛r❛ît
❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ [K, θ]✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ❞✬❛✣r✲
♠❡r✼✺ ✿
✏t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝❧❛ss❡s ♦❢ Q✲❦❡r♥❡❧s (K, θ) ✇✐t❤ ✜①❡❞ ❝❡♥t❡r G ❢♦r♠ ❛♥
❛❜❡❧✐❛♥ ❣r♦✉♣ ✉♥❞❡r t❤❡ G✲♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❧❛ss❡s✳✑
▲❡s Q✲♥♦②❛✉① ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❛❧♦rs ♠✉♥✐s ❞✬✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ❞❡
s✐♠✐❧✐t✉❞❡ ❡t ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ s✐♠♣❧❡✱
❝❡❧❧❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥✱ q✉✐ ❡st r❡❧✐é❡ ❛✉ ❢❛✐t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ré❛❧✐s❡r ✉♥ ♥♦②❛✉
❞❛♥s ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥✳ ▲❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ✈♦♥t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❞é❝r✐r❡
♣ré❝✐sé♠❡♥t ❝❡ ❧✐❡♥✳
▲♦rsq✉✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥Q✲♥♦②❛✉✱ ♦♥ ♥❡ ❢❛✐t ❛✉❝✉♥ ❝❤♦✐① ❞✬é❧é♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s
❝❧❛ss❡s θ(x)✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ❞é❥à ✈✉ à ♣❧✉s✐❡✉rs r❡♣r✐s❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❝✬❡st
❧♦rsq✉❡ s✬❡✛❡❝t✉❡♥t ❞❡s ❝❤♦✐① ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛♥ts q✉✬❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❧❡s s②stè♠❡s
❞❡ ❢❛❝t❡✉rs✳ ❙♦✐t ❞♦♥❝ ❞♦♥♥é ✉♥ ♥♦②❛✉ (K, θ) ❡t sé❧❡❝t✐♦♥♥é ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t
✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ α(x) ❞❡ K ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝❧❛ss❡ θ(x)✱ ❛✈❡❝ ❧❛ s❡✉❧❡ ❡①✐❣❡♥❝❡
q✉❡ α(1) = 1✳ ❈♦♠♠❡ θ : Q→ ❆✉t(K)/■♥t(K) ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡✱ ❧✬é❧é♠❡♥t
α(x)α(y)α(xy)−1 ❞♦✐t êtr❡✱ ♣♦✉r t♦✉s x, y ❞❛♥s Q✱ ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✐♥té✲
r✐❡✉r ❞❡ K✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❝❤♦✐s✐r ✭❧❡ ❝❤♦✐① s❡ ❢❛✐t ♠♦❞✉❧♦ G✮ ❞❛♥s K ❞❡s
é❧é♠❡♥ts h(x, y)✱ q✉✐ ✈ér✐✜❡r♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t h(1, y) = h(x, 1) = 1✱ t❡❧s
q✉❡ ✿
α(x)α(y) = C[h(x, y)]α(xy),
C[h(x, y)] ❞és✐❣♥❛♥t ❧✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✐♥tér✐❡✉r ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ♣❛r
h(x, y)✳ P❛r ❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té✱ ❧✬é❣❛❧✐té (α(x)α(y))α(z) = α(x)(α(y)α(z)) ❞♦✐t êtr❡
✈ér✐✜é❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡✱ ❛✉ ✈✉ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✿
C[h(x, y)h(xy, z)] = C[(α(x)(h(y, z)))h(x, yz)].
▼❛✐s s✐ ❧❡s ❞❡✉① q✉❛♥t✐tés h(x, y)h(xy, z) ❡t (α(x)(h(y, z)))h(x, yz) ❡♥❣❡♥❞r❡♥t
❧❡ ♠ê♠❡ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✐♥tér✐❡✉r✱ ❝✬❡st q✉✬❡❧❧❡s ♥❡ ❞✐✛èr❡♥t q✉❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t
✼✺❈❢✳ ❬✼✷❪✱ t❤❡♦r❡♠ ✻✳✶✳ ♣✳ ✸✸✶✳
✷✻✹
❞✉ ❝❡♥tr❡ G ❞❡ K✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ❞❡s é❧é♠❡♥ts✱ ♥♦tés f3(x, y, z)✱ ❞❛♥s G✱ t❡❧s
q✉❡ ✿
(α(x)(h(y, z)))h(x, yz) = f3(x, y, z)h(x, y)h(xy, z).
❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ❡♥ f3 ✉♥❡ ❝♦❝❤❛î♥❡✱ ♥♦r♠❛❧✐sé❡✼✻ ❝❛r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ α(1) = 1
❡♥tr❛î♥❡ f3(1, y, z) = f3(x, 1, z) = f3(x, y, 1)✳
❯♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐r❡❝t ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ f3 ❡st ✉♥ ❝♦❝②❝❧❡✳ ■❧ ❛♣♣❛r❛ît
♥é❛♥♠♦✐♥s q✉❡ f3 ❛ été ♦❜t❡♥✉ s✉✐t❡ à ❞❡✉① ❝❤♦✐① ✿ ❝❡❧✉✐ ❞❡ α ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡ h✳
❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡ ♠♦♥tr❡♥t q✉✬♦♣ér❡r t♦✉s ❧❡s ❝❤♦✐① ♣♦ss✐❜❧❡s s✉r α ❡t
h r❡✈✐❡♥t à ♣❛r❝♦✉r✐r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥t f3✳ ❈❡❝✐
s❡ s②♥t❤ét✐s❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✼✼ ✿
✏❊❛❝❤ Q✲❦❡r♥❡❧ (K, θ) ❞❡t❡r♠✐♥❡s ✐♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❢❛s❤✐♦♥ ❛ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❝♦❤♦♠♦❧♦❣② ❝❧❛ss {f3} = F3(K, θ) ♦❢ Q ♦✈❡r t❤❡ ❝❡♥t❡r G ♦❢ K✳
Q✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❦❡r♥❡❧s ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣② ❝❧❛ss✳✑
❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡ ♦♥t ❞♦♥❝ ré✉ss✐ à ❛ss♦❝✐❡r ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡
3✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ à t♦✉t Q✲♥♦②❛✉✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ s❡ ♣♦s❡ t♦✉❥♦✉rs ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r
s✐ ✉♥ Q✲♥♦②❛✉ ♣r♦✈✐❡♥t ❜✐❡♥ ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥✳ ▲❡ ❢❛✐t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ♠❛✐♥t❡♥❛♥t
✉t✐❧✐s❡r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❞♦✐t ♥♦r♠❛❧❡♠❡♥t ❛✐❞❡r à ❝❡❧❛✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉✐
r❡ss♦rt ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✽✳✶✳✼✽ ✿
✏❚❤❡ ❦❡r♥❡❧ (K, θ) ✐s ❡①t❡♥❞✐❜❧❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ F3(K, θ) = 1✳✑
❈♦♠♠❡ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡✱ s✐ ✉♥ ♥♦②❛✉ (K, θ)
❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ tr✐✈✐❛❧❡✱ ❛❧♦rs ❧❡ ❣r♦✉♣❡ E ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s
❝♦✉♣❧❡s (k, x)✱ k ∈ K✱ x ∈ Q✱ ❡t ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ (k, x)(l, y) =
(k[α(x)(l)]h(x, y), xy) ❡st ❜✐❡♥ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ K ♣❛r Q ré❛❧✐s❛♥t ❧❡ ♥♦②❛✉
(K, θ)✳ ▼❛✐s s✐ f3 ♥✬❡st ♣❛s ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✉❡ à ❧✬✐❞❡♥t✐té✱ ❛❧♦rs ✐❧ s✬♦♣♣♦s❡ ❛✉ ❢❛✐t
q✉❡ θ ♣✉✐ss❡ êtr❡ ré❛❧✐sé ❞❛♥s ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥✳ ▲❛ ❝♦❝❤❛î♥❡ f3 ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t
❝♦♠♠✉♥é♠❡♥t q✉❛❧✐✜é❡ ❞✬✏♦❜str✉❝t✐♦♥✑ ❀ ❝❡ ♥✬❡st ❞♦♥❝ q✉❡ s✐ ❡❧❧❡ s✬é✈❛♥♦✉✐t
✭♠♦❞✉❧♦ ❧❡s ❝♦❜♦r❞s✮✱ q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ s✬♦♣♣♦s❡ ♣❛s à ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥✳
✼✻❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡ ❛✈❛✐❡♥t ❞é❥à ✐♥tr♦❞✉✐t ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❛♥s ❬✼✶❪✱ ♣♣✳ ✻✶✲✻✸✳ ❯♥❡
❝♦❝❤❛î♥❡ ❡st ❞✐t❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ s✐ f(x1, ..., xn) = 1 ❞ès ❧♦rs q✉✬✉♥ ❞❡s xi ✈❛✉t 1✳ ▲❡s ❝♦♥s✐❞ér❡r
♣❡r♠❡t ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡t ❡st ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ♣❡rt✐♥❡♥t q✉❡ ✿
✕ t♦✉t ❝♦❝②❝❧❡ ❡st ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✉❡ à ✉♥ ❝♦❝②❝❧❡ ♥♦r♠❛❧✐sé ❀
✕ t♦✉t❡ ❝♦❝❤❛î♥❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ q✉✐ ❡st ✉♥ ❝♦❜♦r❞ ❡st ❧❡ ❝♦❜♦r❞ ❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡✳
❈❡s ❞❡✉① ♣r♦♣r✐étés ❛ss✉r❡♥t q✉❡ ❧❡ q✉♦t✐❡♥t ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❝♦❝②❝❧❡s ♥♦r♠❛❧✐sés ♣❛r ❧❡
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❝♦❜♦r❞s ♥♦r♠❛❧✐sés ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ ❛✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞é✜♥✐ ❝❧❛ss✐✲
q✉❡♠❡♥t✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡r ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s ❝♦❝❤❛î♥❡s ♥♦r♠❛❧✐sé❡s ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r
❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳
✼✼❈❢✳ ❬✼✷❪✱ t❤❡♦r❡♠ ✼✳✶✳ ♣✳ ✸✸✸✳
✼✽■❜✐❞✳
✷✻✺
❙✐ t♦✉t Q✲♥♦②❛✉ ❞ét❡r♠✐♥❡ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ 3✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✱
♦♥ ♣❡✉t s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r s✐ ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❡st ✈r❛✐❡ ✿ ❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡ ②
ré♣♦♥❞❡♥t ❛✣r♠❛t✐✈❡♠❡♥t✱ ♣❛r ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧✉✐ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r
ét❛❜❧✐r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❆rt✐♥ s✉r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✉ ✏❩❡r❢ä❧❧✉♥❣s❣r✉♣♣❡✑✳ ■❧s ❡♥ ❛r✲
r✐✈❡♥t ❛✐♥s✐ à ét❛❜❧✐r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❡✉r ❛rt✐❝❧❡✼✾✱ à s❛✈♦✐r ✿
✏■❢ Q ♦♣❡r❛t❡s ♦♥ t❤❡ ❛❜❡❧✐❛♥ ❣r♦✉♣ G✱ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝❧❛ss❡s ♦❢
Q✲❦❡r♥❡❧s (K, θ) ✇✐t❤ ❝❡♥t❡r G ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❝♦❤♦♠♦❧♦❣② ❣r♦✉♣ H3(Q,G)✳✑
▲✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿ [K, θ]→ F3(K, θ)✳ ❖♥ ❛ ❡♥ ❡✛❡t
❜✐❡♥ F3[(K1, θ1) ⊗ (K2, θ2)] = F3(K1, θ1)F3(K2, θ2) ❡t K1 ∼ K2 ⇔ F3K1 =
F3K2✳
❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❞é❝r✐r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s Q✲♥♦②❛✉① à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
❞❡ ♥❛t✉r❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐q✉❡✳ ■❧ r❡st❡ ❡♥❝♦r❡ à ❞é❝r✐r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s
ré❛❧✐s❛♥t ✉♥ ♥♦②❛✉ ❞♦♥♥é✳ ▲❛ ré♣♦♥s❡ ❡st ❞é❥à ❝♦♥♥✉❡ ❧♦rsq✉❡ K = G ✿✽✵ ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ G ♣❛r Q ❡st ❛❧♦rs ✐s♦♠♦r♣❤❡
à H2(Q,G) ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ Q s✉r G✳
❉❡✉① ❡①t❡♥s✐♦♥s (E1, φ1) ❡t (E2, φ2) ❞❡ Q✱ ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉ ♠ê♠❡ ♥♦②❛✉
(K, θ)✱ s♦♥t ❞✐t❡s (Q,K)✲éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ τ : E1 → E2
❞♦♥t ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ à K ❡st ❧✬✐❞❡♥t✐té ❡t t❡❧ q✉❡ φ2τ = φ1✳ ❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t
▼❛❝ ▲❛♥❡ ♣❛r✈✐❡♥♥❡♥t à ét❛❜❧✐r q✉✬ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♥♦②❛✉ ❡①t❡♥s✐❜❧❡ (K, θ)✱
❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s (Q,K)✲éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s (E, φ) ❞❡ ❝❡ ♥♦②❛✉ ♣❛r Q s♦♥t
❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❜✐✉♥✐✈♦q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ H2(Q,G)✳ ❈❡s ❝❧❛ss❡s
s♦♥t ❞♦♥❝ ❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❜✐✉♥✐✈♦q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s (Q,G)✲
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❞✉ ❝❡♥tr❡ G ❞❡ K ♣❛r Q✳ ▲❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ♣❡✉t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs êtr❡ ❡①✲
♣❧✐❝✐té❡✳ ❙✐ (E, φ) ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ré❛❧✐s❛♥t (K, θ)✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ (D, η) →
(E, φ) ⊗ (D, η)✱ ♦ù (D, η) ♣❛r❝♦✉rt ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ Q ♣❛r G✱
✐♥❞✉✐t ❧❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❞és✐ré❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ G ♣❛r Q ❡t ❧❡s
❝❧❛ss❡s ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ (K, θ) ♣❛r Q✳
❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❜✐❡♥ ❧✬❛s♣❡❝t ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞✉ ❝❡♥tr❡ G ❞❡ K✱ q✉✐ ❡st ✜①é ❛✉ ❞é✲
♣❛rt ❞❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ❡t s❡ ♠❛♥✐❢❡st❡ ❞❛♥s ❧❡s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ♦✉ ❜✐❥❡❝t✐♦♥s
♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ✭✈✐❛H2(Q,G) ❡tH3(Q,G)✮✳
❇✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ❞✬❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡ ♥❡ s♦✐t ♣❛s t♦t❛❧❡♠❡♥t s✐♠✐✲
❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❇❛❡r✱ ✐❧s r❡tr♦✉✈❡♥t ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧✬♦♥ ❢❛✐t ❧❛
s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧❡✉rs rés✉❧t❛ts✱ s❡ ❞é❣❛❣❡♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts s✉✐✈❛♥ts ✿
✕ t♦✉t ♥♦②❛✉ (K, θ) ❡①t❡♥s✐❜❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ 3✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ tr✐✈✐❛❧❡ ❀
✼✾■❜✐❞✳ ♣✳ ✸✸✻✳
✽✵❈❢✳ ❬✼✶❪✳
✷✻✻
✕ ♦♥ s❛✐t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ E ❞❡ K ré❛❧✐s❛♥t ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦✲
❧♦❣✐❡ 3✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ tr✐✈✐❛❧❡ ✭✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s (k, x)
♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ (k, x)(l, y) = (k[α(x)(l)]h(x, y), xy)✮ ❀
✕ t♦✉t❡s ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ (K, θ) ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ❝♦♥s✐✲
❞ér❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s (E, φ)⊗(D, η)✱ ♦ù (D, η) ♣❛r❝♦✉rt ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ G ✭❡①t❡♥s✐♦♥s ❞✐t❡s ✏❛❜é❧✐❡♥♥❡s✑✮✳
✾✳✻ ❆✉tr❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ H3
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s é✈♦q✉é ❡♥ ✸✳✹✱ ✐❧ ❡①✐st❛✐t ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♠❛t❤é✲
♠❛t✐q✉❡✱ ❛✈❛♥t ❧❛ ♠✐s❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✱ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥
❞é✜♥✐ss❛♥t ✉♥ 3✲❝♦❝②❝❧❡✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❛✈❛✐t été ♠✐s❡ ❛✉ ❥♦✉r ♣❛r ❖s✇❛❧❞ ❚❡✐❝❤♠ü❧✲
❧❡r ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✷✷✵❪ ❞❡ ✶✾✹✵✱ ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥
❞✬❛❧❣è❜r❡s s✐♠♣❧❡s s✉r P ✱ ❞❡ ❝❡♥tr❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ Z
❞❡ P ✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ AutP (Z) ♣❡✉t êtr❡ ♣r♦❧♦♥❣é ❡♥ ✉♥
❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ A✳✽✶
▼❛❝ ▲❛♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛✐t ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❚❡✐❝❤♠ü❧❧❡r ♦ù ❛♣♣❛r❛✐ss❛✐t ✉♥ s②stè♠❡
❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❞✬✉♥ t②♣❡ ✐♥❝♦♥♥✉ ❥✉sq✉✬❛❧♦rs✳ ❉ès ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s
❞✬❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡ s✉r ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡t ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✱ ❧❡
tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❚❡✐❝❤♠ü❧❧❡r ❡st ❝✐té✱ ❡t ✐❧ ❞❡✈✐❡♥t ✈✐t❡ ♠❛♥✐❢❡st❡ q✉✬✉♥ ❞❡s ❜✉ts ❞❡
❧❡✉r ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ s❡r❛ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❚❡✐❝❤♠ü❧❧❡r à ❧✬❛✐❞❡
❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳ ■❧s ❧❛ ♠❡tt❡♥t ❛✉ ♣♦✐♥t ❞❛♥s ✉♥ ♣❛♣✐❡r ✭❬✼✸❪✮ s♦✉♠✐s ❛✉①
❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t② ❡♥ ♠❛✐ ✶✾✹✼✳ ❈❡ ♣❛♣✐❡r
❡st à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✬✉♥❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✱ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡
❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡✱ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐q✉❡s ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧✬❛❝t✐♦♥
❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s s✉r ❝❡rt❛✐♥s ❣r♦✉♣❡s✳
❉❛♥s ❬✼✸❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✏❝♦❝②❝❧❡ ❞❡ ❚❡✐❝❤♠ü❧❧❡r✑✱
❡♥ ❢❛✐t ✉♥ 3✲❝♦❝②❝❧❡ ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞✉ t②♣❡ ét✉❞✐é ♣❛r ❚❡✐❝❤♠ü❧❧❡r✳
Pré❝✐sé♠❡♥t✱ s♦✐t P ✉♥ ❝♦r♣s ✜①é ❡t N ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡
❞❡ P ✱ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s Q✳ ▲❡s ❛❧❣è❜r❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ♣❛r ❚❡✐❝❤♠ü❧❧❡r✱ ❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡ ❧❡s P ✲❛❧❣è❜r❡s s✐♠♣❧❡s✱ ❞❡ ❝❡♥tr❡ N ✱ ❡t t❡❧❧❡s q✉❡ t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡
AutP (N) s❡ ♣r♦❧♦♥❣❡ ❡♥ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ AutP (A)✱ s♦♥t ❞✐t❡s Q✲♥♦r♠❛❧❡s✳
❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡ ♣❛r✈✐❡♥♥❡♥t✱ ♣❛r ✉♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧✉✐
♠✐s ❛✉ ♣♦✐♥t ♣♦✉r ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✱ à ❛ss♦❝✐❡r à t♦✉t❡ ❛❧❣è❜r❡ Q✲
♥♦r♠❛❧❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ Z3(Q,N)✳ ❈❡ q✉✬✐❧s ♦❜t✐❡♥♥❡♥t ❝♦♠♠❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉
rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❚❡✐❝❤♠ü❧❧❡r ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ✐♥❥❡❝t✐❢
BQ(N)/B(N,P )→ H3(Q,N),
✽✶❱♦✐r ❧✬❛♥♥❡①❡ ❆✳
✷✻✼
♦ù BQ(N) ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬❛❧❣è❜r❡s Q✲♥♦r♠❛❧❡s ❡t B(N,P )
❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬❛❧❣è❜r❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❡①t❡♥s✐♦♥ s❝❛❧❛✐r❡✽✷ ❞❡ P
à N ✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡st ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ H3(Q,N) ❢♦r♠é ❞❡s
❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ 3✲❝♦❝②❝❧❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ✏r❡❧❡✈❡r✑✽✸✳
▲❡ ♣♦✐♥t ❢♦rt ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞✬❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡✱ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡♠❡♥t à ❧✬❛♣✲
♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❚❡✐❝❤♠ü❧❧❡r✱ ❡st ❞✬❛✈♦✐r ✐❞❡♥t✐✜é ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧s ♣♦✉✈❛✐❡♥t tr❛✈❛✐❧❧❡r
❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦❝❤❛î♥❡s ♥♦r♠❛❧✐sé❡s✽✹ q✉✐ ❡①♣r✐♠❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ q✉❡ ❧❡s
❝♦❝❤❛î♥❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✳ ❈❡❝✐ s✐♠♣❧✐✜❡ ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❧❡✉rs ❝❛❧❝✉❧s✱ q✉✐ ♥✬♦♥t ♣❧✉s
r✐❡♥ à ✈♦✐r ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡r✐❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ♣❛r ❚❡✐❝❤♠ü❧❧❡r✳
❆✈❡❝ ❝❡tt❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 3✱ ❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝
▲❛♥❡ ♦♥t ✜♥✐ ❞✬✐♥t❡r♣rét❡r ❧❡s q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❡♥ ❜❛ss❡ ❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣♦✉✈❛✐t tr♦✉✈❡r ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❥✉sq✉✬❛✉① ❛♥♥é❡s ✶✾✹✵✳
❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ✐❧s ❡s♣ér❛✐❡♥t q✉❡ ❞❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s s✐♠♣❧❡s ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s rés✉❧✲
t❛ts ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❡t ❞❡ ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ♣♦✉rr❛✐❡♥t ✈♦✐r
❧❡ ❥♦✉r à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❡♥ ❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛✉tr❡s q✉❡
0✱ 1✱ 2 ❡t 3✳ ▼❛✐s ❝❡ ♥❡ ❢✉t ♣❛s ❧❡ ❝❛s✳
✽✷❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ A = B ⊗P N ✱ ♦ù B ❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❝❡♥tr❛❧❡ s✐♠♣❧❡ s✉r P ✳
✽✸❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐t ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ K/P ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s G✱ ♦ù
K ⊃ N ✳ P♦✉r t♦✉t 3✲❝♦❝②❝❧❡ t ❞❡ Z3(G,K)✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ✉♥ 3✲❝♦❝②❧❡ Λt ❞❡ Z3(Q,N)
♣❛r (Λt)(α, β, γ) = t(α|N , β|N , γ|N )✳ ❙✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ K t❡❧ q✉✬✉♥ f
é❧é♠❡♥t ❞❡ Z3(Q,N) ✈ér✐✜❡ f = Λt ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ é❧é♠❡♥t t ❞❡ Z3(G,K)✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❞✐t
q✉✬♦♥ ♣❡✉t r❡❧❡✈❡r f ✳
✽✹❱♦✐r ❧❛ ♥♦t❡ ✼✻✳
✷✻✽
❈❤❛♣✐tr❡ ✶✵
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❙✐ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✱ s❛
♥❛✐ss❛♥❝❡ rés✉❧t❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡✳ ▲✬❛rt✐❝❧❡
❞❡ ✶✾✹✷ ❞❡ ❍♦♣❢ ❡st ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦✉♣ ❞❡ ♣✐♦❝❤❡ ♠❡♥❛♥t à ❧❛ ♣♦s❡✱ ♠❡♥é❡
✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦t❛❣♦♥✐st❡s✱ ❞❡s ❢♦♥❞❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦✲
❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✳ ❆♣rès ❝❡t ❛rt✐❝❧❡✱ ❍♦♣❢ ❞é✈❡❧♦♣♣❛ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s
❡t ❊❝❦♠❛♥♥✱ ❞❛♥s ❧✬❡s♣r✐t ❞❡ s♦♥ ♠❛îtr❡✱ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ✕ ❝❡ q✉✐ ét❛✐t ✉♥ ❛❝✲
❝♦♠♣❧✐ss❡♠❡♥t ✐♥é✈✐t❛❜❧❡ ét❛♥t ❞♦♥♥é ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ t❤é♦r✐❡s ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐q✉❡s
❡♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡✳ ❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡ ❛❝❝♦♠♣❧✐r❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❤♦s❡ ♠❛✐s ❛✈❛✐❡♥t
à ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❡t ❧✬♦♥ ♣❡✉t q✉❛s✐♠❡♥t ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡
❧❛ t❡♥❡✉r ❝♦♥❝rèt❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❡t ❞❡ s♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t ❞❡ ✶✾✹✸ ❧❡✉r
❢✉t ❛❝❝❡ss♦✐r❡✳ ■❧ ❧❡✉r s✉✣s❛✐t ❞❡ s❛✈♦✐r q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡s
rés✉❧t❛ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ ❍✉r❡✇✐❝③ ❛✈❛✐t été ❛❝q✉✐s❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 ❡t✱ ❞❡
♠ê♠❡ q✉❡ ❍♦♣❢✱ ❞❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❧✬❡s♣♦✐r ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ s✐♠✐✲
❧❛✐r❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳
❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡ ❛✈❛✐❡♥t ❡♥ ❡✛❡t ❡✉①✲♠ê♠❡s ♠✐s ❧❡ ❞♦✐❣t s✉r ❧❡s
✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ rés✉❧t❛ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ✈✐❛ ❧❡✉r ét✉❞❡
❞✉ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❡t ❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♠é❝❛♥✐s♠❡s
❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ ♣r♦♣r✐étés t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❧❡✉r ♣❛r✉r❡♥t ❛❧♦rs
❛❜♦r❞❛❜❧❡s✱ ❡t ✐❧ ♥❡ ❧❡✉r ♠❛♥q✉❛✐t q✉✬✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛❞éq✉❛t❡ ❞❡ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ♠✐s❡ ❡♥ ❥❡✉ ♣❛r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❍✉r❡✇✐❝③ ♣♦✉r ❧❡s ❡①♣❧✐q✉❡r t♦✉t à
❢❛✐t✳ ▲❡s ❝♦♠♣ét❡♥❝❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❞✬❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❧❡✉r ❢♦✉r♥✐r❡♥t ❧❛ ❝❧é✱ ✐♥❝❛r♥é❡
♣❛r ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ s✐♥❣✉❧✐❡r✳ ▼❛✐s ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ♥✬❡st
❛✉ ❢♦♥❞ q✉✬✉♥❡ ❞❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s rés✉❧t❛♥t ❞❡ ❧❡✉r ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥✳
❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡ t✐r❛✐❡♥t ✉♥❡ ♣❛rt ❞❡ ❧❡✉r ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐s✲
s❛♥❝❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❞❡ ▼❛❝ ▲❛♥❡ ❡t ❞❡ s♦♥ q✉❡st✐♦♥♥❡♠❡♥t ❛✉ s✉❥❡t ❞❡s s②s✲
tè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ❞❡ ▼❛❝ ▲❛♥❡ ❛♣♣❛r❛ît ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝♦♥❞❡♥sé ❞❡s
❡♥❥❡✉① ❤✐st♦r✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱
✐❧ ❝♦♥♥❛✐ss❛✐t ❧❡s ❞✐✈❡rs❡s t❤é♦r✐❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ♠❡tt❛♥t ❡♥ ❥❡✉ ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡
✷✻✾
❢❛❝t❡✉rs ❀ ❝❡✉①✲❝✐ ❧❡ ❢❛s❝✐♥❛✐❡♥t✱ ✐❧ ❞és✐r❛✐t ♠✐❡✉① ❧❡s ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❡t✱ s✐ ♣♦ss✐❜❧❡✱
❧❡s ❣é♥ér❛❧✐s❡r✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ✐❧ ❛✈❛✐t ❧❡s ❝♦♠♣ét❡♥❝❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s
♣♦✉r ❛ss✐♠✐❧❡r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❍✉r❡✇✐❝③✱ ❞❡ ❍♦♣❢ ❡t ❞✬❊✐❧❡♥❜❡r❣✱ ❡t ét❛✐t ❡♥✲
❝❧✐♥ à ❝♦♥tr✐❜✉❡r ❛✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬❛❧❣é❜r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡✳ ❊♥ ♣r❡♠✐èr❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❛✉r❛✐t ❞♦♥❝ ♣✉ rés✉♠❡r ❧❛ ♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s
❣r♦✉♣❡s à ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❡❧❧❡ s✬❡st ♣r♦❞✉✐t❡ ❝❤❡③ ❧❡ s❡✉❧ ▼❛❝ ▲❛♥❡✳ ❈❡❧❛ ❞✐t✱
❧❡s ré✢❡①✐♦♥s ❞❡ ▼❛❝ ▲❛♥❡ ❛✉t♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ét❛✐❡♥t étr❛♥❣èr❡s
à ❍♦♣❢✱ ❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❛♥tér✐❡✉r❡s à ✶✾✹✵ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s
❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐q✉❡s ❡♥ ❜❛ss❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s t❤é♦r✐❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ♥✬♦♥t
♣❛s été ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✳
❈❡ q✉✐ ♣❡✉t ❛♣♣❛r❛îtr❡ s✉r♣r❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❣❡♥ès❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡ ❡st
q✉❡✱ ♥❛ï✈❡♠❡♥t✱ ♦♥ s✬❛tt❡♥❞ à ❝❡ q✉❡ ❧❡ ❞és✐r ❞✬✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡
❞✬✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ s❡ ❥✉st✐✜❡ ♣❛r ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬♦❜t❡♥✐r✱ à ♣❛rt✐r
❞❡ rés✉❧t❛ts ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ✭❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s✮✱ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡
♥❛t✉r❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✳ ❖r ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝❡ q✉✐ s✬❡st ♣r♦❞✉✐t ♣♦✉r ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦✲
❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✱ ❡t ❝❡❝✐ ❡st ♣❡r❝❡♣t✐❜❧❡ ❞ès ❧❡ ❞é♣❛rt✳ ❉❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❧❡s
rés✉❧t❛ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s s♦♥t ❧❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s à ét❛❜❧✐r✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ✉♥
tr❛♥s❢❡rt ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s t♦♣♦❧♦❣✐❡ → ❛❧❣è❜r❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ✐♥✲
✈❡rs❡✳ ▲❛ ✈♦❧♦♥té ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ ❍♦♣❢✱ ❊✐❧❡♥❜❡r❣
♦✉ ▼❛❝ ▲❛♥❡✱ r❡❧è✈❡ ❞♦♥❝ ♣❧✉tôt ❞✬✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐q✉❡ q✉❡ ❞✬✉♥ ✈ér✐✲
t❛❜❧❡ ✐♥térêt ❡✛❡❝t✐❢✳ P♦✉r ❡✉①✱ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ✉♥ rés✉❧t❛t✱ ❝✬❡st ❧❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡
❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t✳
▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s ❛✐❡♥t ❡✉ ❝❡s ❝♦♥✈✐❝t✐♦♥s ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐q✉❡s
❡①♣❧✐q✉❡ q✉✬✉♥❡ t❤é♦r✐❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛✐t ♣✉ ✈♦✐r ❧❡
❥♦✉r✳ ▲✬❡ss♦r ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ♠♦❞❡r♥❡ ❡st ❞♦♥❝ très ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r ❧❛ ♥❛✐ss❛♥❝❡
❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✳ ▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♣r♦t❛❣♦♥✐st❡s ❞❡ ❧❛ ❣❡♥ès❡ ❞❡
❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡t❡♥✉s ♦♥t t♦✉s été ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t
✐♥✢✉❡♥❝és ♣❛r ◆♦❡t❤❡r ♦✉ ♣❛r ❍♦♣❢✱ ✉♥ ❞❡ s❡s ♣❧✉s ✜❞è❧❡s ♣❛rt✐s❛♥s✱ ♦✉ ♦♥t
été ♠❛rq✉és ♣❛r ❧❛ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❡ ❞❡ ●ött✐♥❣❡♥ ❡t ❧❡ t②♣❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡ q✉✐ s✬②
♣r❛t✐q✉❛✐t✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s ❧✬❛❧❣é❜r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ r❛♠❡♥é❡ à
✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❝♦♥s❝✐❡♥t ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s ❡♥ ❝❡ s❡♥s✱ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡
♣❡✉t ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s ♦♥t ✈♦✉❧✉ ❝ré❡r ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s
✕ ❛❧♦rs q✉❡✱ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ✉♥❡ ✈♦❧♦♥té ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❡t ❝♦♥s❝✐❡♥t❡ ét❛✐t ❜✐❡♥ à
❧✬÷✉✈r❡ ♣♦✉r ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❛✉① ❡①t❡♥s✐♦♥s ♥♦♥
❛❜é❧✐❡♥♥❡s✳ ▲❛ ♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s rés✉❧t❡✱ ❛✈❛♥t t♦✉t✱
❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥ts s♣♦♥t❛♥és ré❣✐s ♣❛r ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ✐♥t❡r♥❡ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳
✷✼✵
❆♥♥❡①❡ ❆
❊t✉❞❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ Ü❜❡r ❞✐❡
s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ♥✐❝❤t❦♦♠♠✉t❛t✐✈❡
●❛❧♦✐ss❝❤❡ ❚❤❡♦r✐❡ ✉♥❞ ❞✐❡
❘❡❧❛t✐♦♥
ξλ,µ,νξλ,µν,πξ
λ
µ,ν,π = ξλ,µ,νπξλµ,ν,π
❞✬❖s✇❛❧❞ ❚❡✐❝❤♠ü❧❧❡r✳
▲❡ ♣r♦♣♦s ❡st ✐❝✐ ✉♥ ❝♦♠♣t❡✲r❡♥❞✉ ❞ét❛✐❧❧é ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ Ü❜❡r ❞✐❡ s♦❣❡♥❛♥♥t❡
♥✐❝❤t❦♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ●❛❧♦✐ss❝❤❡ ❚❤❡♦r✐❡ ✉♥❞ ❞✐❡ ❘❡❧❛t✐♦♥ ξλ,µ,νξλ,µν,πξλµ,ν,π = ξλ,µ,νπξλµ,ν,π
❞✬❖s✇❛❧❞ ❚❡✐❝❤♠ü❧❧❡r✱ ♣❛r✉ ❡♥ ✶✾✹✵ ❞❛♥s ❧❡ ❝✐♥q✉✐è♠❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧❛ r❡✈✉❡ ❛❧✲
❧❡♠❛♥❞❡ ❉❡✉ts❝❤❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é✈♦q✉é ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛
t❤ès❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ ✸✳✹ ❡t ✾✳✻✱ ❝❛r ✐❧ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡
r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 3✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s
❞é❥à ♣ré❝✐sé ❛✉♣❛r❛✈❛♥t✱ ♥♦✉s ♥❡ ❝❤❡r❝❤♦♥s ♣❛s ✐❝✐ à ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ s♣é❝✐✲
✜q✉❡✱ ♠❛✐s ❥✉st❡ à ❞♦♥♥❡r ❛❝❝ès à ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ♣❡✉ ❝♦♥♥✉ ❡t ❛r❞✉✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t
é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ✈❛❧❡✉r ❧❡s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ♦♣éré❡s ♣❛r ❊✐✲
❧❡♥❜❡r❣ ❡t ▼❛❝ ▲❛♥❡ ❞❛♥s ❧❡✉r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✳
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❣é♥ér❛❧ ❛❜♦r❞é ♣❛r ❚❡✐❝❤♠ü❧❧❡r ❞❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ❡st ❧✬❛♥❛✲
❧♦❣✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♥♦♥ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✱ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s✳ ■❧
s✬❛❣✐t ❡♥ ❡✛❡t ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❡s s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡s ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❛ss♦✲
❝✐❛t✐✈❡ K s✉r ✉♥ ❝♦r♣s P ❡t ❧❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s
❞❡ K ❞♦♥t ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ à P ❡st ❧✬✐❞❡♥t✐té ✭❛♣♣❡❧és ♣❧✉s s②♥t❤ét✐q✉❡♠❡♥t ✏❛✉✲
t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ K s✉r P ✑✮✱ ❡♥s❡♠❜❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s ❞❛♥s t♦✉t❡ ❧❛ s✉✐t❡
✷✼✶
AutP (K)✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❚❡✐❝❤♠ü❧❧❡r ✈❡✉t ✏❞ét❡r♠✐♥❡r t♦✉t❡s ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s
✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s X ❛②❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été q✉❡ t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ K ❧❛✐ssé ✜①❡ ♣❛r
t♦✉s ❧❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ K/P q✉✐ ❧❛✐ss❡♥t ✜①❡s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ X ❡st
❞❛♥s X✳✑✶
❖♥ ♣❡✉t r❡♥❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♣❧✉s ❝❧❛✐r ❡♥ ❛❞♦♣t❛♥t ✉♥ ❢♦r✲
♠❛❧✐s♠❡ ♠♦❞❡r♥❡✳ ◆♦t♦♥s E = {P ✲❛❧❣è❜r❡s X,P ⊂ X ⊂ K}✱ H = {N
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ AutP (K)}✱
G : E −→ H ,
X 7−→ {ϕ ∈ AutP (K), ϕ|X = idX}
I : H −→ E .
N 7−→ {x ∈ K,∀ϕ ∈ N,ϕ(x) = x}
❆✈❡❝ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❚❡✐❝❤♠ü❧❧❡r ❡st ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r
❧❡s X ❞❡ E t❡❧s q✉❡ I ◦G(X) = X✳
❙✐ ❧✬♦♥ ♣r❡♥❞ ♣♦✉r K ✉♥ ❝♦r♣s q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ P
❛❧♦rs ❧❡s X ré♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❚❡✐❝❤♠ü❧❧❡r s♦♥t ✕ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❞♦♥♥❡
❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ✕ ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❝♦r♣s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ❡♥tr❡
P ❡t K✳ ❊♥ ♦✉tr❡ ❧❡s N t❡❧s q✉❡ G ◦ I(N) = N s♦♥t ❧❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡
AutP (K) = Gal(K/P )✳
❙✐ K ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ♠❛✐s ♥♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❞❡ P ✱
❚❡✐❝❤♠ü❧❧❡r ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡ ❝♦r♣s I = I◦G(P ) = {x ∈ K, ∀ϕ ∈ AutP (K), ϕ(x) =
x}✳ ▲❡s X ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❛❧♦rs ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❞❡s s✉r❝♦r♣s ❞❡ I✳
❚❡✐❝❤♠ü❧❧❡r ❛✣r♠❡ s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬✉♥ rés✉❧t❛t ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✬✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❛♥té✲
r✐❡✉r✷ q✉❡ K ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❡t sé♣❛r❛❜❧❡ ❞❡ I✳ ❙✬ét❛♥t r❛♠❡♥é
à ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡✱ ✐❧ ♣❡✉t é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❧❡s X s♦♥t
❧❡s ❝♦r♣s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ❡♥tr❡ I ❡t K ❡t q✉❡ ❧❡s N s♦♥t ❧❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡
Gal(K/I)✳
▲❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ tr❛✐té ♣❛r ❚❡✐❝❤♠ü❧❧❡r ❡st ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡✸ à ❞✐✈✐✲
s✐♦♥ K s✉r ✉♥ ❝♦r♣s P ✱ ❞❡ ❝❡♥tr❡ Z✳ ◆♦t❛♥t t♦✉❥♦✉rs I = {x ∈ K, ∀ϕ ∈
AutP (K), ϕ(x) = x}✱ ♦♥ ❛ ❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❞❡ ❝♦r♣s P ⊂ I ⊂ Z✱ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡
✐♥❝❧✉s✐♦♥ rés✉❧t❛♥t ❞❡ ❝❡ q✉❡ Z ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ K ✜①és ♣❛r
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ✐♥tér✐❡✉rs ❞❡ K✱ q✉✐ ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
AutP (K)✳ ❚❡✐❝❤♠ü❧❧❡r ❝❛r❛❝tér✐s❡ I ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❝♦r♣s ✐♥t❡r✲
♠é❞✐❛✐r❡ ❡♥tr❡ P ❡t Z ❛②❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ✿
✕ Z ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❡t sé♣❛r❛❜❧❡ ❞❡ I ❀
✕ t♦✉t ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ Z s✉r I s❡ ♣r♦❧♦♥❣❡ ❡♥ ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡
K ✭s✉r I✮✳
✶❈❢✳ ♣✳✶✸✾ ✿ ✏❲✐r ❜❡s❝❤ä❢t✐❣❡♥ ✉♥s ❤✐❡r ♥✉r ♠✐t ❞❡r ❡rst❡♥ ❆✉❢❣❛❜❡✱ ❛❧❧❡ ✐♥K ❡♥t❤❛❧t❡♥❡♥
P ❡♥t❤❛❧t❡♥❞❡♥ ❙❝❤✐❡❢❦ör♣❡r X ♠✐t ❞❡r ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t ③✉ ✜♥❞❡♥✱ ❞❛ß ❥❡❞❡s ❊❧❡♠❡♥t ✈♦♥ K✱
❞❛s ❜❡✐ ❛❧❧❡♥ X ❡❧❡♠❡♥t✇❡✐s❡ ❢❡st ❧❛ss❡♥❞❡♥ ❆✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡♥ ✈♦♥ K/P ❢❡st ❜❧❡✐❜t✱ s❝❤♦♥
✐♥ X ❧✐❡❣t✳✑
✷❈❢✳ ❬✷✶✾❪✳
✸q✉✐✱ ❝♦♠♠❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❝♦♥s✐❞érés ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❡st ❞❡ r❛♥❣ ✜♥✐ s✉r ❧❡ ❝♦r♣s
❞❡ ❜❛s❡✳
✷✼✷
P♦✉✈❛♥t ❝♦♥s✐❞ér❡r I ❝♦♠♠❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝♦r♣s ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ K✱
❚❡✐❝❤♠ü❧❧❡r ❞é❝✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r P ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡ à I✱
❞♦♥❝ ❞❡ s✉♣♣♦s❡r P = I ◦G(P )✳
❚❡✐❝❤♠ü❧❧❡r ré♣♦♥❞ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉✬✐❧ s✬❡st ♣♦sé ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞❡ ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❙♦✐t K ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ à ❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ r❛♥❣ ✜♥✐ s✉r ✉♥ s♦✉s✲❝♦r♣s P ❞❡ s♦♥ ❝❡♥tr❡
Z✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ I ◦G(P ) = P ✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❛❧❣è❜r❡ à ❞✐✈✐s✐♦♥ X
✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❡♥tr❡ P ❡t K✱ ♦♥ ❛ I ◦G(X) = X✳
▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝r✉❝✐❛❧❡ ❧❡ ❢❛✐t
❞❡ ♣r♦❧♦♥❣❡r ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ Z s✉r Ξ∩Z ✭♦ù Ξ ❡st ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ X✮ ❡♥
✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ K s✉r X✱ ❝❡ q✉✐ ❡st r❡♥❞✉ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡
t♦✉t ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ Z s✉r P s❡ ♣r♦❧♦♥❣❡ ❡♥ ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ K✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ❛❝q✉✐s ❥✉sq✉✬à ❝❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ✐♥❝✐t❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t
❚❡✐❝❤♠ü❧❧❡r à ❝♦♥s✐❞ér❡r ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ A s✐♠♣❧❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s P ✱
❞❡ ❝❡♥tr❡ Z✱ ❡t à s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r s✐ t♦✉t❡ ❛❧❣è❜r❡ s✐♠♣❧❡ X s✉r P ✱ ❝♦♥t❡♥❛♥t
❧✬✐❞❡♥t✐té ❞❡ A ❡t ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s A✱ ✈ér✐✜❡ I ◦G(X) = X✳
❯♥❡ t❡❧❧❡ ♣r♦♣r✐été s✉r ❧❡s s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡s s✐♠♣❧❡s ❞❡ A ♥✬❡st ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡
q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ ❛ I ◦ G(P ) = P ✱ ❞♦♥❝ ✕ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ I ❞♦♥♥é❡
♣❧✉s ❤❛✉t ✕ s✐ Z ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❡t sé♣❛r❛❜❧❡ ❞❡ P ❡t s✐ t♦✉t
é❧é♠❡♥t ❞❡ AutP (Z) s❡ ♣r♦❧♦♥❣❡ ❡♥ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ AutP (A)✳
❚❡✐❝❤♠ü❧❧❡r ❛ ❛✐♥s✐ ✐❞❡♥t✐✜é ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♣❡rt✐♥❡♥t❡s q✉❡ ❞♦✐t ♣♦ssé✲
❞❡r ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ s✐♠♣❧❡ ❛✜♥ ❞❡ s❛t✐s❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s✳ ❉✉
♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ét✉❞❡✱ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❧❡s ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥ts ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡
❚❡✐❝❤♠ü❧❧❡r s♦♥t à ✈❡♥✐r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❢♦❝❛❧✐s❡ à ♣rés❡♥t s♦♥ ❛tt❡♥t✐♦♥ s✉r ❧❛
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✬❛❧❣è❜r❡s s✐♠♣❧❡s A s✉r ✉♥ ❝♦r♣s P ✱ ❞♦♥t ❧❡ ❝❡♥tr❡ Z ❡st ❣❛❧♦✐✲
s✐❡♥ ❡t sé♣❛r❛❜❧❡ s✉r P ❡t t❡❧❧❡s q✉❡ t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ AutP (Z) s❡ ♣r♦❧♦♥❣❡ ❡♥
✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ AutP (A) ❡t✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧❡ ❝♦♥st❛t❡r✱ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été
❞❡ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❛♠è♥❡ ✉♥❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐q✉❡✳
▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝❡s ❛❧❣è❜r❡s ❝♦♥s✐t✉❡ ✈ér✐t❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝÷✉r ❞❡
❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❚❡✐❝❤♠ü❧❧❡r✱ à t❡❧ ♣♦✐♥t q✉❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ s❡♠❜❧❡ ❞é♣❛ss❡r ❧✬✐♥térêt
s✉s❝✐té ❡♥ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ♣❛r ❧✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ♥♦♥
❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✳
❚❡✐❝❤♠ü❧❧❡r ❛✣r♠❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ S ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡
s✐♠♣❧❡ A✱ ❣❛❧♦✐s✐❡♥ ❡t sé♣❛r❛❜❧❡ s✉r Z ❛✐♥s✐ q✉❡ s✉r P ✳ ❈♦♠♠❡ Z ❡st ❣❛❧♦✐✲
s✐❡♥ s✉r P ✱ N := AutZ(S) ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✐st✐♥❣✉é ❞❡ G = Gal(S/P )✳
✷✼✸
▲✬❛❧❣è❜r❡ A ❡st ❞♦♥❝ s❡♠❜❧❛❜❧❡✹ à ✉♥ ✏♣r♦❞✉✐t ❝r♦✐sé✑✺ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
A ∼ A′ = (ασ,τ , S,N ) =
∑
σ∈N
Suσ,
✐✮ uσξ = ξ
σuσ✱ ξ ∈ S✱ σ ∈ N ❀
✐✐✮ uσuτ = ασ,τuστ ❀ ασ,τ ∈ S \ {0} ❀
✐✐✐✮ αρ,σαρσ,τ = α
ρ
σ,ταρ,στ ✳
▲❡ ❢❛✐t ♣♦✉r ✉♥❡ P ✲❛❧❣è❜r❡ A ❞❡ ❝❡♥tr❡ Z q✉❡ Z s♦✐t ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛✲
❧♦✐s✐❡♥♥❡ ❡t sé♣❛r❛❜❧❡ ❞❡ P ❡t q✉❡ t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ AutP (Z) s❡ ♣r♦❧♦♥❣❡ ❡♥
✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ AutP (A) ❡st ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡✳ ❈❡tt❡
♣r♦♣r✐été ❞♦✐t ❞♦♥❝ s✬❡①♣r✐♠❡r ✈✐❛ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s s✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs
(ασ,τ )σ,τ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ A
′
✭q✉✐ ❡st s❡♠❜❧❛❜❧❡ à A✮ ❡t ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡
❝❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❝♦♥st✐t✉❡ ❞ès ❧♦rs ❧✬❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡✳
❚❡✐❝❤♠ü❧❧❡r r❛✐s♦♥♥❡ ♣❛r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ❙✐ ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ λ ❞❡
Z s✉r P ✭❞♦♥❝ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ G/N ✮ s❡ ♣r♦❧♦♥❣❡ à A ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t
❧❡ ♣r♦❧♦♥❣❡r à A
′
✳ ■❧ ❡①✐st❡ ♠ê♠❡ ✉♥ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t vλ ❞❡ λ à A
′
st❛❜✐❧✐s❛♥t
S✳✻ ▲❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ vλ à S ❡st ❛❧♦rs ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ S ❝♦ï♥❝✐❞❛♥t ❛✈❡❝
λ s✉r Z ❞♦♥❝ ❡st ✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❛♥s G ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t λ ❞❡ G/N ✳
❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t vλ ❛✉① é❣❛❧✐tés uσξ = ξσuσ ❡t uσξv
−1
λ = ξσv
−1
λ uσ ❞♦♥✲
♥é❡s ♣❛r ✐✮✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ ❛✐sé♠❡♥t q✉❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té βλ,σ := uvλσ uvλσv−1λ ✈ér✐✜❡
βλ,σ = ξ
vλσv
−1
λ βλ,σ(ξ
vλσv
−1
λ )−1✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ βλ,σ ❝♦♠♠✉t❡ ❛✈❡❝ t♦✉t é❧é✲
✹❖♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s✉r ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✳ ▲❡
t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❲❡❞❞❡r❜✉r♥ ✭❝❢✳ ❬✷✸✹❪✱ ♣✳ ✾✾✮ ❛✣r♠❡ q✉❡ t♦✉t❡ ❛❧❣è❜r❡ s✐♠♣❧❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s
P ❡st P ✲✐s♦♠♦r♣❤❡ à Mn(D)✱ ♦ù D ❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ à ❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r P ✱
n ét❛♥t ✉♥✐q✉❡ ❡t D ✉♥✐q✉❡ à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣rès✳ ❉❡✉① P ✲❛❧❣è❜r❡s ❝❡♥tr❛❧❡s s✐♠♣❧❡s A
❡t B s♦♥t ❞✐t❡s s❡♠❜❧❛❜❧❡s ✭♦♥ ♥♦t❡ A ∼ B✮ s✐ A ∼= Mn(D) ❡t B ∼= Mm(D)✱ ♦ù D ❡st
✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ à ❞✐✈✐s✐♦♥ s✉r P ✳ ❖♥ ♣❡✉t ❜✐❡♥ sûr ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t s❡ r❛♠❡♥❡r ❛✉ ❝❛s ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s
❝❡♥tr❛❧❡s s✐♠♣❧❡s ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡s P ✲❛❧❣è❜r❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s Z✲❛❧❣è❜r❡s✳
✺❈✬❡st ❊♠♠② ◆♦❡t❤❡r q✉✐ ❛ ✐♥tr♦❞✉✐t ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥✳ ▲✬❛❧❣è❜r❡ A
′
❞é❝r✐t❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❡st
✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❝r♦✐sé ✭✏❝r♦ss❡❞ ♣r♦❞✉❝t ❛❧❣❡❜r❛✑✮✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❜❛s❡ uσ s♦♥t ♣❛r❛♠étrés
♣❛r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ N ✳ ▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✐✲✐✐✐ ❛ss✉r❡♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❛ss♦❝✐❛t✐❢ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡
❧✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧
∑
σ∈N Suσ✱ ❝❡ q✉✐ ❡♥ ❢❛✐t ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✐✮
♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t uσξ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉✬❡❧❧❡ ❢❛✐t ❛✐♥s✐ ❞❡ σ ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡
✐♥tér✐❡✉r✳ ✐✐✮ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❛♥s A
′
❡t ✐✐✐✮ r❡♥❞ ❝❡ ♣r♦❞✉✐t ❛ss♦❝✐❛t✐❢✳
✻❊♥ ❡✛❡t✱ S ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ s✉r Z ❞♦♥❝ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ S = Ze1 + ... + Zen✱ ♦ù
(e1, ..., en) ❡st ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ S ❡♥ t❛♥t q✉❡ Z✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧✳ ❙♦✐t uλ ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡
A
′
♣r♦❧♦♥❣❡❛♥t λ✳ ❊♥ ♣r♦❧♦♥❣❡❛♥t φλ : Suλ −→ S
z1e
uλ
1 + ...+ zne
uλ
n 7−→ z1e1 + ...+ znen
♦♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ A
′
q✉✐✱ ❝♦♠♣♦sé ❛✈❡❝ uλ✱ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡
A
′
st❛❜✐❧✐s❛♥t S✳
✷✼✹
♠❡♥t ❞❡ S ❞♦♥❝✼ ❡st ❞❛♥s S✳
❖♥ ❛ ✿
(1) uvλσ = βλ,σuvλσv−1λ
.
❊♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❞❛♥s ✐✐✮✱ ♣✉✐s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✐✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
(2) βλ,σβ
vλσv
−1
λ
λ,τ αvλσv−1λ ,vλτv
−1
λ
= αvλσ,τβλ,στ .
❆✐♥s✐✱ ❛✈♦✐r ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ♣r♦❧♦♥❣❡r λ à A
′
✐♠♣❧✐q✉❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬é❧é✲
♠❡♥ts βλ,σ ❞❛♥s S ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✮✳
❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ré❝✐♣r♦q✉❡✱ s✐ à ✉♥ é❧é♠❡♥t λ ❞❡ G/N ❡t à ✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t
vλ ❞❡ λ ❞❛♥s G ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts βλ,σ ❞❛♥s S ✈ér✐✜❛♥t ✭✷✮✱ ❛❧♦rs ♦♥
♣❡✉t ♣r♦❧♦♥❣❡r λ à A
′
✈✐❛ ✭✶✮✳ ▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts βλ,σ ❞❛♥s S ✈ér✐✜❛♥t
✭✷✮ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❧♦♥✲
❣❡♠❡♥t ❞❡ λ à A
′
✳
A ❞és✐❣♥❛♥t t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ s✐♠♣❧❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s P ✱ ❞❡ ❝❡♥tr❡ ✉♥
❝♦r♣s Z ❣❛❧♦✐s✐❡♥ ❡t sé♣❛r❛❜❧❡ s✉r P ✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ s✐♠♣❧❡ B ❞❡
❝❡♥tr❡ P t❡❧❧❡ q✉❡ A ❡st ❧❡ ❝❡♥tr❛❧✐s❛t❡✉r✽ ❞❡ Z ❞❛♥s B ❛❧♦rs ♦♥ s❛✐t q✉❡ t♦✉t
❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ Z s✉r P s❡ ♣r♦❧♦♥❣❡ ❡♥ ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ A✳✾ ❖♥ s❛✐t
é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ M(Z:P )(A) ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à B ⊗P Z ❡t q✉❡ (B : A) = (Z : P )✳
■❧ ❡st ❞♦♥❝ ❧é❣✐t✐♠❡ ❞✬❡①❛♠✐♥❡r s♦✉s q✉❡❧❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s A s❡ ❧❛✐ss❡ ✐♥❝❧✉r❡
❞❛♥s ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ s✐♠♣❧❡ B ❞❡ r❛♥❣ (Z : P )(A : P ) ❡t ❞❡ ❝❡♥tr❡ P ✳ ❈❡tt❡
❞❡r♥✐èr❡ ♣r♦♣r✐été ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❡♥ t❛♥t q✉✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡
A✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r A s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❝r♦✐sé (ασ,τ , S,N )✱
S ❡t N ét❛♥t ❝♦♠♠❡ ♣❧✉s ❤❛✉t✳ B ❡st ❛❧♦rs éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✶✵ à ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❝r♦✐sé
(as,t, S,G)✱ ♦ù G ❞és✐❣♥❡ t♦✉❥♦✉rs Gal(S/P )✳ ❚❡✐❝❤♠ü❧❧❡r ✈❡✉t ❛rr❛♥❣❡r ❝❡
✼βλ,σ ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ A ❞♦♥❝ s✬❡①♣r✐♠❛♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
∑
σ∈N sσuσ✳ ❊❝r✐✈❛♥t q✉❡
βλ,σ ❝♦♠♠✉t❡ ❛✈❡❝ t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ S ♦♥ ♠♦♥tr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ sσ ❡st ♥✉❧ ❞❛♥s ❧✬é❝r✐t✉r❡
♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❞ès ❧♦rs q✉❡ σ ♥✬❡st ♣❛s ❧✬✐❞❡♥t✐té✳ ❖♥ ♣r♦✉✈❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ βλ,σ ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ suid✱ ♣♦✉r s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à S✱ ❞♦♥❝ ❡st ❞❛♥s S✱ ❛✉ s❡♥s ♦ù S s✬✐❞❡♥t✐✜❡ ❛✉
s♦✉s✲❝♦r♣s Suid ❞❡ A✳
✽▲❡ ❝❡♥tr❛❧✐s❛t❡✉r ❞❡ Z ❞❛♥s B ❡st✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ B ❝♦♠✲
♠✉t❛♥t ❛✈❡❝ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ Z ❀ ♦♥ ❧❡ ♥♦t❡r❛ CB(Z)✳
✾B ❡st ✉♥❡ P ✲❛❧❣è❜r❡ ❝❡♥tr❛❧❡ s✐♠♣❧❡ ❡t Z ❡♥ ❡st ✉♥❡ s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡ s✐♠♣❧❡✳ P❛r ❝♦♥sé✲
q✉❡♥t✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙❦♦❧❡♠✲◆♦❡t❤❡r ✭♣♦✉r ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡r♥❡✱ ✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❬✶✼✾❪ ♣✳ ✶✹✵✮✱ t♦✉t ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ Z s✉r P s❡ ♣r♦❧♦♥❣❡ ❡♥ ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✭✐♥tér✐❡✉r✮
❞❡ B q✉✐ st❛❜✐❧✐s❡ A ✭❝❡ ❞❡r♥✐❡r ♣♦✐♥t ❞é❝♦✉❧❡ ❛✐sé♠❡♥t ❞❡ ❝❡ q✉❡ A ❡st ❧❡ ❝❡♥tr❛❧✐s❛t❡✉r
❞❡ Z ❞❛♥s B✮✳
✶✵B ❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❝❡♥tr❛❧❡ s✐♠♣❧❡ s✉r P ❝♦♥t❡♥❛♥t A✱ ❞♦♥❝ ❛❞♠❡tt❛♥t S ❝♦♠♠❡ s♦✉s✲
❝♦r♣s ♠❛①✐♠❛❧✳
✷✼✺
❞❡r♥✐❡r ♣r♦❞✉✐t ❝r♦✐sé ❡♥ ✉♥❡ ✏❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡✑ ❢❛✐s❛♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧❡ s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡ ❞✐st✐♥❣✉é N ✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❛ss♦❝✐❡ à t♦✉t é❧é♠❡♥t λ ❞❡ G/N ✉♥ ✉♥✐q✉❡
r❡♣rés❡♥t❛♥t vλ ❞❛♥s G ❛❧♦rs ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ G s✬é❝r✐✈❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐q✉❡
s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
r = ρvλ, ρ ∈ N , λ ∈ G/N ,
λ ❞és✐❣♥❛♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ r à Z✳
▲❡s r❡str✐❝t✐♦♥s à Z ❞❡ vλvµ ❡t vλµ ❝♦ï♥❝✐❞❛♥t✱ ♦♥ ❛ ✿ vλvµ ≡ vλµ ♠♦❞ N ✳
❖♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐r ✉♥ é❧é♠❡♥t θλ,µ ❞❛♥s N ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
(3) vλvµ = θλ,µvλµ.
▲✬❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té (vλvµ)vν = vλ(vµvν) s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ❧✬é❣❛❧✐té θλ,µθλµ,ν =
θλµ,νθλ,µν ✳ ❖♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t✱ s✐ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ ♣♦✉r ❛❜ré❣❡r σ
λ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ vλσv−1λ ✱
(σµ)λ = θλ,µσ
λµθ−1λ,µ✳
▲❡ ♣r♦❞✉✐t ❝r♦✐sé
B = (as,t, S,G) =
∑
s∈G
Sus,
usξ = ξ
sus✱ ξ ∈ S✱ s ∈ G✱
usut = as,tust✱
r❡st❡ ✐♥❝❤❛♥❣é s✐ ❧✬♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ us ♣❛r ✉♥ é❧é♠❡♥t
♥♦♥ ♥✉❧ ❞❡ S✳ ❚♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ G s✬é❝r✐✈❛♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐q✉❡ ✕ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛
❛ été ✐♥❞✐q✉é ♣❧✉s ❤❛✉t ✕ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ r = ρvλ✱ ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ❚❡✐❝❤♠ü❧❧❡r ❡st
❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❝♦♠♠❡ é❧❡♠❡♥ts ❞❡ ❜❛s❡ ❧❡s uρ✱ ♣♦✉r ρ ❞❛♥s N ✱ ❧❡s uvλ ✭♥♦tés
s✐♠♣❧❡♠❡♥t wλ✮✱ ♣♦✉r λ ❞❛♥s G/N ✱ ❡t ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡s uρvλ = a−1ρ,vλuρwλ ♣❛r
uρwλ✳
B ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ réé❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
B =
∑
ρ∈N ,λ∈G/N
Suρwλ,
✭✹✮
✐✮ uσuτ = ασ,τuστ ❀
✐✐✮ wλuσ = βλ,σuσλwλ ❀
✐✐✐✮ wλwµ = γλ,µuθλ,µwλµ ✳
♦ù ασ,τ ✱ βλ,σ ❡t γλ,µ s♦♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ♥♦♥ ♥✉❧s ❞❡ S✶✶✳
✶✶❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ασ,τ ✱ ♦♥ ❛✱ ♣♦✉r ξ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❛♥s S✱ uσuτξ = uσξτuτ =
ξστuσuτ = ξ
στασ,τuστ ❡t uσuτξ = ασ,τuστξ = ασ,τξστuστ ✳ ❈❡❝✐ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ ασ,τ ❝♦♠♠✉t❡
❛✈❡❝ t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ S ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♣r♦♣r✐été ♣♦✉r βλ,σ ❡t
γλ,µ✳ P❛r ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❞é❥à ❞♦♥♥é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ✭❝❢✳ ♥♦t❡ ✼✮✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ασ,τ ✱ βλ,σ
❡t γλ,µ s♦♥t ❞❛♥s S✳
✷✼✻
▲❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞❛♥s B ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ ✈✐❛ ❧✬é❣❛❧✐té
(5) ξuρwλ.ηuσwµ = ξη
ρvλβρλ,σγ
ρσλ
λ,µ αρ,σλαρσλ,θλ,µuρσλ,θλ,µwλ,µ,
q✉✐ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ✭✹✮✳
▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té (uρuσ)uθ = uρ(uσuθ)✱ (wλuσ)uτ = wλ(uσuτ )✱
(wλwµ)uτ = wλ(wµuτ ) ❡t (wλwµ)wν = wλ(wµwν) ❝♦♥❞✉✐s❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❛✉① r❡❧❛t✐♦♥s ✿
(6) αρ,σαρσ,τ = α
ρ
σ,ταρ,στ ;
(7) βλ,σβ
σλ
λ,τασλ,τλ = α
vλ
σ,τβλ,στ ;
(8) γλ,µβ
θλ,µ
λµ,ταθλ,µ,τλµ = β
vλ
µ,τβλ,τµγ
(τµ)λ
λ,µ α(τµ)λ,θλ,µ ;
(9) γλ,µγ
θλ,µ
λµ,ναθλ,µ,θλµ,ν = γ
vλ
µ,νβλ,θµ,νγ
θλµ,ν
λ,µναθλµ,ν ,θλ,µν .
▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✻✮✱ ✭✼✮✱ ✭✽✮ ❡t ✭✾✮ s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r q✉❡ B s♦✐t ✉♥ ♣r♦✲
❞✉✐t ❝r♦✐sé ✭❞♦♥❝✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡✮✳ ❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t
♣r♦✉✈❡r q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t s✉✣s❛♥t❡s✱ ❛✉ s❡♥s ♦ù s✐ ❧✬♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ B =
∑
Suρwλ✱
♦ù ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❜❛s❡ ✈ér✐✜❡♥t uρξ = ξρuρ ❡t wλξ = ξvλwλ ♣♦✉r ξ ❞❛♥s S
❡t ♦ù ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ασ,τ ✱ βλ,σ ❡t γλ,µ ✈ér✐✜❛♥t ✭✹✮✱ ❛❧♦rs ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s
✭✻✮✲✭✾✮ ✐♠♣❧✐q✉❡♥t q✉❡ B ❡st ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❝r♦✐sé✳ P♦s♦♥s ❡♥ ❡✛❡t uρvλ = uρwλ ❀
à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ✭✺✮ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s②stè♠❡ (aρvλ,σvµ) ❞✬é❧é♠❡♥ts
❞❡ S t❡❧s q✉❡ uρvλuσvµ = aρvλ,σvµuρvλσvµ
✶✷✳ ▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✻✮ à ✭✾✮ ♣❡r♠❡tt❡♥t
❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧✬é❣❛❧✐té
aρvλ,σvµaρvλσvµ,τvν = a
ρvλ
σvµ,τvνaρvλ,σvµτvν ,
❞♦♥t ♦♥ ❞é❞✉✐t (uρvλuσvµ)uτvν = uρvλ(uσvµuτvν ) ❡t ❞♦♥❝ ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té ❞✉
♣r♦❞✉✐t ✐♥t❡r♥❡ ❞❡ B✳
❚❡✐❝❤♠ü❧❧❡r ❡sq✉✐ss❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ q✉❡✱ s♦✉s ❧❡s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ B ❡st ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❝r♦✐sé✳ ■❧ ♣r♦❝è❞❡ ❡♥ ♣♦s❛♥t
A =
∑
ρ∈N Suρ✳ ▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s uρξ = ξ
ρuρ✱ ✹✐✮ ❡t ✻✮ ét❛♥t ✈❛❧✐❞❡s ♣❛r ❤②♣♦✲
t❤ès❡✱ A ❡st ❜✐❡♥ ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❝r♦✐sé✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r A ❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡
❝❡♥tr❡ Z✱ ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ B ❧❛✐ssés ✜①❡s ♣❛r t♦✉s ❧❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s
❞❡ N ✳
✶✷■❧ s✉✣t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✭✺✮ ❛✈❡❝ ξ = η = 1✳ ❖♥ tr♦✉✈❡ ❛❧♦rs aρvλ,σvµ = αρ,σλαρσλ,θλ,µβ
ρ
λ,σ
γρσ
λ
λ,µ
✳
✷✼✼
▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✹✐✐✮ ❢♦✉r♥✐t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts βλ,σ q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t ✭✼✮ ♣❛r
❤②♣♦t❤ès❡✳ ❙✐ ♦♥ ♣♦s❡ uvλσ = βλ,σuσλ ✭r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✮✮✱ ♦♥ ♣r♦❧♦♥❣❡ ❛✐♥s✐ ❧✬❛✉t♦✲
♠♦r♣❤✐s♠❡ vλ ❞❡ G ✕ q✉✐ ❡st ✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ λ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à G/N ✕ ❞❡
S à A✶✸✳
P♦s❛♥t ❛❧♦rs
(10) Θλ,µ = γλ,µuθλ,µ
✶✹,
♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ B s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
B =
∑
λ∈G/N
Awλ;
wλx = x
vλwλ
✶✺✱ x ∈ A ❀
wλwµ = Θλ,µwλµ✳
❆✐♥s✐ ♣rés❡♥té❡✱ B r❡ss❡♠❜❧❡ à ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❝r♦✐sé✳ ■❧ r❡st❡ ❡♥❝♦r❡ à ♠♦♥tr❡r✱
♣♦✉r s✬❛ss✉r❡r q✉❡ B ❡st ❜✐❡♥ ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❝r♦✐sé✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛
(11) (xvµ)vλ = Θλ,µx
vλµΘ−1λ,µ
✶✻, x ∈ A;
(12) Θλ,µΘλµ,ν = Θ
vλ
µ,νΘλ,µν
✶✼.
❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞é❝♦✉❧❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ✭✽✮ ❡t ❞❡ ✭✾✮ ✭❡❧❧❡s s♦♥t
♠ê♠❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✮✳
❚❡✐❝❤♠ü❧❧❡r ♣r♦❝è❞❡ ❛❧♦rs à ✉♥❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡ s❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ♣ré❝é✲
❞❡♥t❡s✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦sé ét❛✐t✱ ét❛♥t ❞♦♥♥és ✉♥ ❝♦r♣s P ✱ ❞❡✉① ❡①t❡♥s✐♦♥s Z ⊂
S sé♣❛r❛❜❧❡s ❡t ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡s ❞❡ P ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❝r♦✐sé A = (ασ,τ , S,N )✱
❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ B ❞❡ ❝❡♥tr❡ P t❡❧❧❡ q✉❡ A s♦✐t ✉♥❡ s♦✉s✲
❛❧❣è❜r❡ ❞❡ B ❝♦ï♥❝✐❞❛♥t ❛✈❡❝ CB(Z) ❡t ✈ér✐✜❛♥t (B : P ) = (Z : P )(A : P )✳
❈♦♠♠❡ A ❡st ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❝r♦✐sé✱ ❧❡ s②stè♠❡ (ασ,τ )σ,τ∈N ✈ér✐✜❡ ✭✻✮✳ ▲✬ét✉❞❡
q✉✐ ♣ré❝è❞❡ ♠♦♥tr❡ q✉✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ B ré♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦sé ♥❡ ♣❡✉t
✶✸❊♥ ❡✛❡t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✼✮ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✮ ❡t ♦♥ ❛ ✈✉ q✉❡ ✭✷✮ ét❛✐t ✉♥❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ♣r♦❧♦♥❣❡r vλ✳
✶✹▲❡s Θλ,µ s♦♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ S ❀ ❝❡❝✐ s❡ ♣r♦✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉✬❡♥ ❞❡ ♣ré❝é✲
❞❡♥t❡s ♦❝❝❛s✐♦♥s✱ ❡♥ ♠♦♥tr❛♥t q✉✬✐❧s ❝♦♠♠✉t❡♥t ❛✈❡❝ t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ S✳
✶✺❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♥✬❡st q✉✬✉♥❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ✭✹✐✐✮ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ✭✶✮
✶✻❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬é❣❛❧✐té (wλwµ)x = wλ(wµx)✳ ❉❛♥s ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts ❝r♦✐sés
r❡❝♦♥trés ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t✱ ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té ♥✬❛✈❛✐t ♣❛s été ♠❡♥t✐♦♥♥é❡ ❝❛r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❥♦✉❛♥t
❧❡ rô❧❡ q✉✬♦❝❝✉♣❡ ✐❝✐ x ét❛✐❡♥t ❞❛♥s S✱ ❝❡ q✉✐ ❧❛ r❡♥❞ tr✐✈✐❛❧❡ ❀ ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ s✬✐♠♣♦s❡ ✐❝✐
❝❛r x ❡st ❞❛♥s A✳
✶✼❈❡❝✐ ❛ss✉r❡ q✉❡ (wλwµ)wν = wλ(wµwν)✱ ❝❡ q✉✐ ❛❝❤è✈❡ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ B ❡st ❛ss♦❝✐❛✲
t✐✈❡✳
✷✼✽
❡①✐st❡r q✉❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① s②stè♠❡s (βλ,σ)λ∈G/N ,σ∈N ❡t (γλ,µ)λ,µ∈G/N ✈ér✐✜❛♥t
✭✼✮✱ ✭✽✮ ❡t ✭✾✮✳
▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✼✮ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✮✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ✉♥ s②stè♠❡
(βλ,σ)λ∈G/N ,σ∈N ✈ér✐✜❛♥t ✭✼✮ ♥❡ ♣❡✉t ❡①✐st❡r q✉❡ s✐ t♦✉t ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡
Z s✉r P ♣❡✉t s❡ ♣r♦❧♦♥❣❡r ❡♥ ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ A✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t s✐ ✉♥ s②s✲
tè♠❡ (βλ,σ) s❛t✐s❢❛✐t ✭✼✮ ❛❧♦rs t♦✉t s②stè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (
dσ
λ
λ
dλ
βλ,σ) ✕ ♦ù ❧❡s dλ
s♦♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ♥♦♥ ♥✉❧s ❞❡ S ✕ s❛t✐s❢❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ✭✼✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs
✈ér✐✜❡r ❛✐sé♠❡♥t q✉❡ ❝❡tt❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ (βλ,σ) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ r❡♠✲
♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❜❛s❡ wλ ❞❡ B ❡♥ t❛♥t q✉❡ A✲❛❧❣è❜r❡ ♣❛r d−1λ wλ✳
❉❡ ♠ê♠❡✱ s✐ ✉♥ s②stè♠❡ (ασ,τ ) ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✻✮ ❛❧♦rs t♦✉t s②stè♠❡ ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡ (
cσc
σ
τ
cστ
ασ,τ ) ✕ ♦ù ❧❡s cσ s♦♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ♥♦♥ ♥✉❧s ❞❡ S ✕ s❛t✐s❢❛✐t ✭✻✮ ❀
❡t ❝❡tt❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ (ασ,τ ) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s
é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❜❛s❡ uσ ❞❡ A ❡♥ t❛♥t q✉❡ S✲❛❧❣è❜r❡ ♣❛r cσ✳
❚❡✐❝❤♠ü❧❧❡r ♠♦♥tr❡ ❛❧♦rs✱ q✉✬ét❛♥t ❞♦♥♥és ❞❡✉① s②stè♠❡s (ασ,τ ) ❡t (βλ,σ)
✈ér✐✜❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✭✻✮ ❡t ✭✼✮✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✽✮ ❛❞♠❡t t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ s♦❧✉✲
t✐♦♥✶✽✳
■❧ ♣r♦❝è❞❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ❱✉ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ (βλ,σ) ✈ér✐✜❛♥t ✭✼✮✱ t♦✉t ❛✉t♦♠♦r✲
♣❤✐s♠❡ λ ❞❡ Z s✉r P s❡ ♣r♦❧♦♥❣❡ ❡♥ ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ A✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❛
❞é❥à été ❡①♣❧✐q✉é✱ ✐❧ s✉✣t ♣♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t vλ ❞❛♥s G ❞❡
❧✬é❧é♠❡♥t λ ❞❡ G/N ✭❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t q✉❡ vλ ❡st ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡
❞❡ S ❞♦♥t ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ à Z ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ λ✮ ❡t ❞❡ ♣r♦❧♦♥❣❡r ❡♥s✉✐t❡ vλ à A
❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t s❛ ✈❛❧❡✉r s✉r ❧❡s uσ ✈✐❛ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✮✳ ▲✬é❧é♠❡♥t vλvµv−1λµ ❡st
✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ A ❞♦♥t ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ à Z ❡st ❧✬✐❞❡♥t✐té ❀ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝
❞✬✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✐♥tér✐❡✉r✶✾✱ ✐✳❡✳ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ x 7→ Θ∗λ,µxΘ∗−1λ,µ ✱ ♦ù Θ∗λ,µ ❡st
✉♥ é❧é♠❡♥t ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❞❡ A✳ ❙✐ ❧✬♦♥ s❡ r❡str❡✐♥t à ❞❡s é❧é♠❡♥ts x ❞❡ S✱ ♦♥
❛✱ ❞✬❛♣rès ✭✸✮✱ Θ∗λ,µxΘ
∗−1
λ,µ = x
θλ,µ ✱ ♦ù θλ,µ ❡st ❞❛♥s N ✳ ❖r✱ ♣♦✉r x ❞❛♥s S✱
uθλ,µx = x
θλ,µuθλ,µ ✱ ❞✬♦ù Θ
∗
λ,µxΘ
∗−1
λ,µ = uθλ,µxu
−1
θλ,µ
✳ ❆✐♥s✐ Θ∗λ,µu
−1
θλ,µ
❝♦♠♠✉t❡
❛✈❡❝ t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ S ❞♦♥❝✷✵ ❡st ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❞❛♥s S✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✜♥❛❧❡♠❡♥t
q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t γ∗λ,µ ❞❡ S t❡❧ q✉❡
Θ∗λ,µ = γ
∗
λ,µuθλ,µ .
❚❡✐❝❤♠ü❧❧❡r ❛✣r♠❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ (γ∗λ,µ) ✈ér✐✜❡ ✭✽✮✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧✬éq✉✐✲
✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ✭✽✮ ❡t ✭✶✶✮✳
✶✽❚❡✐❝❤♠ü❧❧❡r ✐♥❞✐q✉❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉✈♦✐r ♣r♦✉✈❡r ❝❡ ♣♦✐♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été
cσc
σ
τ
cστ
= 1⇒ cσ = d
σ
d
♠❛✐s ♥❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ♣❛s ❝❡tt❡ ✈♦✐❡✳
✶✾❈❡❝✐ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙❦♦❧❡♠✲◆♦❡t❤❡r✱ ❝❢✳ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✶✵✾❪✱ ❝♦✲
r♦❧❧❛✐r❡ ♣✳ ✶✵✵✳
✷✵❈✬❡st ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❞é❥à ✉t✐❧✐sé à ♣❧✉s✐❡✉rs r❡♣r✐s❡s✳
✷✼✾
❙❛♥s ♠♦♥tr❡r ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♠❡♥t✐♦♥♥é❡ ♣❛r ❚❡✐❝❤♠ü❧❧❡r✱ ♥♦✉s ❡①♣❧✐q✉♦♥s
❞❛♥s ❧❡s ❧✐❣♥❡s q✉✐ s✉✐✈❡♥t ♣♦✉rq✉♦✐ (γ∗λ,µ) ✈ér✐✜❡ ✭✽✮✳ P♦✉r τ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à
N ✱ ♦♥ ❛ (uvµτ )vλ = uvλvµτ = Θ∗λ,µuvλµτ Θ∗
−1
λ,µ ✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ Θ
∗
λ,µ✳
❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ (uvµτ )
vλ = (βµ,τuτµ)
vλ = βvλµ,τβλ,τµu(τµ)λ ✳
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ Θ∗λ,µu
vλµ
τ Θ
∗−1
λ,µ = γ
∗
λ,µuθλ,µu
vλµ
τ (γ
∗
λ,µuθλ,µ)
−1✳
❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s q✉❛♥t✐tés ét❛♥t é❣❛❧❡s✱ ♦♥ ❛ ✿ γ∗λ,µuθλ,µu
vλµ
τ = β
vλ
µ,τβλ,τµu(τµ)λγ
∗
λ,µuθλ,µ ✳
❈♦♠♠❡ uvλµτ = βλµ,τuτλµ ✱ ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ♣ré❝é❞❡♥t❡
❞❡✈✐❡♥t γ∗λ,µuθλ,µβλµ,τuτλµ ✱ ♣✉✐s γ
∗
λ,µβ
θλ,µ
λµ,τuθλ,µuτλµ ✳ ▲❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡✱ q✉❛♥t
à ❧✉✐✱ ❡st é❣❛❧ à βvλµ,τβλ,τµγ
∗(τ
µ)λ
λ,µ u(τµ)λuθλ,µ ✳ ❈♦♠♠❡ uθλ,µuτλµ = αθλ,µ,τλµuθλ,µτλµ
❡t u(τµ)λuθλ,µ = α(τµ)λ,θλ,µu(τµ)λθλ,µ ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❧✬é❣❛❧✐té ✿
γ∗λ,µβ
θλ,µ
λµ,ταθλ,µ,τλµuθλ,µτλµ = β
vλ
µ,τβλ,τµγ
∗(τ
µ)λ
λ,µ α(τµ)λ,θλ,µu(τµ)λθλ,µ .
❖r✱ (τµ)λ = θλ,µτλµθ−1λ,µ✱ ❞✬♦ù uθλ,µτλµ = u(τµ)λθλ,µ ✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝
γ∗λ,µβ
θλ,µ
λµ,ταθλ,µ,τλµ = β
vλ
µ,τβλ,τµγ
∗(τ
µ)λ
λ,µ α(τµ)λ,θλ,µ ,
é❣❛❧✐té q✉✐ ♥✬❡st r✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡ q✉❡ ✭✽✮✳
❘❡♣r❡♥♦♥s ❧❡ ❝♦✉rs ❞✉ ♣r♦♣♦s ❞❡ ❚❡✐❝❤♠ü❧❧❡r✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ✭✽✮
❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
(13) γλ,µ = xλ,µγ
∗
λ,µ,
✷✶ xλ,µ ∈ Z.
❚❡✐❝❤♠ü❧❧❡r ✈❡✉t é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❡①❛♠✐♥❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣♦rt❛♥t s✉r (xλ,µ) ❛✜♥
q✉❡ γλ,µ ✈ér✐✜❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✾✮✳ ❙✐ ❧✬♦♥ r❛✐s♦♥♥❡ ♣❛r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ❝❡❝✐
✐♠♣♦s❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
(14) xλµ,νxλ,µν = ξλ,µ,νxλ,µxλµ,ν ,
✷✷
✷✶❊♥ ❡✛❡t✱ Θ∗λ,µ ♥✬❡st ❞ét❡r♠✐♥é q✉✬à ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞✉ ❝❡♥tr❡ ♣rès✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧✬❛✉t♦✲
♠♦r♣❤✐s♠❡ ✐♥tér✐❡✉r ❛ss♦❝✐é à ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❡st ❧✬✐❞❡♥t✐té✳ ❊t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ γ∗λ,µ
é❣❛❧❡♠❡♥t ♥✬❡st ❞é✜♥✐ q✉✬à ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞✉ ❝❡♥tr❡ ♣rès✳
✷✷❙✐ ❧✬♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ γλ,µ ♣❛r xλ,µγ∗λ,µ ❞❛♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✾✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
xλ,µγ
∗
λ,µx
θλ,µ
λµ,νγ
∗θλ,µ
λµ,ν αθλ,µ,θλµ,ν = x
vλ
µ,νγ
∗vλ
µ,ν βλ,θµ,νx
θλµ,ν
λ,µνγ
∗
θλµ,ν
λ,µν αθλµ,ν ,θλ,µν .
▲❡s é❧é♠❡♥ts xλ,µ ❝♦♠♠✉t❛♥t ❛✈❡❝ t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ A ❡t ❧❡s α✱ β ❡t γ∗ ét❛♥t ♥♦♥ ♥✉❧s✱ ♦♥
♣❡✉t é❝r✐r❡ xvλµ,νx
θλµ,ν
λ,µν = ξλ,µ,νxλ,µx
θλ,µ
λµ,ν ✱ ♦ù ξλ,µ,ν =
γ∗λ,µγ
∗θλ,µ
λµ,ν αθλ,µ,θλµ,ν
γ∗
vλ
µ,ν βλ,θµ,νγ
∗
θλµ,ν
λ,µν αθλµ,ν ,θλ,µν
✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
xµ,ν ét❛♥t ❞❛♥s Z ❡t vλ ❝♦ï♥❝✐❞❛♥t ❛✈❡❝ λ s✉r Z✱ ♦♥ ❛ xvλµ,ν = x
λ
µ,ν ✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s θλ,µ ✕ ét❛♥t
❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ N ✕ ✈❛❧❡♥t ❧✬✐❞❡♥t✐té s✉r Z ❡t ❞♦♥❝ xθλ,µλµ,ν = xλµ,ν ❡t x
θλµ,ν
λ,µν = xλ,µν ✱ ❝❡ q✉✐
❛❝❤è✈❡ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ✭✶✹✮✳
✷✽✵
♦ù ξλ,µ,ν s✬❡①♣r✐♠❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s α✱ β ❡t γ∗✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ ✭✾✮ éq✉✐✈❛✉t à ✭✶✷✮✱ ❞✐r❡ q✉❡ q✉❡ γλ,µ ✈ér✐✜❡ ❧❛ r❡❧❛✲
t✐♦♥ ✭✾✮ r❡✈✐❡♥t à ❞✐r❡ q✉❡ Θλ,µΘλµ,ν = Θvλµ,νΘλ,µν ✱ ♦ù Θλ,µ = γλ,µuθλ,µ
✷✸ =
xλ,µγ
∗
λ,µuθλ,µ = xλ,µΘ
∗
λ,µ✱ ❡t ❞♦♥❝ q✉❡
xλ,µΘ
∗
λ,µxλµ,νΘ
∗
λµ,ν = x
λ
µ,νΘ
∗vλ
µ,ν xλ,µνΘ
∗
λ,µν .
▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✹✮ ❡st ❞♦♥❝ ✐❞❡♥t✐q✉❡ à
(14) ξλ,µ,ν = Θ
∗
λ,µΘ
∗
λµ,νΘ
∗−1
λ,µνΘ
∗−vλ
µ,ν .
❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ A ❞é✜♥✐ ♣❛r x 7→ ξλ,µ,νxξ−1λ,µ,ν ✱ ♦♥
❝♦♥st❛t❡ q✉✬✐❧ ✈❛✉t
vλvµv
−1
λµ .vλµvνv
−1
λµν .(vλvµνv
−1
λµν)
−1.vλ(vµvνv
−1
µν )
−1v−1λ ,
✷✹
❡①♣r❡ss✐♦♥ q✉✐✱ ❛♣rès s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❛♣♣❛r❛ît ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧✬✐❞❡♥t✐té✳ ❆✐♥s✐
ξλ,µ,ν ❝♦♠♠✉t❡ ❛✈❡❝ t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ A ❡t s❡ tr♦✉✈❡ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❞❛♥s ❧❡
❝❡♥tr❡ Z ❞❡ A✳
❚❡✐❝❤♠ü❧❧❡r ét❛❜❧✐t ❡♥s✉✐t❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ξλ,µ,ν ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t
ξλµ,ν,π✳ ❖♥ ❛ ❡♥ ❡✛❡t ✿
ξλµ,ν,π ❂ Θ
∗vλ
µ,νΘ
∗vλ
µν,πΘ
∗−vλ
µ,νπ (Θ
∗−vµ
ν,π )
vλ
❂ Θ∗
vλ
µ,νΘ
∗vλ
µν,πΘ
∗−vλ
µ,νπ (Θ
∗
λ,µΘ
∗
−vλµ
ν,π Θ
∗−1
λ,µ )
❝❛r Θ∗
−1
vλvµv
−1
λµ
ν,π = Θ
∗
λ,µΘ
∗−1
ν,π Θ
∗−1
λ,µ ✱
❂ Θ∗
vλ
µ,ν (Θ
∗
λ,µνΘ
∗−1
λµ,νΘ
∗−1
λ,µΘ
∗
λ,µΘ
∗
λµ,νΘ
∗−1
λ,µν)
× Θ∗vλµν,π(Θ∗λ,µνπΘ∗−1λµν,πΘ∗−1λ,µνΘ∗λ,µνΘ∗λµν,πΘ∗−1λ,µνπ)
× (Θ∗λ,µνπΘ∗−1λµ,νπΘ∗−1λ,µΘ∗λ,µΘ∗λµ,νπΘ∗−1λ,µνπ)Θ∗
−vλ
µ,νπ
× Θ∗λ,µ(Θ∗λµ,νπΘ∗−1λµν,πΘ∗−1λµ,νΘ∗λµ,νΘ∗λµν,πΘ∗−1λµ,νπ)Θ∗
−vλµ
ν,π Θ
∗−1
λ,µ
❂ (ξ−1λ,µ,νΘ
∗
λ,µΘ
∗
λµ,νΘ
∗−1
λ,µν)(ξ
−1
λ,µν,πΘ
∗
λ,µνΘ
∗
λµν,πΘ
∗−1
λ,µνπ)
× (Θ∗λ,µνπΘ∗−1λµ,νπΘ∗−1λ,µ ξλ,µ,νπ)Θ∗λ,µ(Θ∗λµ,νπΘ∗−1λµν,πΘ∗−1λµ,νξλµ,ν,π)Θ∗−1λ,µ
❂ ξ−1λ,µ,νξ
−1
λ,µν,πξλ,µ,νπξλµ,ν,πΘ
∗
λ,µΘ
∗
λµ,νΘ
∗−1
λ,µνΘ
∗
λ,µνΘ
∗
λµν,πΘ
∗−1
λ,µνπ
× Θ∗λ,µνπΘ∗−1λµ,νπΘ∗−1λ,µΘ∗λ,µΘ∗λµ,νπΘ∗−1λµν,πΘ∗−1λµ,νΘ∗−1λ,µ
❝❛r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ξ s♦♥t ❞❛♥s Z✱
❂ ξ−1λ,µ,νξ
−1
λ,µν,πξλ,µ,νπξλµ,ν,π, ❛♣rès s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✳
❚❡✐❝❤♠ü❧❧❡r ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
(15) ξλ,µ,νξλ,µν,πξ
λ
µ,ν,π = ξλ,µ,νπξλµ,ν,π,
✷✸❉✬❛♣rès ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✵✮✳
✷✹■❧ s✉✣t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ vλvµv−1λµ ❡st é❣❛❧ à ❧✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ x 7→ Θ∗λ,µxΘ∗
−1
λ,µ ✳
✷✽✶
q✉✐ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧❡ t✐tr❡ ❞❡ s♦♥ ❛rt✐❝❧❡✳
❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ r❡❧❛t✐♦♥ s✉s❝✐t❡ ✉♥ ✐♥térêt ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ❚❡✐❝❤♠ü❧❧❡r ❡t
✐❧ ❡♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛s♣❡❝ts✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✐❧ ❛♠♦r❝❡ ✉♥❡
❞✐s❝✉ss✐♦♥ s✉r ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❛♥❛❧♦❣✉❡s q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡
❡①t❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ sé♣❛r❛❜❧❡ Z ❞✬✉♥ ❝♦r♣s P ✱ ♦ù ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉
❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❛ss♦❝✐é s♦♥t ❞és✐❣♥és ♣❛r λ✱ µ✱ ν✱ ❡t❝✳
P♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r✱ ✉♥ é❧é♠❡♥t d ❞❡ Z ✈ér✐✜❡ dλ = d ♣♦✉r t♦✉t ❛✉t♦♠♦r✲
♣❤✐s♠❡ λ ❞❡ Z s✉r P s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❝❡t é❧é♠❡♥t ❡st ❞❛♥s P ✭❝❛r ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥
❡st s✉♣♣♦sé❡ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡✮✳
❊♥s✉✐t❡✱ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ cλ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ Z ✈ér✐✜❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s cλcλµ = cλµ s✐
❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ cλ =
dλ
d
✳✷✺
❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥t✐♥✉❡r ❞❡ ♠ê♠❡✱ ♠❛✐s ♦♥ ♥❡ ❣❛r❞❡ ♣❧✉s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ❆✐♥s✐
♦♥ ❛ aλ,µaλµ,ν = aλµ,νaλ,µν s✐ aλ,µ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ aλ,µ =
cλc
λ
µ
cλµ
♠❛✐s ❝❡❝✐ ♥✬❡st
♣❛s ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ aλ,µaλµ,ν = aλµ,νaλ,µν ❡st ❛♣♣❛r✉❡ ❛✉
❝♦✉rs ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❚❡✐❝❤♠ü❧❧❡r✱ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✻✮ ✭✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❞✬❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té✮✳ ❊t ♦♥ ❛ ♣✉ ✈♦✐r q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ ❛✈❛✐t ασ,τ =
cσc
σ
τ
cστ
❛❧♦rs ♦♥ ♦❜t❡♥❛✐t
✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ασ,τ é❣❛✉① à ✶ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❜❛s❡
uσ ♣❛r c−1σ uσ✳ ❆✐♥s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs (aλ,µ) ❡st ❛ss♦❝✐é ❛✉ s②stè♠❡ ❞❡
❢❛❝t❡✉rs ✐❞❡♥t✐té✳
❚❡✐❝❤♠ü❧❧❡r ♣♦✉rs✉✐t ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ ❞❡s q✉❛♥t✐tés ξλ,µ,ν ✈ér✐✜❡♥t
ξλ,µ,νξλ,µν,πξ
λ
µ,ν,π = ξλ,µ,νπξλµ,ν,π s✐ ❡❧❧❡s ♦♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ξλ,µ,ν =
aλ,µaλµ,ν
aλµ,νaλ,µν
✭❝❡tt❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ❛♣♣❛r❛ît ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s s♦♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣ré❝é✲
❞❡♥t✱ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t Θ∗ ♣❛r a✮✳ ❚❡✐❝❤♠ü❧❧❡r ✐♥❞✐q✉❡ ✐❝✐ ❛✈♦✐r ❡✉ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡
❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✺✮ ♣❛r ❊r♥st ❲✐tt✱ ❡t ♠❡♥t✐♦♥♥❡ ✉♥ ❛rt✐❝❧❡
❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❬✷✹✻❪ ♦ù ❛♣♣❛r❛ît ✭s♦✉s ❢♦r♠❡ ❛❞❞✐t✐✈❡✮ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ aλ,µaλµ,ν =
aλµ,νaλ,µν ✳ ■❧ ♣ré❝✐s❡ s✉rt♦✉t ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❞ér♦✉❧❡r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❛♥❛✲
❧♦❣✉❡s à ✭✶✺✮✱ ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s λ, µ, ν✱ ❡t❝✳ t♦✉❥♦✉rs
❝r♦✐ss❛♥t✱ ❡t ❛ttr✐❜✉❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ r❡♠❛rq✉❡ à ❲✐tt✳
❘❡♣r❡♥♦♥s ❧❡ ❝♦✉rs ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❚❡✐❝❤♠ü❧❧❡r✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣❛❧♦✐s✐❡♥♥❡ sé♣❛r❛❜❧❡ ✜♥✐❡ Z ❞✬✉♥ ❝♦r♣s P ❡t q✉❡ ♥♦✉s
❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ s✐♠♣❧❡ A ❞❡ ❝❡♥tr❡ Z t❡❧❧❡ q✉❡ t♦✉t ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡
✷✺▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s cλcλµ = cλµ s♦♥t s♦✉✈❡♥t ❛♣♣❡❧é❡s ✏éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ◆♦❡t❤❡r✑✳ ❖♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r
✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡✉rs s♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ cλ =
dλ
d
❞❛♥s ◆✳ ❏❛❝♦❜s♦♥✱
▲❡❝t✉r❡s ✐♥ ❆❜str❛❝t ❆❧❣❡❜r❛✱ ■■■ ✭♣✳ ✼✺✲✼✻✮ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳ ❖♥ ♣❡✉t r❡tr♦✉✈❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡
✾✵ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt ❝♦♠♠❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t✳
✷✽✷
❞❡ Z s❡ ♣r♦❧♦♥❣❡ ❡♥ ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ A✳ ❖♥ s❛✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♦❜t❡♥✐r
✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ q✉❛♥t✐tés ξλ,µ,ν ✈ér✐✜❛♥t ✭✶✺✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧✬♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ♣♦✉r
t♦✉t ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ λ ❞❡ Z ✉♥ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t vλ à A✱ ❛❧♦rs vλvµv−1λµ ❡st ✉♥
❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ A ❞♦♥t ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ à Z ❡st ❧✬✐❞❡♥t✐té ❀ ❝❡t ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡
❞❡ A ❡st ✐♥tér✐❡✉r ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙❦♦❧❡♠✲◆♦❡t❤❡r ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥
é❧é♠❡♥t Θλ,µ ❞❛♥s A t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t x ❞❡ A✱ xvλvµv
−1
λµ = Θλ,µxΘ
−1
λ,µ✳ P♦s❛♥t
ξλ,µ,ν =
Θλ,µΘλµ,ν
Θλµ,νΘλ,µν
✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ ✭❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❛ ❞é❥à été ❢❛✐t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❛✈❡❝
Θ∗ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ Θ✮✱ q✉❡ ❧❡s ξλ,µ,ν s♦♥t ❞❛♥s Z✱ ♣✉✐s q✉✬✐❧s ✈ér✐✜❡♥t ✭✶✺✮✳
❈❡❧❛ ❞✐t ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ t❡❧s ξλ,µ,ν ❛♣♣❛r❛ît ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❝❛r
♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t vλ ❞❡ λ à A✱ ♠❛✐s ❡♥
♦✉tr❡ ❧❡s Θλ,µ ♥❡ s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥és q✉✬à ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ Z ♣rès✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡
♣❛r ✉♥ s✐♠♣❧❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉✬✉♥❡ ❢♦✐s ✉♥ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t vλ ❞❡ λ ✜①é✱ s✐ ❧✬♦♥ ♣r❡♥❞
xλ,µΘλ,µ à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ Θλ,µ✱ ❛❧♦rs ξλ,µ,ν ❡st tr❛♥s❢♦r♠é ❡♥
xλ,µxλµ,ν
xλµ,νxλ,µν
ξλ,µ,ν ✳ P❛r
❝♦♥tr❡ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ v
′
λ ❞❡ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥ts ❞❡s λ✱
♦♥ tr♦✉✈❡ ❛♣rès ✉♥ ❝♦✉rt ❝❛❧❝✉❧ q✉❡ ξ
′
λ,µ,ν :=
Θ
′
λ,µΘ
′
λµ,ν
Θ′λµ,νΘ
′
λ,µν
=
Θλ,µΘλµ,ν
Θλµ,νΘλ,µν
✳ ❈❡❝✐
♣❡r♠❡t ✜♥❛❧❡♠❡♥t à ❚❡✐❝❤♠ü❧❧❡r ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡r ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿
❚♦✉t❡ ❛❧❣è❜r❡ s✐♠♣❧❡ A ❞❡ ❝❡♥tr❡ Z✱ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ t♦✉t ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡
Z s✉r P ♣❡✉t êtr❡ ♣r♦❧♦♥❣é à A✱ ❞ét❡r♠✐♥❡ ✉♥ s②stè♠❡ ✭ξλ,µ,ν✮ ✈ér✐✜❛♥t
✭✶✺✮✱ ✉♥✐q✉❡ à ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r
xλ,µxλµ,ν
xλµ,νxλ,µν
♣rès✳
▲❡ s②stè♠❡ ✭ξλ,µ,ν✮ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ A✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬❛❧❣è❜r❡s s✐♠♣❧❡s s✉r Z✱ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s t♦✉t ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡
❞❡ Z s❡ ♣r♦❧♦♥❣❡ à A✱ ♠✉♥✐ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ❞✐r❡❝t ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♥♦tr❡ ♣r♦❞✉✐t
t❡♥s♦r✐❡❧✮✱ ❢♦r♠❡ ✉♥ ❣r♦✉♣❡✳ ▲❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ❞✬❛❧❣è❜r❡s s❡
tr❛❞✉✐t ♣❛r ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ξλ,µ,ν r❡s♣❡❝t✐❢s✳ ■❧ ❡st ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✱
❝❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ξλ,µ,ν ❛ ❧❛ ❢♦r♠❡
xλ,µxλµ,ν
xλµ,νxλ,µν
✭♦♥ ❞✐t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s q✉❡ ξλ,µ,ν s❡
❞é❝♦♠♣♦s❡✷✻✮✳ ❈❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ξλ,µ,ν = 1 ✭✐❧
s✉✣t ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r Θλ,µ ♣❛r x−1λ,µ✮✳ ❖r✱ ξλ,µ,ν = 1 ❡st ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡
❡t s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té✷✼ ❞❛♥s
B =
∑
λ∈G/N
Awλ;
wλx = x
vλwλ✱ x ∈ A ❀
✷✻✏ξλ,µ,ν ③❡r❢ä❧❧t✑✳
✷✼❈❢✳ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✷✮✳
✷✽✸
wλwµ = Θλ,µwλµ✳
❆✐♥s✐✱ s✐ ξλ,µ,ν = 1✱ ❛❧♦rs A ♣❡✉t êtr❡ ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ s✐♠♣❧❡ B
❞❡ ❝❡♥tr❡ P ❡t ❞❡ r❛♥❣ (Z : P )(A : P )✳ ❊t ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ s❡ ♣r♦✉✈❡ ❛✐sé♠❡♥t✳
▲❡s ❞❡✉① rés✉❧t❛ts é♥♦♥❝és ❞❡r♥✐èr❡♠❡♥t s❡ r❡❣r♦✉♣❡♥t ❡♥ ✉♥❡ ♠ê♠❡ ♣r♦✲
♣♦s✐t✐♦♥ ✿
▲❡ q✉♦t✐❡♥t ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬❛❧❣è❜r❡s s✉r Z✱ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s t♦✉t
❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ Z s✉r P s❡ ♣r♦❧♦♥❣❡ à A✱ ♣❛r ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s
❞✬❛❧❣è❜r❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❝♦r♣s ❞❡ ❜❛s❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s s✉r P ✱ ❡st
✐s♦♠♦r♣❤❡ ❛✉ q✉♦t✐❡♥t ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s s②stè♠❡s ✭ξλ,µ,ν✮ ✈ér✐✜❛♥t ✭✶✺✮ ♣❛r ❧❡
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡s s②stè♠❡s ✭
xλ,µxλµ,ν
xλµ,νxλ,µν
✮✳
▲✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❚❡✐❝❤♠ü❧❧❡r ✜♥✐t q✉❛s✐♠❡♥t s✉r ❝❡ rés✉❧t❛t✱ q✉✬❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❡t
▼❛❝ ▲❛♥❡ ♦♥t tr❛❞✉✐t q✉❡❧q✉❡s ❛♥♥é❡s ♣❧✉s t❛r❞ ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦✲
❣✐q✉❡✳✷✽
✷✽❱♦✐r ✾✳✻✳
✷✽✹
❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡
❬✶❪ ❱❡r❤❛♥❞❧✉♥❣❡♥ ❞❡s ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r✲❑♦♥❣r❡ss❡s✱ ❩ür✐❝❤✱
✶✾✸✷ ❀ ❖r❡❧ ❋üss❧✐✱ ❩✉r✐❝❤ ❛♥❞ ▲❡✐♣③✐❣ ✭✶✾✸✷✮✳
❬✷❪ ❆❞❞❛✱ ❏✳✱ ❯♥❡ ❧✉♠✐èr❡ s✬❡st ét❡✐♥t❡ ❍✳ ❋r❡✉❞❡♥t❤❛❧ ✲ ❍♦♠♦ ❯♥✐✈❡rs❛❧✐s✱
❊❞✉❝❛t✐♦♥❛❧ ❙t✉❞✐❡s ✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ✷✺ ✭✶✾✾✸✮✱ ✾✲✶✾✳
❬✸❪ ❆❧❡①❛♥❞❡r✱ ❏✳ ❲✳✱ ❆ ♣r♦♦❢ ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❏♦r❞❛♥✲❇r♦✉✇❡r s❡♣❛r❛✲
t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠✱ ❚r❛♥s✳ ❆♠❡r✳ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳ ✷✸ ✭✶✾✷✷✮✱ ✸✸✸✲✸✹✾✳
❬✹❪ ❆❧❡①❛♥❞❡r✱ ❏✳ ❲✳✱ ❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❛♥❛❧②s✐s s✐t✉s✱ ❚r❛♥s✳ ❆♠❡r✳ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳
✷✽ ✭✶✾✷✻✮✱ ✸✵✶✲✸✷✾✳
❬✺❪ ❆❧❡①❛♥❞❡r✱ ❏✳ ❲✳✱ ❖♥ t❤❡ ❝❤❛✐♥s ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ t❤❡✐r ❞✉❛❧s✱ Pr♦❝✳ ◆❛t✳
❆❝❛❞✳ ❙❝✐✳ ✷✶ ✭✶✾✸✺✮✱ ✺✵✾✲✺✶✶✳
❬✻❪ ❆❧❡①❛♥❞❡r✱ ❏✳ ❲✳✱ ❖♥ t❤❡ r✐♥❣ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❛❝t ♠❡tr✐❝✱ Pr♦❝✳ ◆❛t✳ ❆❝❛❞✳ ❙❝✐✳
✷✶ ✭✶✾✸✺✮✱ ✺✶✶✲✺✶✷✳
❬✼❪ ❆❧❡①❛♥❞r♦✛✱ P✳ ❙✳✱ ❇❡❣rü♥❞✉♥❣ ❞❡r n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ♠❡♥❣❡♥t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡♥
❚♦♣♦❧♦❣✐❡✱ ▼❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❆♥♥❛❧❡♥ ✾✹ ✭✶✾✷✺✮✱ ✷✾✻✲✸✵✽✳
❬✽❪ ❆❧❡①❛♥❞r♦✛✱ P✳ ❙✳✱ Ü❜❡r st❡t✐❣❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣❡♥ ❦♦♠♣❛❦t❡r ❘ä✉♠❡✱ ▼❛t❤❡✲
♠❛t✐s❝❤❡ ❆♥♥❛❧❡♥ ✾✻ ✭✶✾✷✻✮✱ ✺✺✺✲✺✼✶✳
❬✾❪ ❆❧❡①❛♥❞r♦✛✱ P✳ ❙✳✱ ❊✐♥❢❛❝❤st❡ ●r✉♥❞❜❡❣r✐✛❡ ❞❡r ❚♦♣♦❧♦❣✐❡✱ ❇❡r❧✐♥ ✿ ❙♣r✐♥✲
❣❡r ❱❡r❧❛❣✱ ✶✾✸✷ ❀ ❡♥❣❧✐s❤ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✿ ❊❧❡♠❡♥t❛r② ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ❚♦♣♦❧♦❣②✱
❉♦✈❡r✱ ✶✾✻✶✳
❬✶✵❪ ❆❧❡①❛♥❞r♦✛✱ P✳✱ ❍♦♣❢✱ ❍✳✱ ❚♦♣♦❧♦❣✐❡✱ ❇❡r❧✐♥✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✶✾✸✺✳
❬✶✶❪ ❆❧❡①❛♥❞r♦✛✱ P✳ ❙✳✱ P❛❣❡s ❢r♦♠ ❛♥ ❛✉t♦❜✐♦❣r❛♣❤②✱ ❘✉ss✐❛♥ ▼❛t❤✳ ❙✉r✈❡②s
✸✹ ✭✻✮ ✭✶✾✼✾✮✱ ✷✻✼✲✸✵✷ ❀ ✸✺ ✭✸✮ ✭✶✾✽✵✮✱ ✸✶✺✲✸✺✽✳
❬✶✷❪ ❆❧❡①❛♥❞r♦✛✱ P✳ ❙✳✱ ■♥ ▼❡♠♦r② ♦❢ ❊♠♠② ◆♦❡t❤❡r✱ ❆❞❞r❡ss ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ❜②
t❤❡ Pr❡s✐❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ▼♦s❝♦✇ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t② P✳ ❙✳ ❆❧❡①❛♥❞r♦✈ ♦♥
❙❡♣t❡♠❜❡r ✺✳ ✶✾✸✺✱ ❊▼▼❨ ◆❖❊❚❍❊❘✱ ●❡s❛♠♠❡❧t❡ ❆❜❤❛♥❞❧✉♥❣❡♥✱ ❈♦❧✲
❧❡❝t❡❞ P❛♣❡rs✱ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ✶✾✽✸✱ ✶✲✶✶✳
❬✶✸❪ ❆rt✐♥✱ ❊✳✱ ❙❝❤r❡✐❡r ❖✳✱ ❆❧❣❡❜r❛✐s❝❤❡ ❑♦♥str✉❦t✐♦♥ r❡❡❧❧❡r ❑ör♣❡r✱
❆❜❤❛♥❞❧✉♥❣❡♥ ▼❛t❤✳ ❙❡♠✳ ❯♥✐✈✳ ❍❛♠❜♦✉r❣ ✺ ✭✶✾✷✼✮✱ ✽✺✲✾✾✳
✷✽✺
❬✶✹❪ ❆s❛♥♦✱ ❑✳✱ ❙❤♦❞❛✱ ❑✳✱ ❩✉r ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡r ❉❛rst❡❧❧✉♥❣❡♥ ❡✐♥❡r ❡♥❞❧✐❝❤❡♥
●r✉♣♣❡ ③✉r ❑♦❧❧✐♥❡❛t✐♦♥❡♥✱ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛ ✷ ✭✶✾✸✺✮✱ ✷✸✵✲✷✹✵✳
❬✶✺❪ ❇❛❝❤♠❛♥♥✱ ❋✳✱ ❋r❛♥③✱ ❲✳ ❡t ❇❡❤♥❦❡ ❍✳✱ ■♥ ♠❡♠♦r✐❛♠ ❑✉rt ❘❡✐❞❡♠❡✐s✲
t❡r✱ ▼❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❆♥♥❛❧❡♥ ✶✾✾ ✭✶✾✼✷✮✱ ✶✲✶✶✳
❬✶✻❪ ❇❛❡r✱ ❘✳✱ ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ✈♦♥ ●r✉♣♣❡♥ ✉♥❞ ✐❤r❡♥ ■s♦♠♦r♣❤✐s♠❡♥✱ ▼❛t❤❡✲
♠❛t✐s❝❤❡ ❩❡✐ts❝❤r✐❢t ✸✽ ✭✶✾✸✹✮✱ ✸✼✺✲✹✶✻✳
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❘és✉♠é
❈❡tt❡ t❤ès❡ ét✉❞✐❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❤✐st♦r✐q✉❡ ❧❛ ❣❡♥ès❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦✲
♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✱ t❤é♦r✐❡ q✉✐ ✈✐t ❧❡ ❥♦✉r ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✹✵✳ ■❧ s✬❛❣✐t
❞✬✉♥❡ t❤é♦r✐❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❛❧❣é❜r✐q✉❡✱ ❛✉ s❡♥s ♦ù ❡❧❧❡ ❞♦♥♥❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡s
❣r♦✉♣❡s✱ ❡t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ♣❛r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉✬❡❧❧❡ ♠❡t ❡♥ ÷✉✈r❡✳ ▲❡ ♣rés❡♥t
tr❛✈❛✐❧ ❛♥❛❧②s❡ ❧❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ♣❛r ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡t ❧✬❛❧❣è❜r❡ s❡ s♦♥t
✐♥t❡r♣é♥étré❡s ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ♥❛✐ss❛♥❝❡ à ❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡ ❛❜str❛✐t❡ ❡t é❧❛❜♦ré❡✱
❡♥ ♠❡tt❛♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡✉①✱
♣❧✉s ❣❧♦❜❛✉①✱ ❞❡ ❧❛ ♥❛✐ss❛♥❝❡ ❡t ❞❡ ❧✬❡①♣❛♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ♠♦❞❡r♥❡✳ ❨ s♦♥t
♥♦t❛♠♠❡♥t ❞✐s❝✉té❡s ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✬❊♠♠② ◆♦❡t❤❡r ❞❛♥s ❧✬❛❧❣é❜r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡t ❧❡s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ ❍❡✐♥③ ❍♦♣❢ ❡t ❞✬❊✐❧❡♥❜❡r❣ ✫ ▼❛❝
▲❛♥❡ ❧❡s ❛②❛♥t ♠❡♥és à ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡
♠✐♥✉t✐❡✉s❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛rt✐❝❧❡s ♣❤❛r❡s ✕ ❞✉s ❛✉① ❛✉t❡✉rs ❝✐tés ♣ré❝é❞❡♠✲
♠❡♥t ♠❛✐s ❛✉ss✐ à ❙❝❤✉r✱ ❱✐❡t♦r✐s ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❊❝❦♠❛♥♥ ✕ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❡ttr❡
❡♥ ❧✉♠✐èr❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ✈♦❧♦♥té ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s
♣ré❝✐s ❢✉t ♣❡✉t✲êtr❡ ♣❧✉s ♠♦tr✐❝❡✱ ❞❛♥s ❧✬é♠❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡ ❛r❝❤✐t❡❝✲
t♦♥✐q✉❡ q✉✬❡st ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s✱ q✉❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡s ✐❞é❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s
❝♦♥ç✉❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s str✉❝t✉r❛❧❡s ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳
❆❜str❛❝t
❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡s✐s ♦❢ ❣r♦✉♣ ❝♦❤♦✲
♠♦❧♦❣②✱ ❛ t❤❡♦r② t❤❛t ❝❛♠❡ ✉♣ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♥✐♥❡t❡❡♥✲❢♦rt✐❡s✳ ■t ✐s ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝
t❤❡♦r② ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✐t ❣✐✈❡s r❡s✉❧ts ♦♥ ❣r♦✉♣s ❛♥❞ ✐t ✐s ❛s ✇❡❧❧ ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝
♦♥❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✐t ✐♥✈♦❧✈❡s✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ❛♥❛❧②s❡s ❤♦✇ t♦♣♦✲
❧♦❣② ❛♥❞ ❛❧❣❡❜r❛ ✐♥t❡r♣❡♥❡tr❛t❡❞ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r t♦ ❣✐✈❡ ❜✐rt❤ t♦ t❤✐s ❛❜str❛❝t ❛♥❞
❡❧❛❜♦r❛t❡ t❤❡♦r②✱ ❜② ♣✉tt✐♥❣ ✐♥t♦ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ ♠♦r❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦♥❡s ❧✐❦❡ t❤❡ ❜✐rt❤ ❛♥❞ t❤❡ r✐s❡ ♦❢ ♠♦❞❡r♥ ❛❧❣❡❜r❛✳ ◆❛♠❡❧② ✇❡
❞✐s❝✉ss t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❊♠♠② ◆♦❡t❤❡r ✐♥ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t♦♣♦❧♦❣② ❛♥❞
t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ♦❢ ❍❡✐♥③ ❍♦♣❢ ❛♥❞ ❊✐❧❡♥❜❡r❣ ✫ ▼❛❝ ▲❛♥❡ t❤❛t
❧❡❞ t❤❡♠ t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❣r♦✉♣ ❤♦♠♦❧♦❣②✳ ❆ ♠❡t✐❝✉❧♦✉s ❛♥❛❧②s✐s ♦❢
s❡✈❡r❛❧ s❡♠✐♥❛❧ ❛rt✐❝❧❡s ✕ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❝✐t❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ♦t❤❡rs ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
❙❝❤✉r✱ ❱✐❡t♦r✐s ❛♥❞ ❊❝❦♠❛♥♥ ✕ ❡♥❛❜❧❡s t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✇✐❧❧ t♦
❛♥s✇❡r s♣❡❝✐✜❝ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❛s ♣❡r❤❛♣s ♠♦r❡ ♣r♦♣✉❧s✐✈❡ ✐♥ t❤❡
❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ❛r❝❤✐t❡❝t♦♥✐❝ t❤❡♦r② t❤❛t ❣r♦✉♣ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣② ✐s✱ t❤❛♥ ❣r❡❛t
❣✉✐❞✐♥❣ ✐❞❡❛s ❡❧❛❜♦r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ str✉❝t✉r❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢
♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳
✸✵✶
